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iejsza ksigzka jest druga czedcig zbioru zadah z matematyki wyzszej.
sza czecia tego zbioru sa Zadania z matemat yki wyiszef, cz. I, wydane
WNT w latach 19921998 (cztery wydania).

Niniejsza ksigika zawiera:

- rachunek catkowy (catki nieoznaczone, oznaczone, niewlasciwe, po-
dwaine, potrojne, krzywoliniowe 1 powierzchniowe oraz calki w polu
wektorowym),

~ rownania rozniczkowe zwyczajne (metody elementarne),

~ ciagi 1 szeregi funkcyjne, szeregi trygonometryczne Fouriera.

lad i podzial na rozdzialy tej ksiazki jest taki jak w podreczniku
L Leitnera: Zarys matematyki wyzszej, czesé Il (wydawanym wielokrotnie
WNT w latach 1967-1998), cyvtowanym tu krotko: Zarys 1. W pod-
iku tym Czytelnik znajdzie wyktad teorii.

~ Kazdy rozdzial niniejszej ksiazki zawiera oproce zadan definicje, wzory,
Informacje i instrukcje, ktore ulatwiaja rozwinzywanie zadan. Zadania
ulozono w koleinodcl od latwych do trudniejszych. Na koncu ksiazki
podano do wszystkich zadan odpowiedzi, a do niektorych — rozwigzania
nrcregolowe,

W zbiorze tym nie zamieszezono zadan z funkcji zespolonych, rownan
algebraicznych i przeksztalcenia Laplace’a, tj. zadan dotyczacych trzech
ostatnich rozdzialow Zarysu Il Zadania te znajdg sie w trzeciej czesci
Zadart z matematyki wyiszej, wraz z zadaniami odpowiadajgcymi trzeciej
creicl Zarysu.

Warszawa, stycren 1999 RoMaN LEITMNER

WoucIEcH MATUSZEWSKT
Zozistaw ROJEK



Rozdzial 14

Calka nieoznaczona

Funkcja pierwotna i calka nieoznaczona
Funkcjq pierwotng funkgji f w preedziale E nazywamy kazda funkcig, ktéra
w przedziale E ma pochodna rowna funkcji £

Funkcja F jest funkeja pierwotng lunkeji fw preedziale E wiedy i tylko wiedy, gdy
zachodzi rownodc

F'x)=f(x), xcE (1

Dowolne dwie funkeje pierwotne funkeji fw przedziale E roznig sig o stalg, zatem
jesli zachodzi rownosé (1), to wyrazenie

F{x)+C, C — stata dowolna, xeE

przedstawia dowelng funkcje pierwoing funkcji f w przedziale E. Wyrazenie to
oznaczamy symbolem

[ Fix)dx
i nazywamy calkq nicoznaczong funkeji fw przedziale E. Rownosé
{fix)dx = F(x)+C, xeE (2
jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy rownosé (1) jest prawdziwa,

Uznanie réwnobci (2) za prawdziwg dlatego, 2e rdwnosé (1) jest prawdziwa,
nazywamy sprawdzeniem calkowania przez rdiniczkowanie,

Z kazdej réwnosci postaci (1) wynika pewna rownosé postaci (2),

Ze wzoroéw podstawowych na pochodne (Zadania I, 5 105) wynikaja ponizsze
WZOTY.
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Wazory podstawowe na calke nieoznaczong CALKA NIEOZNACZONA Rondzial 14

3. Niewielka modyfikacia funkgi podcalkowej mode spowodowad znaceny

Kazdy z ponizszych wzoréw jest prawdziwy w tym przedziale, w ktorym funkcja
wzrost trudnodel rachunkowych lub wrecz niemoZnodé obliczenia calki w sposob

podeatkowa jest ciagla,

I'de = I]dx AL jdx =x+C elementarny, Dla preykladu przedstawiamy trzy cafki
_fx"dx = ol +C, p#—1 ldx ] J’;dx = aresinx+C,
p+1 Pl e Ji=e
je“dxze"+c &dx = a J dx = In|x+./1+22|+C, j
' Ja*dx —-—lna+C, O<a#1l Norea ﬂlx_
Imsxdx =snx+C ISledx =—cosx+( z ktorych pierwsza — to catka podstawows, druga — znacznie trudniejsza,
_fctgxdx In|sinx|+C ftgxdx = —In|cosx|+C a trzecicj nic moina obliczyé w spostb elementarny.
" 1 Calki nicelementarne. Dla pewnych funkeji elementarnych, np. dla
dx =
J cosx x=tgx+C fsm T dx =—ctgx+C B Ex‘ RN 1

ST " A4 x*
catka nicoznaczona istnieje, ale nie daje sie wyrazié za pomoca skoficzenie wielu
funkcji elementarnych. Taka catke nazywamy caflg nieelementarng. Mozna ja

[P -
ﬂ dx = arcsinx+C = —arccosx+ C,

i .

1 przedstawic za pomoca szercgu, op.
142 e arctgx+C——a;mc1gx+c by o e
: ft_"'tdx=J.(l—x‘+-—1—x—'+_.)dx = r:+x-f§-+2-xr;j-——;-cﬁ+d
fehxdx = shx+C Jshxdx = chx+C 2 =l 5 3
[ethxdx = In|shx|+C [thxdx =Inchx+C
-[ 1 Przeksztalcanie calek nieoznaczonych
dx =thx+C J dx =
F] = —cthx+C
ch*x sh’x Calkowanie sumy:
T e o bt ctb oo de nyin 2 FLAG)Hdx = (£ + [0 o)
Uwigi o calkonanin Wylqczanic czynnika stalego k, k # 0, przed znak calki
1. Aby dana calke oblic
e e e ks = k) @
1. Nickiedy wynik calkowania ma kilka postaci, np. calka Calkowanic przez czgsci:
[2sinxcosxdx Julx)e'(x)dx = u(xjo(x)— [ u'(x)v(x)dx )]

jest rowna kazdemu z ponizszych wyrasen Calkowanie przez whyczenie pod roimiczke:

2 ! [FLatxNg' (x)ax = [(0)dy], =gy (6)

sin’x+ € = —cos?x 4 Cim= o cos2x+C, Podstawienie liniowe:

1 1
co latwo sprawdzié przez résniczkowanie. Jflax+bydx = :j}'f_p‘]d}l b a0 (7
F=ax

-12 - o




14.1.

Catkowanie przez podstawienie;

[fe)dx = [£a(0g ()dt .., ®
edzic funkcja ¢ = y(x) jest funkcja odwrotna do funkeji x = g{7).

Calkowanie sumy,
Wylaczanie czynnika stalego przed znak calki

Stos?jqc wzory podstawowe oraz wzor (3) na calkowanie sumy
1 wzor (4) na wylaczenie czynnika stalego, wyznaczy¢ calki
a) fbdx, [xdx, [axdx, [(ax+b)dx

b) [x*dx, (ax?dx, J{ax? + bx+c)dx
) [x*dx, [ax3dx, J12x% 492 — 10x — 1)dx

d) J.—-—dx j—-dx _31 , jx4:1d"
X

e) [/ xdx, Jxy/xdx, f——dx
0 [Y/xdx, f{/:dx [/x/x dx, f

i 1 x—1
g) jx dx, J;dx. J‘de’ J‘-dex
h) fe*dx, ([5e*dx, Jest3dxe, [5%dx

i) fcosxdx, [sinxdx, [(acosx+ bsin x)dx, [sin(x+a)dx
i) Jetgxdx, [taxdx, [(ctgx+tgx)dx, [ (etgx —tgx)dx

1 I
k) J.coszx dx, [tg’xdx, jsin%: dx

=

4—4x?

X xd

fetg?xdx

i il
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14.2.

2
X
T 9
j1+x2

1 3 Dappd
o J1+x2 % I4+4x2 a5 jl—!—xz i
Podstawienie liniowe

Reguta. Jesli o, b oznaczaja stale, a # 0 i zachodz réwnosé

[flx)dx = F(x)+C, xeE
to l
ff(“+ﬁJffI=E-Ftax+b}+ﬂ, xeE, 9)

b) [xPdx, [(x—8)dx, [(1+8xPdx, [(1—8x dx
d} T [x ﬂ}a 1.
o J J‘ dx
-J\/_ W 3x+4 -.,,-'1—23: I
[e@dep (et fedm%dy

Stosujac regule (9), wyznaczyc catki
a) fx*dx, [(2x+5Pdx, [(x+350Pdx, [(1—x)*dx
) ”E dx dx dx
= J 7 Jx—aP’ | x*4+2x+17 | (5x—8)?
dx dx dx
Jx [Tx+l]3’ (1—-5x)°
0 [ /xdx, [Jx+kdx, [/3x+7dx, [J/1-2xdx
il 1 1 1
B Pl ey J rd J’é‘-’"ﬂ"b‘
h) |e*dx,
1) §10%dx,. | 105712 do, J dx, |./107dx

10+

e dx

j) Jeosxdx, [cos2xdx, Jms %—dx, jcns =

k) [sinxdx, [sin(2x+1)dx, Jsinidx, | sinxcos xdx

2
oo R



14.3.

14.4.

145,

)] Ichxdx, [ ch{ax+b)dx, ‘[chidx, feh(1—x)dx
a

m) [shxdx, Jsh g

Korzystajac z reguty (9), wyznaczyl catki

a) [3/x% dx, [3/te—e)? dx, [x/x dx, Jl—x)/1—x dx

—d

% L/x—: Lf R
e

_[{x+k}zdx

a i a
¢) |—dx, |—— -
) J.x x+k % _[xz g%

d) etgxdx, [ctg(x+k)dx, ctg—;—dx, Ictg o

) [tgxdx, [tg2xdx, J‘tg;dx, j

0 ‘[ dx
cos®x’ c{:rszll,’x,-"i sin®x’

g) J‘ dx - J' dx J‘ dx dx
VI=2" ) f1-0x" | A5 ) R aset

h) f WL 5
R LA Errey 44 x2°

Wyznaczy¢ catke przy zatozeniu, ze a > 0, b % 0

dx dx
—_— b
Sat— bk }sz+

/

c
dx, [sh(l+x)dx, {shxchxdx

k

3
dx

sinx cos®x

+E:-

xdx

J4+912

dx

dx

a’x? 4 b2

Sprawdzi¢ dany wzor przez rozniczkowanie

a!x

a) J— =Inlx|+C b)

il i

S
%

xXx—a

+C,

a#0
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14.6.

14.7.

Zmienng calkowania nazywamy te zmienna, wzgledem ktorej ma byé wykonane
catkowanie danej funkcji. Symbol rozniczki zamykajacy symbol catki wskazuje,
ktora litera jest zmienng calkowania. MoZe to by dowolna litera, z wyjatkiem
litery 4. Wielkodci oznaczone innymi literami niz zmienna catkowania sg podezas
catkowania stale i nazywamy je parametrami.

Zwroci¢é uwage na symbol rozniczki i obliczy¢ catki

a) [x*y%dx, [x*y*dy, [x*yidz

b) fe*dx, je=dr, [e™ds

¢) [x'dx, [x"dr, [xdt

d) [cos(px+s)dx, [cos(px+s)dp, [cos(px+s)ds,
[ cos(px +s5)dt

e}J‘ dx J- dy
NS VLTS

0 J dx J dy
V= ey

Korzystajac z liniowosci catki i z podstawienia liniowego,
wyznaczyc catki

a) [xPdx, [xP(x"+a)dx, [(ax+Db)dx, J(ax+b)? (ax +c) dx
gdziea#0, p#—1, p#-2, p#-—1/2

x+1 x+2 Ix+2
o J-_ I i jx+1dx’ T
x+2 x+3 2x+3
j J( +1}2 J‘{x+112dx’ [x+1]=dx’
d) j'[qz’x+4fx+1}dx, fee+1)y/xdx, [lx+2)/x+1dx,
X/ x+1dx

xz ﬂxz""b dx
bl i o6 R (.
. .[1+ ) J1+x2 ’ I1+x2 4 Jx1+2x+1

o




14.8.

14.9.

14.10.

CALKA NIEOZNACZONA Roadziat 14

[ I e =

e { cos?x
g) | (sinx—cosx)*dx, ‘[m [te*xdx, [ctgxdx

h) Je 1+sh?x &

f(chx —shx)dx, f
i) [(1+e9%dx, [(e*+e")2dx, Jeh?xdx, [shZxdx

8 1
i) J. mdx, | th2xdx, Jcth?xdx, [2shxchxdx

Calkowanie przez czeéci
Catkujac przez czesci, wyznaczy¢ catki
a) [xsinxdx, [(1—x)sinxdx, | xcos3xdx
b) [xe*dx,  |xe?*dx, fxe =dx

¢) [xlnxdx, Iﬁ]nxd‘x, jiji dx

X

) [Inxdx, (In(1+x%dx, [ln,/xdx
e) (x./x+1dx, [ xshxdx, fxchxdx

Catkujac dwukrotnie przez czgsci, wyznaczyé catke
a) [x?e*dx  b) Jx*sinxdx ¢ I x*chxdx

Calkmac dwukrotnie przez cz
gsci i rozwigzujac otrzymane
rownanie wzgledem szukanej calki, wyznaczy¢ catke G
a) [e*cosxdx  b) [e*sinxdx
¢) [e**sinxdx  d) [e®*sin3xdyx

-8 -

14.11.

14.12.

Wlaczenie pod rozniczke
Stosujac wlaczenie pod rozniczke, wyznaczyc catke

b feeea o [Lax

g’{x} g'(x) d fg(x) d
d}f 2Nt I 77 MU

a) [g*(x)g'(x)dx

: d
Dy | M )gmcosetads ) .[ %/%
i I g (x)dx
1+g%(x)

Stosujac wiaczenie pod rozniczke, wyznaczy¢ catki

1
a) [(a+x?)*2xdx, [sin*xcosxdx, J;]nzxdx

h] nln_xdx, Ec._ti:..dx, J ﬂl'l:si.[lx d’x
€ 1+x 1—x?

1
Jxlnx i

M Ix COsSX
c) ) arx? dx, j3+4sinx =

o  cosxdx J’ e*dx J‘ 2xdx
Ja+sinx)?” | (14" ] (a+x?)?

b " cosxdx J xdx J. xdx,
‘ \/a-i-sinx i \/’xz—l , \/2_3":2

f) [2x/1+x2dx, [x./a*—xdx, [a"\;’lje"dx
1 - :

— —ev"dx, [e"™cosxdx

Jiﬁ I s

1 1

h)y [2 )dx, |—coslnxdx, J‘ i

}jxcus{x}x J- =
xdx e dx

) x2+k° k-x 14¢*

- 19 -

g) [2xe*dx,




2xdx
1+x*

j} xdx J. xdx
1,.fxz+k’ v""14,12—._';4;'2 i

e*dx cosxdx dx
k) ke ol +sinfonts <3 04 (gt
x(1+x)

b IJ—;j,;l_——: fﬁj‘fx-—l’ J.ﬁf:—x]

m) [sinxcosxdx, J.tgx

X 1
cos?x’ sinxcosx

14.13. Stosujac wlaczenie pod rozniczke lub calkowanie przez czesci,

T

obliczy¢ calke
a) [x/1-xdx b) [

x d x3
1—=x % B I\/l_—;fdx

Calki stowarzyszone

Calkami stowarzyszonymi nazywam ¥ parg calek, kidrych funkcje podealkowe sq
wzajemnie zalefne w taki sposoh, #e obliczanie oby tych calek razem jest
latwiejsze niz obliczanie kazdej z osobna, Przy obliczaniu calek stowarzyszonych
uzyteczng jest nastgpujaca rownowaznodé dwoch ukladéw rédwnan:

(*)

1
X4¥=g X‘?{a”’}
=
X-Y¥Y=bh

1
¥= E{a—b}

Obliczymy parg calek stowarzyszonych
Jeos?xdx, [sin’xdx
Z trygonometrii wiadome, 2e
coslx +sin?x = |
cos’x —sin’x = coslx
Po scatkowaniu tych réwnodci otrzymujemy
[eos?xdx+ [sin®xdx = x+C,

fms’xix—jsinzxdx ] 2151']]214. £,

-
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Stad, na podstawie rownowaznodci (+), otrzymujemy odpowiedz
1 i
Jeosixdx = i-(x +Esm2x)+ﬂ

1.4
fsin®xdx = %(x T sin 2::) +C

|'l4.l4. Wyznaczy¢ pare calek stowarzyszonych
|

a) G = [ch?xdx, H = [sh®xdx

xﬂ-

II} LIJ’-\II—JCZ de, M= J‘—-l-—_?dx
2

2 dx

'E}P=5 x2+kdx, QF"‘\/;—E—.-'_—;

14.15, Stosujac catkowanie przez czesci, wyznaczy¢ calke
b) | xarctgxdx

d) [arcsinxdx

f) [x*arcsinxdx

a) [arctgxdx
¢) [x*arctgxdx

€) [xarcsinxdx

Uogdlnione calkowanie przez czgsci
14.16. Stosujac dwukrotne wzglednie trzykrotne catkowanie przez
czescl, wyprowadzi¢ nastepujace wzory
fundx = w' —u'v+ [u'vdx (10)
fuv"dx = up” —u'v' +u'v—fu"vdx (11)

Zzwane wzorami na uogdinione calkowanie przez czesci.

14.17. Korzystajac ze wzoru (11), obliczy¢ catke
a) fx?e*dx b) [x*sinxdx
¢) [x?cosxdx

i BT



14.18. Korzystajac ze wzoru (11), obliczyé calke
a) [P(x)e*dx b) [P(x)sinrxdx  ¢) | P(x)cosrxdx
gdzie P(x) jest wielomianem stopnia 2, r # 0,

Calkowanie przez podstawienie
14.19. Korzystajac z podanego podstawienia, obliczy¢ catke

3xdx
a AT .x 2dx

¢) [sinlnxdx, Inx=¢ d) jlnﬁdx, Jx =t

e} _l‘cﬁdx f_—z f) j‘x,fx+ldx, VEax+l =
) [2x./2x+3 dx, S2x+3 &t

h) J.‘_ .I1+——dx +_.
%

}jm tHix=e ) farctgfxde, /i =t

Roézne sposoby calkowania
14.20. Wyznaczyé catke

H}J' dx
1+sinx
¢) [/xarctg,/x dx

e) [sin®xcos®xdx

ML/ﬂ-?

d) [sin®xcosxdx

f) fyl_;arctg\/;dx
g) [xe*sinxdx h) j'arcsin’xdx

) f/2x—xZdx ) f vy o

k) f/a?—x%dx (podstawi¢ x = asin)

S
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Rozklad wielomianu rzeczywistego na czynniki rzeczywiste,
liniowe lub kwadratowe nierozkladalne

Wielomian rzeczywisty zmiennej x stopnia s, n > 2
flx)=ax"+a,x" "'+ . +a,_ x+a, ay#0 (12}
ma rozktad
) = aglx—al . (x—bPF(x2 +px+ ) . (x° +rx+8) (13)

w ktorym liczby a,..,b oraz pary liczb (p,q),..,(r,s) sa rdine migdzy soba,
wyrbiniki p*—4q,..,r*—4s sa ujemne, a liczby a,..,f,7....4 sa catkowite
nicujemne, Rozklad taki zawsze istnigje, ale nie zawsze daje sig wyznaczyc. Jedli
liczba ¢ jest pierwiastkiem wiclomianu f, to dzielac [ preez x—c, otrzymamy
wiglomian, ktorego rozlozenie moke byd tatwiejsze. Przy rozkladaniu wiclomianu
na czynniki korzystamy 2 odpowiednich wzordw (zob. Zarys IT s 30)

. Rozlozy¢ na czynniki wielomiany

a) 2x*+4x, 4x*—2x, 2x*+4, 2x*—4

b) x2+x—6, x2+8x+16, 3x*+2x—1, 4x?+4x+1
¢) x?—5x2, S5x¥+x%, x*-1, x*+1

d) P +4x?+x—6, x*—3x*-9x-5

e) x}=2x3+x-2, x*+x*+x

14.22. Rozlozyé¢ na czynniki wielomiany

a) 4x*+x, 4x?—8x, x*-3, x*-3x
b) x*—10x+9, x*4+10x+9, 16x2 -1,
¢) x*—9x, x*—x, x'-8, 8x?+1
d) *4+x?—x—1, x*+x-2

e) x?—x?+x—1, x}+x?+x+1

16x2 4+ 8x+1

. Rozlozy¢ na czynniki wielomiany
a) x*—=3x2+42, x*—10x249, x*+10x*+49, x*+x*-2
b) x*—x2—2, x*4+3x2+2, x*+2x%+1, x*-2x2+1
¢) x*+x24+1, x*—x2+1, x*+x*+4, x*—x*+4

-23 =



B 21, X410y
e) x"—1, x84+1

Rozklad funkcji wymiernej

Funkcjg wymierng nazywamy iloraz dwoch wiclomianéw

R Lix)

Xl =——

) M(x)' L (1

Dzielge licznik Lix) i mianownik M (x) przez ich najwi .
3 ywickszy wspdlny podziel

sprowadzamy funkcjg wymierng R(x) do postaci ¥ RREEeS

gix)
Rix)==—, fixi20
I Sx) #
w ktorej licznik g(x) i mianownik f{x) sa wrglednie pi .
15 prerwsze, Zakladamy, e
st/ > 1. Jedli st g > st £, ceyli R jest ulamikiem niewlasciwym. to dot :
sprowadzamy R do postaci o S

Pix)
1) e

gdzie W jest wielomianem, a @ (x)(x) jest ulamkiem whabciwym, tj. st @ < st f

Jeili f ma mzkiad_{l?rj iag =1, to o(x)f(x) ma nastepujacy rozklad na wlamki
proste typu I (w pierwszym wierszu) i typu 11 {w drugim wierszu)

Rix} = Wix)+

elx) A B B
i ety oy L LT E Hn S 1 L
Jix)  x—a (x—ay Pl (x—by =
I'f..:c+JTf1 2l ;G?Jc+Hr e Kix+L, Kyx+L;
x*4px+gq (" +px+qy X4rx+s 7 (Xirxas)
(17}

Aby wyznaczyé state rozkladu wystepujace w licznikach tych wamkdw, sprowa- '

dzamy prawa stlrcng_ (17} do wspblnego mianownika, ktorym jest f{x), i otrzyma-
ny przy t;,-:m J.:c:zrmlc identyfikujerny z wielomianem glx), tj. zadamy, aby
odpowiednie wspélczynniki tych wielomianéw bty rdwne.

ﬁpmwadzic’: ulamek niewlasciwy do postaci sumy wielomianu
1 utamka wlasciwego

5 x:f b) Ix2—0x 42 : x24+3x—9
i x—3 x*+2x45
-
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&) x84+ 2x%4+3x%245 o e
x2+2 x*+1

Rozlozy¢ ulamek wlasciwy na ulamki proste

2x—3 6—x
it el b)) ——
a) [x— L) {x—2) ) x*+3x
i | 4x* —3x?—2x+2
c) _"—JC2+3I—4 d) o y?
x f} x3—2x—5
) P T B W x* +2x% + 5x2
s ¥ +4x242
h
e P ) T
) —x* X —xt 4+ 2x i 1
Y Erreery VP
1
k) I:xz__l:ll
Calkowanie funkeji wymiernych

Calkowanie funkcji wymiernej (14) sprowadza sig do catkowania uvlamkow
prostych (17). Ulamek prosty typu I catkujemy latwo (zob. zad. 14.3c). Ulamek
prosty typu Il z licznikiem statym przeksztalcamy tak, aby mianownik mial
postaé (x* +a), @ # 0, i catkujemy wg wzorow

I L =-]-a:-:.tgi+C (18)
a a

i L i x +2n-—3L dx 7 oy
(P+a?f =2 af(l4aty -2 a® | (P4adpl

Ulamek prosty typu 11 z licznikiem liniowym precksztalcamy tak, aby w liczniku
pojawita sig pochodna czynnika kwadratowego wystgpujacego w mianowniku,
po czym rozdzielamy ten ulamek na 2 skladniki, z kidrych jeden catkujemy przez
whyczenie pod rézniczke (zad. 14.11¢, d), a drugi, z licznikiem statym, catkujemy
wg wzorow (18) 1(19). Na preykiad

- 25 -



(2%~ 2)dx i

0P =2x 457 | T vag? -
-1 1 x—1 1 | x—1

TXx15 2 AP Iy T3 g e +C

[(2x=2)+1] dx

J‘ (2x—1)dx
(== 2x+5}1 (x*=2x+ 5§

14.26. Wyznaczy¢ catke ulamka prostego. Zakladamy, 7e a # 0. Zada-

14.27.

nia e), f), i) wymagaja zastosowania wzoru (19) na catkowanie
funkcj wymlern}rch

b |
a) dx b) |-— Sact
Y+a i o f{x+a}3 i
d [ dx dx
) x? 1 q? © J (x2 +a?P? D J‘m
~
: f__ b [_(2x=7)dx dx
2x% +2x+1 }‘, x24+2x+10 ) (x*+2x+10)

Wy?aczyé caltke funkcji wymiernej

o) S b) :(x—zi-”—zdx

9 fxz—i-ﬁdx d) .nx—é;—_]]-}-dx

) e n [

8 | g xﬁzx o » B _(f__lff = x

W

x}—3x245 ? &
]J' x% 4+ 5x— de j J‘x +4x* +4x+4
x2—3x x*(x+2)°

k]-[ xdx
x*—x2_2x42
it xdx

x4 4xt 43

}J' x+1
(x? +=b«:+5]|2

) J‘ xdx
x*—4xd 4+ 10x%2— 12x+9

ol _[x +1
dx

— =
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dx

B vllx +18x2—12x+7
" 1R P—2x+ 2P

X
”j@?ﬂ?ﬁ
Calkowanie funkcji niewymiernych
Pierwiastek dowolnego stopnia funkeji homograficznej %. Calke postaci

a b
P g

ax+h
px+q

JR(x,p)dx, y=

‘;u (20)

gdzie R jest funkcja wymierna zmiennych x, y, sprowadzamy do calki funkeji
wymiernej zmiennej y za pomocy podstawienia

ax+b
=u I
¥ px+q i
14.28. Obliczy¢ calki
S S T L
d
8 e N e g O, | e B
-~ 1 1+x [ xdx
d d) |——
ﬂ]‘{l_x}z* 1—x x }_ f3x—2
i xdx B x-l—l
s f) | ——pdx
E}.E’/B_x.—_?l }‘ 1+./2x+3
0 ik G NV S
J {x_]_] .fx—3 o 2 3‘x+l _1

j]J‘ 1 x+3 2

1—xy x—1

1 1+x
i d.
) _[x _1—x i

1
k)jl 20 0 l}_{ T ax

l=x/ 1—x




CALKA NIEOZNACZONA Rosdzinl 14

m}j xdx 1 =
% " J.F\r‘s TEL

14.32. Stosujac trzecie podstawienie Eulera, obliczyc catke

1 [2—x
o) J‘Tx— < dx a) ) dx b) [ dx
J = +3x=-2 Jxyf=x2+3x—2
Pierwiastek kwadratowy tréjmianu kwadratowego. Catke postaci B i d ‘i'-
c) e ) R
[Rx,0dx, y=/ax*+bx+c, a#0, 4=b—dac #0 (22) R ey 3 a0
m:l ﬂfﬂ,;m I‘I._mkcjg wj-mim:ua zmiennych x, y, sprowadzamy do calki funkcji €) —d\/x;-— f) d%
j zmiennej ¢, stosujgc 1 —xt4x i —xi-x
Trzy podstawienia Eulera | 14.33, Obliczy¢ catke
y=yax*t+bx+e =x./a —t, jedli a=0 ) 0 . dx 3 dx
- i - iesli a BT Ter T h
y=yjaxt+bx+c =xt+ /e, jesli e>0 (24) ) J JaxE+5x+1 ) J X+ 5x+4
y=Jaxt+hx+c = ValE=x Wx—x,) ={x—x)t, jesli Ad>0 [25) B dx ) dx
Uwaga_. W podstawieniu (23) réénice x /a —t mozna zastapic suma x/a +1 e JJ—xt—x+4 " J2y —x?+4x-3
lub rnica ‘:-xﬁ - Zmiana taka moze spowodowaé, #¢ wynik calkowania B 4 § d
bedzie wyrazony za pomocy innej funkgji pierwotnej. e) « f) -
Jx /=3 +8x—4 e SN R
14.29. Stosujac: a) pierwsze, b) drugie, ¢) trzecie podstawienie E [ s
obliczy¢ catke R G O g) J(x+1)/x"+1dx h) /
J xf=3x34+5x-2

J‘ dx
9x2 — 10x+ 1

14.30. Stosujac pierwsze podstawienie Eulera, obliczy¢ catke (k 5 0)
o dx x*dx

e L PR e g e L O
) Ptk $ Wrrey

SENSET ) dx
Jx /xt+1 i Ix.fxz_l

14.31. Stosujac drugie podstawienie Eulera, obliczy¢ catke

sl
J —x*—B8x+9

Calkowanie funkcji trygonometrycznych

d) Calke superpozycii lunkgji wymiernej R{u,v) na funkgje u = sinx, v = cosx
| Risinx, cosx)dx {26}
sprowadzamy do calki funkcji wymiernej za pomoca nastepujacych podstawien:

1—1?

dx dx d x 2
a (I e T X 1) tg=—e=; 5tqd dx = de, sinx = —— cosx = ——;
) j Y e b) J.xmi' c) JA_Z_I-.\/ZE' Vg3 td 1412 L4 1412
x T* jest to podstawienic uniwersalne, moina je stosowad do kazdej lunkeji R;

-28 Bl
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2) tgx = & styd .
cos

I .
142’
podstawienie to mozna stosowad, jesli R (u,v) = R (—u, —u);
) sinx = u; stad cosxdx = du, cos®x = 1 —u?;
podstawienie to moina stosowad, Jedli Riw o) = — R (u,—v);
4) cosx = v; stgd —sinxdx = do, sin®x = 1 -
podstawienie to mozna stosowad, jedli Riwo) = —R{—u, ).

z
COsx =
s
32

1+s1nx—cosxdx
1 —sinx +cosx
dx i cosxdx
L e g R i I :
(sinx — 3 cosx) J sin*x+8sinx 410

Il

te? xdx h
B fig ) J sinx+ ﬁcnsx

¢) [sin®xcos?xdx d)

w

Uwaga, Niekiedy korzystamy z tozsamosci

asinx+bcosx = ksin(x+p) = kcos(x—g)

gdzie k2=az+b2, cosp = sing = a/k, SIHP=¢DGQ = bk, ab % 0
Wzory redukeyjne dla calek [sin"xdx, [cos"xdx, n= +1,+2,..
O P gl 1 -1
14.34, W}rpmwadzm ToOwnoscl 'I.t-'}rmkaj:%ce 7 podstawienia tg;;- ) Isin".\:d_x = — —gin® ! xcosx + n—]sin"_zxdx (28)
: " "
14.35. Wyprowadzi¢ rownosci wynikajace z podstawienia tgx = 5. [cos"xdx = -I—ms“"xsiﬂx+ it fcos"™ 2 xdx (29)
i ]

14.36, Stosujac podstawienie tg-'ji = I, wyznaczy¢ calke

JE-R I P
sinx COSX 2, S5+ sinx + 2 cosx . 4+3s.unx

14.37. Stosujac podstawienie tgx = s, wyznaczy¢ catke
a) [tg’xdx b) J.

.41, Za pomoca wzorow redukcyjnych (28) i (29) wyznaczy¢ catke
a) [sinxdx b) fcos®xdx ¢ [sin*xdx
d) fcos*xdx e) [cos®xdx  f) [sin®xcos®xdx

Calkowanie funkcji niewymiernej za pomocg podstawien
— i trygonometrycznych
sin x+4cos X ©) J.l-f—ESm 2y L Py
14.42. Wyznaczy¢ catke
2 1 —x%)3 d
a) ‘[I—dx b) J—de ) [__x_
J1=x2 X xt xt—1

stosujac do calek a) i b) podstawienie x =sint, a do catki
¢) podstawienie x = 1/cost.

14.38. Stosujac podstawienie sinx = u, wyznaczy¢ calke

a) [cos*xdx b) _[cusac !
cos’x

14.39, Stosujac podstawienie cc-sx =1, mnaczyé caltke

14.43. Wyznaczy¢ calke

a) [sin®xdx b) Pl

si
i ) dx b) dx ) dx
14.40. Wyznaczyé calke ol 3 e IV W 7w
a) fm b) |tg*xdx stosujac do calek a) i b) podstawienie x = tgt, a do calki c)
podstawienie x = 2 tgt, |t| < n/2.

T - -31-



14.44,

14.45,

14.47.
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Wyznaczyé catke J. >0,
Fx_ r stosujac podstawienie

a) x =rsint, |t|<m2 b) x4+r=2rsin?, O<t< /2 ., Wyznaczyé catke j%, r = 0, stosujac

X =—F

a) dla x > r podstawienie x = rchr, t = 0,
oraz dla x < —r podstawienie x = —rcht, t > (;
b) dla x > r podstawienie x—r = 2rsh®t, t = 0,
oraz dla x < —r podstawienie x+r = —2rsh?z, t > 0.

Wyznaczyé catke f { d;c{b .a<h
Xx—a x

a) sprowadzajac ja do catki z poprzedniego zadania,
b) stosujac podstawienie x —a = (b—a)sin®t, 0<t<m/2.

dx

, a=<b
(x—a)(x—Db)

Calkowanie funkeji niewymiernej za pomocy podstawien . Wyznaczy¢ catke f

hiperbolicznych
a) sprowadzajac ja do calki z poprzedniego zadania;
b) stosujac dla x = b podstawienie x—b = (b—a)sh®t oraz dla

Funkcje hiperboliczne oraz odwrotne do nich funkeje area (Zarys I, s. 270 or
x < a podstawienie x—a = —(b—a)sh®t, t = 0.

Zadania f, 8 105 i _I_ﬂg} s-p.:.]nm’a wiele tozsamodbci z : .
preypominamy; 1, z ktorych najwadniej

ef 4" e—e
chx = s Shx=——— the=""", gihx=—_
2 chx thx

{chx) =shx, (shxf =chx, (thx) = Ljch®x, (cthx) = —1/sh%x
chx—sh®x =1, shiy = 2shxchx, ch2x = chix+shix

Calkowanie funkcji roZznych typéw

- 14.50. Wyznaczy¢ calke

arshx = In(x+./x*+1) dla xed, y= arshx <» x = shy
Mchx=iiﬂfx41-+-.-": =1) dla |x|=1: _].r-a]'c]:l_x-ﬂ-,xqch_}r y=0 ﬂ} i xzdx I]} § dx .\/-dx
arl]:x:-—h_-.l dla |x| <1; y=arthxesx =thy J (1=2x%* R \/;+«.fx+3 [1+\/_
1 x+1 - o
Rrofhy S ois ~ dla |x|>1; y=arcthxesx = cthy d) (E""_d:vlc]z 9 \/L n Jfldic T.f;:
J e+ J sinx . /1+4cosx
. Podstawiajac x = sht, obliczyé " " o
) ve catke : 3 3szi:_h h) In(x x1x+1] i B ]:uslmxx
2 f——w_x B (/IT7dx o j\/%_&_d q O
+x :
D [ /thx dx k) e I) J—zu
Podstawiajac: o —xlx+D) x./1-In*x
IPx=ch,r>0dlax>1, 2x—1
on_—l:hl' I}Ddlaxd: -—I ohl[cz}récalkg, Ill] jx,/]+x2 ln\/xz_ldx I'I} dex
a) l( b) f c) J.______ dx arcsine® dx
N WA xtifxt=1 9 4—9cos’x P) e* i 9 x(x*—1)
-32- o



14,51,

r) - x
1—sinx

xz
0 [

Wyznaczy¢ catke
i
],[ i1
©) J‘__ﬂ__
Jx+3x
€) fcosx . /sinx dx

e*—1
g) —— dx
e +1
A tEx
1
) Sinzxdx
-1
38 B el SRS

e J‘x“a’l+lnx
0) [cos? . /xdx

i J[l+x2}2 0 f

.3
b) fl - \/;d'x
* I+3 x
}J. e"dx
(e*+1)3

2x2+1
f) J. iy arctgxdx

» fxfl hlzx]
xﬂx
| T
I) fxe*cosxdx

n) jzx +2x

N o

p) |arccos X+1

+2

dx

Calka dwumienna

Calka dwumienna jest to calka postaci

[ x*lax+bpdx = [xm(
X

ax+ b
dx, ab#0

=34 -
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gdzie liczby p, g sa wymierne. W przypadkach, gdy p lub g lub p+ g jest liczbg
catkowity, calka ta daje sie sprowadzic do catki funkcji wymiernej za pomocy

nastepujacych podstawied:

Przypadek Podstawienie Ohbjaénienie

p catkowite t="/ax+b n jest mianownikiem liczby g
g calkowite [= U}" m jest mianownikiem liczby p
p+q catkowite t=a a.t:b n jest mianownikiem liczby g

2. Wyznaczyc catke

b) [x!2(x—1)""dx
d) [x*(x+2)""3dx
f) [x~52x+ 1) dx

2) [x(2—x)"*dx
¢) [xV3(1—x)"32dx
e) [x 13 x+1)""dx

Calkowanie funkcji sklejone]

Funkcjg sklejong w punkeie p nazywamy funkgjg
_JAix) dla a<x<p i
Jix)= {Lm sl 5%l Jilp) = folp)
gdzie funkeje f, i f, sa ciagle w odpowiednich preedzialach, przy czym moZna
pravjat a= —oo lub b = w
Calka nicoznaczona powyiszej funkeji sklejonej wyraza sig wzorem
Fiix) dla a<x=<p
dx = C+
[ty {F;{x}+F.(p}—F2{p} da psx<b
gdzie funkeje F, i F, sa funkcjami pierwotnymi funkeji f; i f; w odpowiednich
przedziatach. Na preykiad
e* dla x<0
1t = {msx dla x=0
e* dla x<0
g L opm O
sitx +e” —sin0 sinx+1 dla x=0

A

[fz)dx = C'+{'=jr



Dla funkcji sklejonef w dwdch punkiach p i q(p=<q)

filx) dla a=x=p
-3 8 15358 o

fAlx) dla ggx<p

mamy Wzor
Fiix) di
T
F!("]"'F:{P}—Fz‘.PH'Fz{q}—F:{‘ﬂ dia gsx<b

wiednich przedzialach.

14.53. Wyznaczyé funkcje pierwotna funkcji f okreslonej ponizej

L dla - x.—1
a) f(x) = {xz dla [x|<1
|

dla x=>1
—1 dla x< —1
b) fix)=< x dla |x <1
1 dla x=1
dla x< —1
¢) f(x) = dla |x] <1
1 dla x=1
—2x—2 dla x< —1
d) f(x) = 0 dla |x| <1
2x—2 dla x>1
dla x=0
e) fix) = U da 0<x<1
—2 dla x=1
dla xs —1
I x+I dla =1 zx=0
f) f(x) -x+1 dla 0<x<1
0 dla x=1

14.54. Wyznaczy¢ funkcje pierwotna funkcji f okredlonej ponizej
a) flx) = |x| b) f(x) = e ©) flx) = |x—1]
D@ =p~1 & f)=Ix-1] ) fx) = 3xx]
g) f(x) = sin|x]| h) f(x) = [sinx]

gdzie funkcje F\, F,, F, sa funkcjami pierwotnymi Tunkcji £}, 1, f; w odp
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Rownania rozniczkowe zwyczajne
(metody elementarne)

Pojecie rownania roZniczkowego. Rownanie rzedu 1

Rownaniem ré#niczhowym nazywamy rownanie, w kitorym niewiadoma jost
funkcja i w ktdrym wystepuje co najmniej jedna pochodna niewiadomej funkeji.
Mowimy, 2 rownanie rozniczkowe jest rzgdu n, n = 1, jesli w nim wystepuje
pochodna rzedu n niewiadomej funkeji, a nie wystgpuja pochodne wyiszego
rzedu tej funkeji.

Jedli niewiadoma jest funkcja jednej zmiennej, to mamy réwnanie rozniczkowe
swyczajne, ktore bedziemy nazywad: rownaniem rdiniczkowym lub réwnaniem,
Réwnanie rozniczkowe zapisujemy w nastgpujacych postaciach:

postaé ogblna postad normalna

rownanie rzedu 1 Fix,y.¥)=0 ¥ =fix,y
rownanie rzedu 2 Flx, 31y =0 ¥ =flx.5¥)

gdzie y = y{x) jest niewiadoma funkcjq argumentu x, natomiast F i f sa
wiadomymi funkcjami, okreslajacymi rdwnanie,

Rozwigzaniem réwnania nazywamy kazda funkeje p(x), ktdra w pewnym
preedriale ma pochodna ' (x)1 ktére] wstawienie (wraz 2 pochodna) do rownania
powoduje, #e to rownanic staje si¢ w tym przedziale tozsamoscia. Rozwigzanie
takie nazywamy zwykle rozwigzaniem szezegolmym (skrot RS), a jego wykres
— krzywqg caffowqg rdwnania.

Rozwigzaniem ogdolnym (RO) nazywamy wyrazenie postaci

y==%x,C)
ktére zalery od C w sposdb istotny i dla kazdej wartosci C nalezacej do pewnego
preedzialu I" przedstawia pewne rozwigzanie szczegdlne,

i



15.1.

15.2.

15.3.

154.

Rozwigzaniem dodatkowym (RD)
rozwigzaniem ogdlnym.

Calkg rdwnania rdiniczhowego (szczegding lub ogdlng) nazywamy rowna

liczbowe, okreslajace w sposéb uwikla Pl
réwnania whmumw’;'? tklany rozwigzanie (szezegéine lub ogo

Zbadad, ktora z funkeji;
a) y=0 b) y=x? €) y=sinx d) y=tgx
jest rozwiazaniem réwnania rozniczkowego
V=1+y?
Zbadag, ktora z funkeji:
Vy=0 By=1 y=x y=-_1
X

jest rozwiazaniem réwnania rozniczkowego
y=y
Wykazaé, ze rozwiazaniem rownania rozniczkowego
Y =2yt
jest kazda z ponizszych funkcji:

1
X%~ 1

a) y=0

1
D) y=-7 Jy= d y=

x*+1
Narysowaé odpowiednie krzywe catkowe,

Wykazaé, ze rozwiazaniem réwnania rozniczkowego

A S
jest kazda z ponizszych funkcji
8) y=1 b)y= -1 ¢) y=thx d) y=cthx

Narysowaé odpowiedni
l-!rr:*,.rgz.}l " powiednie krzywe catkowe (zob. Zarys I, s. 271

»

vl
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Istnienie i jednoznaczno$é rozwiazan réwnania y' = f(x,y)

Zhiorem okreflonodei rdwnania
¥ =flx,¥ (1)

nazywamy zbior Z punktow (x, ¥), w ktérych funkcja fjest okredlona. Kazdemu
punktowi (x, )& Z prawa strona réwnania przyporzadkowuje kierunek stycznej
do krzywej catkowej w tym punkecie — o ile ta krzywa istnieje. Wartosc f(x, v} jest
tangensem kata skierowanego od osi Ox do tej stycznej.

Obszarem istnienia rozwigzan rownania (1) nazywamy obszar, w Klorym preez
kaidy punkt przechodzi co najmniej jedna krzywa calkowa tego rdwnania,
Takim obszarem jest obszar, w ktorym funkcja f jest ciagha.

Obszarem fednoznacznosei rozwiazan rownania (1) nazywamy obszar, w ktorym

kazdy punkt ma tg¢ wiasnosé, #¢ w pewnym otoczeniu tego punktu istnieje
dokladnie jedna krzywa catkowa rownania (1), preechodzaca przez ten punkt,

Takim obszarem jest obszar, w ktorym funkcja /" oraz _:Q_-f: sg ciaple.
ay

Punktem niejednoznacznosci rozwiazan rownania (1) nazywamy punkt (x,y),
przez ktory przechodzg co najmniej dwie krzywe calkowe rownania (1), nie
pokrywajace sic w Zadnym otoczeniu tego punktuw

Warunkiem poczgtkowym (WP) dla réwnania (1) nazywamy zgdanie, aby pewne
rozwigzanie y(x) réwnania (1) speinialo rdwnodd

¥ixe) = yo (WF) {2)
gdzie liczby x5, yy 54 dane, Liczby te nazywamy wartodciami poczgtkowymi,
Spetnienie warunku (2) oznacza, ze krzywa calkowa y = y(x) réwnania (1)
przechodzi przez punkt (x,, ¥o). Zakladamy przy tym, Zze ten punkt nalezy do
obszaru istnienia rogwiazan rownania (1).
Rozwigzanie szczegdine spelniajgee warunek poczatkowy (RSsWP) wyznaczamy
w nastepujacy sposob. W rozwiazanin ogdlnym

y=@(x,C), Cel (3
podstawiamy x = x,, ¥ = ¥, | otrzymujemy rownanie liczbowe
Yo = #ix,,C) ()

o niewiadomej C. Jeéli istnigje liczba C, spelniajaca to réwnanie i nalezaca do I',
to w (3) podstawiamy C = C, 1 otrzymujemy RSsWP

y = ®(x,Cy) (RSsWP) (5
Jeéli zaé taka liczba C, nie istnieje, to rozwiazania spelniajgcego warunek (2)
szukamy wirod rozwigzan dodatkowych,

~ 30 -



15.5. Dane jest réwnanie rézniczkowe

15.6.

15.7.

_ 2y
X
Malezy:
1: wskaza:.'f obszary istnienia i jednoznacznodci rozwigzan:
2% wykazaé, 7e Wyrazenie
y=Cx* CeR, x+#0
jest m;wirg_zaniem 0golnym; narysowaé krzywe calkowe
odpowiadajace wartosciom C — 0,1,2 —1, =2 '
3% wyznaczyé rozwiazanie szczegolne, spetniajace warunek po-
czatkowy y(x,) = y,, gdzie Xo==1¥,=13. '

Dane jest rownanie rozniczkowe

i e

¥
Nalezy:
I: wskazac obszary istnienia i jednoznacznodci rozwiazan;
2% wykazaé, 7e kazde z wyrazen

C>0, |x<./C I
Ve fC=, Col, M2 C I

y=,/C-x2,

jest rozwigzaniem ogolnym; narysowaé krzywe catkowe

odpowiadajace wartoiciom € = 1,4,9;

3° wyznaczy¢ rozwiazanie szczegolne, spetniajace warunek po-

czatkowy y(xo) = yo, gdzie xo = 3, y, = —4,

Dane jest rownanie rézniczkowe
=
Malezy:

i g g
lu wskazac obszar istnienia i Jednoznacznodci rozwiazan;
2° wykazaé, 7e wyrazenie

R

G Ce®, x20C

- 40 -
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jest rozwigzaniem ogolnym; narysowac krzywe calkowe
odpowiadajace wartosciom C =0, 1, —1;

3* odgadna¢ rozwiazanie dodatkowe, spelniajace warunek po-
czatkowy y(x,) = y,, gdzie x, =0, y, = 0.

_ fx)

Rownanie rozniczkowe o zmiennych rozdzielonych y’ = el i6)
gdzie funkcja [ jest ciggla w pewnym przedziale X, a funkcia g jest ciagla
irdzna od 0 w pewnym przedziale ¥, ma obszar jednoznacznosci rozwiazan:
D= {xyrxeX yel}
Metoda rozdzielenia smiennych. Piszemy réwnanie (6) w postaci
by _f)
dx  gly

rozdzielamy zmienne
g(y)dy =flx)dx

i catkujemy
Ja(ydy = [flx)dx
Jesli funkeje G i F sa funkcjami pierwotnymi funkeji g i f, wowezas
G{y)=Fix)+C (co) 7

Otrzymane rownanic liczhowe jest cafkg ogdlng réwnania (6). Jesli réwnanie (7)
rozwigzemy wagledem y, to otrzymamy rozwigzanie ogdlne rownania (6)

y=2(xC) e 5

Jesli mamy dane wartodel poczatkowe xg, ¥, i wstawimy je do (8), to postepujac
jak w (3), {4) i (5), otrzymamy RSsWP.

Jesli jednak przejicie efektywne od (7) do (8) jest niemozliwe lub trudne, to
poprzestajemy na rdéwnaniu (7) i do niego wstawiamy wartodcl poczgtkowe.
Otrzymujemy

Glyy) = Fxg)+C
2 po odjgciu tego rownania od réwnania (7) otrzymujemy rownanie
G(y)—Glyy) = F(x)— Fix,) (CSsWP)  (9)
ktdre jest calkg szezegding spelniajaca warunek poczatkowy.

— 4 -



15.8.

15.9.

Uwagi
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1. Zakresem zmiennosc stale] catkowania C w rownaniu (7) jest zbidr warto
roEnicy G{y)—Fix), (x, y) e D. Jedli ze wzgledu na dalsze preeksztalcenia

s 2 "_1| 1; 3} e? _1;‘
te staly calkowania oznaczyé inaczej, np. —C, 2C, €/2 1ub In C itp., to mozemy ¢) y = 1/(2xy) 1:; l_el i3 )
uczynic, zwazajac wszakze na to, aby zachowaé zakres jej zmiennogci. 1: 934
2. Rozwigzujac ponizsze zadania, nalezy na wstepie rozpoznaé zbior Z o n. ,'r' = .'I-' i 1] 0, 0 2] 0, 1 x
lonosci réwnania i obszar D jednoznacznodci rozwigzan. 4 — 1, -1 I."2
Jebli zbiory te sa roine, to oprocz RO moga istniet RD. ; : 30, n/d
3. W ponizszych zadaniach spotykamy dwa sformutowania; By = sin’y, 1) 0, 0; 2PN
« rozwigzaé réwnanie rdiniczkowe — chodzi tu o wszystkie rozwiazania i w od 4) 0, 10 e
powiedzi podajemy RO (lub CO) oraz RD (o ile istnicje); oraz Wy=1+7 1DOG 21,0 3)0, L;
» rorwigzad rdwnanie réimiczkowe z warunkiem poczgtkowym — chodzi 4] & 1
o RSsWP (lub CSsWP). 1/2: 30, 1
py=1-». 10O %%fﬁ )
Rozwiazaé rownanie rozniczkowe 402 :
a) ¥ = b) y =—2xy* ¢ y= = 0. Rozwigzaé rownanie rozniczkowe
2y 1 : 2% 2x¢’  ©) 2
’ ’  p— -— c’ o Y
ye—  Sregzi Ai=y P =i TR A
e 8 3y
g) y=sin’y h)y=1+y D y=1-)

§y=29" ,9¥=—vy, Br=7
Wyznaczy¢ dla ponizszego rownania rozniczkowego rozwigza-
nie szczegolne, spelniajace warunek poczatkowy o wartosciac
Xg. ¥o podanych obok réwnania (w kilku wariantach).
Wskazowka Ponizsze rownania sa dokladnym powto-

rzeniem rownan z zad., 158, wige moina korzystat z RO
(i ewentualnie RD) tych réwnan podanych na s. 244

1 ; i. r__l_ﬂ-

a) y =—2x/e’, 1) 0, 0; 2) 0, 1; )10 e, LA SO 3 -1, 5
4 1,1 4) 0, 1; ) e . o
b) y=-2xy%, 1)0,0 A 0.1 7 0 1 ) b) ¥ = —3y/x, l} 1, L 2 -1, -4 LG
70 —-1/3 ¢) y =xe ™, 1}{}0; , 15 et
dy=xy HLZ% LL 3113 10 DL LG
4 1, 0 =L 9 1, =k 7 -20 &l
7] 1! '_29 E} -1: 1, 9] _1, —1; d} }r’ =I}?1, n ﬁ, D; 2} u: ]-! 3} % T
T e 4 1, 1, 5) 1, InZ : g] il,n —2;
Oy=2%x DHLLE -~ L -% 3-L3% N 1, Bk 5P
p i T 10) u} —2
e - 43 -

11. Rozwiaza¢ rownanie résniczkowe 1 wyznaczy¢ jego rozwigzanie

war-
olne, spelniajace warunek poczatkowy y(xp) = Yo ©
Sﬁm Xos it;ﬂdanych obok réwnania (w kilku wariantach).



15.12.

15.13.

15.14.

15.15.

Rozwigzaé rownanie rézniczkowe

x

e i
ﬂ]}’=;; b) y = —2xe’ ¢) ¥ =2xy
' X 3x
x
i o) D)y =y+2

Rozwigza¢ rownanie rozniczkowe i wyznaczyé rozwigzani
szx}:zcragolne, spelniajace warunek poczatkowy ¥{xo) = y, 0 wat
tosciach x,, y, podanych obok réownania {w kilku wariantac -'!.

Hanl> . io 33 L .3 ~5%.0

X

i)
Bis—55 noLu 1L B2 —q

¢}y =—-2x/y, 1)3 -4 230, M; 1,0
d) y' = 2x/y, V& &' 33528 sty

Rozwigza¢ rownanie rozniczkowe

a) y' =t b) ¥ =e ’sinx ) y’:i{_y.__l}
X
iy =I5 8) y =t e B
¥ 2 2 B y= 2y
xy
Rozwigzaé rownanie rézniczkowe
; 1 1
2 ) ¥ %
1 1
d) y'=— I, dicod
y 0y 2y-32 y= 5
Ay 423 2/3
Uy Mg Ve

.
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Rozwiazac rownanie rozniczkowe 1 wyznaczy¢ punkty niejedno-
¥nacznoéci rozwigzan tego rownania

)y =2y
&) y=2/lyl  &y=ax/yl Hy=-2lylsinx

n}.v'=%i/-‘:
Dy =1-y K y=/1-y} 1y =sgny

¢) y=—2./ysinx

b) ' =dx./y

by =337 ) y=33*

Rozwiazaé rownanie rozniczkowe z warunkiem poczatkowym
a) Yy =ylny, yl0)=e

b) y =1/"", y(0)=0

1+ef 2x
‘2}}"=T1+—x3, w1y =0

1+y* «x

d) y = CREE L yl)=1

Mozliwosé efektywnego rozwigzania rownania rofniczkowego

dy " Six)
dx  glyl
jest ogramiczona 1 zaledy:
1° od tego, czy calki Ig(}l}d}r i jﬂx]dx s4 clementarne, 1j. czy potralimy
wyznaczyt funkgje Giy), Fix) i napisal efektywnie réwnanie liczbowe

G(y) = F(x)+C,
2° od tego, czy potrafimy to rownanie liczbowe rozwigzad | wyznaczyc z niego

rozwiazanie y(x) danego rownania rozniczkowego.

Ponizej przedstawiono trzy rownania rézniczkowe, z ktorych tylko pierwsze ma
rozwigzanie efektywne; drugie ma catke, ktorej nie rozwigzemy clementarnie
wzgledem yani wzgledem x, a treecic sprowadza sig do dwach calek nieelementar-

nych.
- 45 -



15.18.

15.19.

dy _ cosx dy  l+4cosx dy  yoosx
dx & dx 1+¢ dx  x¢
¢
fe*dy = [cosxdx f(1+¢)dy = (1 +cosx)dx J‘—d_].r=
¥
¢f = C+sinx y4ef =C4x+sinx
¥ = In(C+sinx)

Obraz geometryczny réwnania rézniczkowego

Obrazem geometryeznym rownania rozniczkowego ' = f( x, y) nazywamy zhidr

krzywych catkowych tego réwnania. Z geometrycznego punktu widzenia taki
obraz moze mie pewne luki; np. obrazem rownania ' = 1/y jest zbior parabol
¥y = 2(x—0C), z ktorych kazda jest pozbawiona wierzchotka (gdvi, zgodnie
z rownaniem, musi byé y # 0). Te niedogodnoéé mo#na usunaé i obraz rownania

moina uzupelnié (zob. Zarys IT s. 60—61).

Rownanie
d_y s Pix,y)
dx  Qix,)
i rownanie odwrotne
dx _ Qixy)
dy  Pixy
zapisujemy lacznie w postaci

P(x,y)dx = Q(x, y)dy

ktora jest alternatyws powyzszych rownan (10) i (11). Krzywymi calkowymi
rownania (12) s3 krzywe calkowe rownan (10) 1 (11).

Punkty osobliwe. Jedli w pewnym punkcie (x,, v,) obszaru D obie funkcje P i 0 sa
réwne 0, a ich stosunek P/Q lub /P jest nieograniczony, ale jego modul nie dazy
do ao, pdy (x,¥) = (x5 Vo) to punkt (xg, y,) nazywamy punktem osobliwym
rownan (10), (11)i(12). Punkty osobliwe klasyfikujemy zalenie od uzupelnionego
obrazu réwnania w sgsiedztwie tych punktow, Gtoéwne typy punktow osobliwych
iich nazwy przedstawiono na rysunku na sasiedniej stronie.

Ktore punkty lub proste nalezy dotaczy¢ do obrazéw rownan
w zadaniach 15.8¢, d, e, aby otrzyma¢ uzupelnione obrazy tych
rownan?

Okresli¢ typ punktu osobliwego réwnania w zadaniach:
15.8¢, d, 15.10c, f, 15.12d, e, 15.14¢, e, i.

ol
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Wgzel o gzl
dwukigrunkowy Jednokierunkewy

wieokronkany

Wyznaczy¢ uzupelniony obraz geometryczny rownania roZnicz-

"~ kowego

,_ 2xy i A i
2Rt LR s WO & e T
Iny
c oY o IR gy pili
oy i, ,_ Lo
L e S e | D Y= ot

Réwnanie rozniczkowe rodziny krzywych

Miech bedzie dana rodzina krzywych, okreflona réwnaniem
Fix,y,c) =10

Po zroiniczkowaniu tego réwnania wzgledem x przy zalogeniu, 2 ¥ = yix),
otrzymujemy rownaie
F,(x,ye)+F,(xpay =0

Z tych dwéch réwnan rugujemy parametr ¢ i :_:-trzyn}ujmy zwiazek migdzy x, ¥
¥, ktory jest rownaniem réimiczkowym danej rodziny krzywych.

15.21. Wyprowadzié¢ rownanie rozniczkowe rodziny krzywych

a) y = cx? b) y=cx*+¢ ¢ x24+y*=¢c, ¢>0

|



1522,

15.23.

ﬂ} xz_yz =-e
g) y=1/(x—¢)

e) y=g¢fx

Roxzdzial 15
h) x*+y*—ex =0

f) y=cx
D x2+y*—ex+1 =

ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAINE

Stad

A dy FAdE
Roéwnanie rozniczkowe ¢ i Slax+by+¢) i dy du
— =t x—
. dx dx
gdzie a, b # 0, sprowadzamy do réwnania o zmiennych rozdzielonych za
mocy podstawienia ' du 1(dy 1
& #=ax+by+c dx  x\dx " _-;:-[f{u}—u]
amy
E N g.l_bﬂ dy 7 W ten sposob otrzymalismy réwnanic pomocnicze
dx ax g ) du  flu)—u i
& stad wynika réwnanie = x i
EH_ by ; ktore jest rownaniem o zmiennych rozdzielonych. Z tego rdwnania obliczamy u,
T flu) 1 a nastgpnie z (17) obliczamy .

ktore jest rhwnaniem o zmiennych rozdzielonych. Z tego réwnania obliczamy

4 nastgpnie z rownodci (14) obliczamy y. Rozwiazaé rownanie rozniczkowe

Rozwigzad rownanie roiniczkowe a) ) =1(1+1n£) b y=2ImZ
a) ¥ = (x+y)? b) ¥ = (x+y)?-1 5 = P
2 ri 2 Fi
O Y =(c+P=2  d) ¥ = (x+ 3P +2(x+y) gy=223T  gy=272
, 1 x xy
& Y =2+3y+4 f) y=t———
X—y €) f=%+sin% f) F'=ity
Rozwigza¢ rownanie rozniczkowe kx+y ’
DY =G 42 B Y =3P+l o) y = (x—))? D=k
d) y'=sin®(x—y) € ¥y =ax+by+tec b=£0
Dy=@c—y+1 g y= _1_;-1_—14 Romaz;;‘: réwnanie rozniczkowe 2
¥y e -y itk _xp+y
a) y' = 3 b) y = g ¢) y= 2
S dy ¥ d _2x—y po Gty f Jﬂk1x+}f k0
Réwnanie mzu:czknwezz r P (16) ) Y x—y €y x+y ) +y ' 2
¥ . 2x+y = ¥
sprowadzamy do réwnania o zmiennych rozdzielonych za pomocy podstawienia gy = x+y h) ' x—2y )5 = ;—el'-"‘
e e FIETN] TR e 2 ¥
u 1 = k = 1 gt e
x (17) ]) ¥ x{x+}’] } y xy ] ¥ X oo X
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15.26. Rozwiazaé¢ réwnanie rozniczkowe

2x—y+7 2x—y+7
e DTN ey o BEEFHT WS
X—y+3 24 x+5 9ys= x—y
15.27. Rozwiazaé réwnanie rozniczkowe
’ x4+y—2 Ix+y-2 L
sl e X+2y+1
4 +y—2 2x—y+1 #
—x+y—4 ) Y x—=2y+1 DY = x+1
Rownanie réimiczkowe liniowe rzedu 1
Rozrééniamy dwie odmiany tego réwnania:
® rawnanie jednorodne (R}
¥+pix)y =0 (RI) (23)

Réwnanie réimiczkowe 2. f(ﬁ:ﬂt‘_
dx mx+ny+p

. a b
gddew=| !J # 0, rozwigzujemy nastepujaco:

1% piszemy réwnanie pomocnicze

d¥ aX +bY a+b VX

——mf — | = =22

ax mX +nY m+n ¥iX
ktdre jest rdwnaniem typu (16) i rozwiazujemy je;

2% piszemy uklad réwnan liczbowych

ax+by=c
mE+ny=p

Wyznaczamy jego rozwigzanie: x = h, y =k i piszemy wzory
X =x+h, Y=y+k

& E"lcr;:imnie rownania (20) z podstawieniem (22) jest rozwiazaniem nfnwua.ni.

Jesli zag w = 0, to réwnanie (19) mozna sprowadzi¢ do réwnania typu (13) lub{ﬁ}.
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o rownanie nigjiednorodne (RIN)
¥ +o{x)y = fix) (RN) (24}

Zatozenie. Zakladamy, 2e funkeje pix) i f(x) sa ciagle w pewnym przedziale X oraz
#e w pewnych punktach tego przedzialu fx) = [

Istnienie i jednoznacnosé rozwigzan. Dla katdej pary wartodei poczatkowych
{3, ¥a), gdzie xe X, }'.;.Eﬂjsmieje w przedziale ¥ dokladnie jedno rozwigzanie
yix) réwnania (23) spelniajace warunek poczgtkowy y{xg) = ¥y

Rownanie (24) ma te samg wihasnosé, Kaide rozwigzanie rdwnania (23) lub (24)
istnieje w calym przedziale X.

Réiwnanie jednorodne rozwigzujemy metods rozdzielenia zmiennyeh (Zarys 0T,
s T7). Rozwigzanie ogdlne rdwnania jednorodnego (23) ma postad

y=_Ce™"® (RORD) (23}

- gdzie: P(x) = [ plx)dx, staly catkowania opuszczamy, C jest stata dowolna.

Réwnanie niejednorodne rozwigzujemy metods vzmiennienia statej (Zarvs [T,
5. 78). Rozwigzanie rdwnania nigjednorodnego (24) ma postad

y=e " |f(x)e™dx (RORN lub RSRN)  (26)

Rozwigzanie to jest ogdlne, jesli uwezgledniamy stata wystepujacego m catkowania,
albo szezegdlne, jesli te staly opuszczamy.

Fwigzek miedzy rozwigzaniami riownan RN i RJ
RORN = RSRN+ROR] ’ 27)

Wyzmaczenie RSRN metody preewidywania. Jesli w réwnaniach (23) 1 (24)
wspdczynnik p jest staly, a prawa strona f(x) jest jedng z funkcji wymienionych
w ponizszej tabeli, to preewidujemy projeki RSEN o postaci @(x), podobngj do
fix)y ale zawierajacej pewne stale A, B, ... na razie nieznane, Nastepnie wstawiamy
¥ = @(x) do RN i zadamy, aby otrzymane réwnanie liczbowe bylo todsamodeia.
Stad wysnacramy state A, B, .. i projekt y = p(x), ze stalymi uzyskanymi w ten
sposdh, stanowi RSRN.

Jedli otrzymane rownanie nie mofe byé tozsamoicig, to projekt y = gpix)

odrzucamy, tworzymy nowy projekt v = xgp(x) i ponawiamy postgpowanie
prowadzace do wyznaczenia stalych 4, B, ..

B




15.28. Wyznaczy¢ rozwiazanie ogolne rownania jednorodnego

15.29.

15.30.

15.31.

ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAJNE Rogizial 15

Prawa strona RN Projekt RSRN
fix) @lx)
aeh* Aek= 2.
asinwx + beoswx Asinox + Beosaox
a, a+bx, a+bx+ex?,.. A, A+Bx, A+ Bx+Cx*,
e**|asinwx + beoswx) e (A sinex + Beosmx)
(a+bxjet (A+Bx)je™
(a4 bx)sinwx + (¢ + dx)coswx {A + Bx)sinmx +{C + Dx)cosax
a, b, ¢, d, k, @ — stale znane, | 4, B, C, D — stale nieznane,
wystepujace w prawej stronic RN wysigpujgce w projekcie RSRN

]
a) y¥+5y=0 h}y’+;y={i c]y’——i-yzﬂ

Korzystajac z wynikow poprzedniego zadania i stosujac metodg
uzmiennienia stalej, wyznaczy¢ rozwiazanie szczegdlne rownania
nigjednorodnego
5 2
b) y+—y=—
L tmae

1 5
a '+5 [ o i = )
) V43 =g 5 A Bl

+1

25x 5 1 5
d Sp = —— T P B .
) ¥'+35y At 507 )y D yen
Stosujac metode przewidywania, wyznaczy¢ rozwiazanie szcze-
golne rownania niejednorodnego

a) )y + 5y = de” 3 b) ¥ +5y="Te

¢) ' +5y = 10sin5x d) v+y=x2
e) y+y=x%* f) y—y=x2* 15.35.
g) ¥ +y=e**sin3x h) ¥ +3y = 4xe*

i) y¥—y=2xcosx
k) ¥ +4y = 3+6e**—xsin3x

) ¥ +2y = 169x*sin3x

Korzystajac z wynikow poprzednich trzech zadan, wyznaczyé
rozwiazanie ogdlne rownania niejednorodnego
1 ] 2 5
5 = — e = — v =
o i) i T R e i 5 S i
d) y+5r=4e"* ¢ y+5y=7e % f) y+5y=10sin5x

-5 -

Stosujac metode przewidywania, rozwigza¢ rownanie

a) y+3y=06x b) y—2y=x*4+x+1

€) y+5p=e"" d) y—3y=e*

e) y+y=sinx f) y—4y= —16x+17cosx
g) ¥—2y=e* h) ¥ +y=x+6e

i) y+y=¢e"4+e*

Stosujac metode uzmiennienia stalej, rozwiaza¢ rownanie

1
a) y'+ycosx = sinxcosx  b) y’+;y=8

1

1 |
2 e i

2
€) ¥ —yctgx = sinx f) }r’—;y=e‘”"

Rozwiazad rownanie rozniczkowe

a) y+2y=2x-1

€) y—y=—x42x-3
e) y+y=x>

g y—3y=2¢

i) y¥+y=2cosx

k) y'+y = 5e"sinx

by y—y=3-x

d) ¥ +3y=3x2+14x+4
f) ¥+3y=3x%x+1)
h) y'+3y =9%x+e**

i) ¥+ 5y = 26sinx

Rozwiazac¢ rownanie rozniczkowe
by y—y=¢
d) y +2y = Ssinx+4cos2x

a) y'+y =e"sinx

2 2
II—— = 1
c)y x}' x4

1 ;
€ y+ytgx =x+-x"tgx ) y+3y=9x+4e*+10sinx

2
g) ¥ +2xy =2x
i) ' —2p = 8sin2x

4x o 3
xE41 L x2+1

h) ¥y +
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15.36.

15.37.

Rozwiazaé rownanie rozniczkowe
b) ¥y —yetgx = 1 —xctgx
d) ¥ +y = e“cos2x

a) y —y = 4x%e?
¢} ¥ +2y =(x+3)e*

e) y'—4y = e¥cosx—3sinx) f) y—y=2e""
b 1 1
Ly= 2 x h 1 e o B
80ty mxe )Y xlnx Inx
) y+y=x+e™ Dy +y=x/(14+x)?
k) y—y=¢e"—sinx ) y+2xy = 2x?

Rozwigza¢ rownanie rozniczkowe z warunkiem poczatkow
a) y—y =2xsinx, y(0)=1

b) y¥—2xy= —x3+x, y(0)=0

) y-2y=x+1, y)= ~1p2

d) ¥ +ytgx = 1/cosx, y(0)=a

Réwnania Bernoulliego, Riccatiego, Clairauta i Lagrange’a

Riwnanie Bernoulliego

¥ +pix)y = fx)y

(red, 0+ r# 1, p fclagle w preedziale X) rozwiszujemy, dzielac to réwnanic
przez ¥ 1 wprowadzajge funkcje u = 1/ ™%, dla ktorej otrzymujemy réwnanie
riviniczkowe liniowe

W {1 =rplxlu = (1-r)fix)

MNadta, jesli r = 0, to istnigje rozwiazanie zerowe y = 0 dla xe X,

(29)

Réwnanie Riccatiego

¥ +pl)y = fix)y® +gix) (30)

{p.f. g ciaghe w przedziale X) jest na ogdl niccatkowalne elementarnie. Jesli znamy
rozwigzanie szezegolne yy(x) tego réwnania, to przez podstawienie y = y, + 1/u
sprowadzamy je do réwnania liniowego

W'+ [2f(x) (%) —p(=0u = —fx) (31)
Riwnanie Clairauta
y=xy+g) (32)
o

ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAINE Rozdzial 15
(g — funkgja klasy C? w przedziale I') ma rozwigzania liniowe
y=Cx+g(C), Cel xc® (RO) (33)

Aby znaledé rozwigzanie y(x) nicliniowe, zakladamy, ze y" # 0, roznicz-
kujemy rownanie (32) wzgledem x i po zredukowaniu otrzymujemy réwnanie

x= —giy) (34)

Jedli stad wyznaczymy funkcje ¥ = hix), odwrotna do funkei (34), § wstawimy ja
do (32), to otrzymamy dodatkowe rozwiazanie nieliniowe

y = xhix)+g[hix)]
Krzywa calkowa (33) jest obwiednig rodziny prostych (33).

(RD) (35)

Uwaga. Rownanie (32) niec ma postaci normalnej (1). Krzywe catkowe tego
riwnania mogy sie przecinaé i mied w punkeie przecigeia rozne styczne. Uwaga ta
odnosi sig tak#e do rdwnania Lagrange'a (ponizej).

Riwnanie Lagrange’a
y = xfly')+aly)
(f, g — funkcje klasy C* w przedziale I') rozwigzujemy, oznacrajgc
¥ =p
i uwakajgc p za paramets, 2 obie zmienne x, y za funkcje parametru p.

(36)

(37

ERdwnanic (36) przepisujemy w postaci
¥ = xf(p)+4(p)
réiniczkujemy wzgledem x i otrzymujemy rownanie

d _ o)
dx ~ x(p)+d)

Jesli p—f(p) = 0 wszgdzie w I, to rdwnanie (36) jest rownaniem (32).

(38)

(39)

Jesli p—f(p) # 0 w pewnym przedziale y, 7 = I, to réwnanie odwrotne

dx  fp) s g'lp)
dp  p—fip) p—Sp)

jest liniowe wzgledem funkgji x = x(p). Po wyznaczeniu tej lunkeji i podstawieniu
jei do(38) otrzymujemy funkeje v = y(p) i w ten sposth olrzymujemy rozwigzanic
rownania (36) w postaci parametrycznej. Jesli z rdwnan x = x(p), v = p(p)
wyrugujemy p, to otrzymamy to rozwigzanie w postaci jawnej y = pix).

{40)
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Jesli p—{(p) = 0 dla pewnego p, eI, to podstawiajac w (38) p = p,, otrzym : ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAJNE Rozdzial 15

dla réwnania (36) rozwigzanie liniowe

¥ = xpg+gipo) Réwnanie roiniczkowe rzedu 2

¥y =fix, {42)

Zbiorem okreslonofei rdwnania (42) nazywamy zbior Z trojek liczb x, p, ¥, dla
ktorych funkdja f traktowana jako funkcja trzech zmicnnych niezaleznych, jest
okreslona.

Rozwigzaniem rawnania (42) nazywamy kazda funkcjg y = pix], ktora wraz ze
swymi pochodnymi vi(x) i 3"(x) speinia to réwnanie w pewnym przedziale.

1538. Rozwigza¢ réwnanie rozniczkowe Bernoulliego

¢ 1 1
a = xy° i
) ¥4xy=xy h:l}”'i";}’—?
O y-w=2y 4 ,,r+1,,_EEJ,
X
Warunkiem poczagtiowym (WP) dla rdwnania (42) nazywamy wskazanie trzech

liczb xp, Vo, ¥o. Zwanych wartodciami poczqtkowymi, i f3danie, aby pewne
rozwigzanie tego rownania spetniato rownodc

¥ixgh = yo,  ¥ixg) =10 (WP) (43)
Istnienie i jednozmacenosé roxwigzan. Jeéli funkeja f wystepujaca w rdwnaniu (42)
oraz jej pochodne czastkowe wezgledem y i y' sq ciagle w pewnym obszarze

Ditrdjka wartodei poczatkowych x,, yg, ¥ nalezy do I, to w pewnym otoczeniu
argumentu x, istnieje doktadnie jedno rozwiazanie y(x) spelniajace warunck (43).

1
Sl Y
e) y 3]:}’ Vinx

1539, Ruzmazac rownanie rézniczkowe Riccatiego, ma_ﬁ-: dane 1":
wigzanie szczegolne ,(x) tego rownania

a}y+_-,:=¢ }"-l"Ex, ¥y =e*

1 1 1
h T —_— 2 — -—
) Y Sl et G et Vi =

i 2 1
¢)y= —'}’2+F¢ ¥ = —;

d) y+xy=(x—1)2+1, y,=1

Rozwigzaniem ogdlnym (RO} rdwnania (42) nazywamy wyrazenie
y= (x4, B) * (ROY) (44)

ktore dla kazdej pary wartodci A, B nalezacych do pewnych przedzialow jest
rozwigzaniem rownania (42) i ktore zaleiy od 4 i B w sposob istotny, tj. taki, e

I!} }"+}’=—1—}=2+] gt z ukiadu rownan
i x LR ;
$(x,A,B) = y, Z—f{x,ﬁ,m=f (45)

15.40. Rozwiazaé réwnanie rozniczkowe C]ajral.llta
a) y = xy —y? b} y=xy'—2./y
) y=xy#y(i—Iny) d) y=xy—1)y
e) y=xy+./1+y f) y=xy+./1+y?
B y=xy+ /1=y  b) y=xy+./1-y? —yarccosy

15.41. Rozwiazaé réwnanie rozniczkowe Lagrange'a

a) y=x+y{y-2) h) y=xyi4y?
€) y=x+lny d) y=x(1+y)+y?

mozna wyznaczyd 4 i B jako funkcje zmiennych x, y, ¥

Wymaczenie RSsWP jeili RO | WP sy dame. Wartodci poczatkowe
X Voo ¥ wetawiamy do rdwnafl (45) i obliczamy A, B. Znalezione w ten sposab
A, B wstawiamy do (44) i otrzymujemy zadane RSsWP.

Warunkiem brzegowym dla rdownania (42) nazywamy wskazanie dwoch punkidw
(e, ¥y) i (%2, ¥2), %, # x5, | Zadanie, aby krzywa catkowa tego rdwnania
przechodzita przez te dwa punkty.

15.42. Dane jest roOwnanie rozniczkowe

YVi=1=-2x42y—y
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1543.

15.44.

Wrykazac, z ; et
2 & kaddess wyroiel ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAINE Rozizial 15

¥ = x+Ae”, ¥ =x+Be
y = x+ ABe*, y=x+Ae*+Be 2

Jest rozwigzaniem danego réwnania dla dowolnych A, B, |

Rozwiazaé rownanie roézniczkowe z warunkiem brzegowym

W)y =1/x; y)=-2/3, y3=4,3

Elko ostatnie z nich jest rozwigzaniem ogélnym tego réwnan b) ¥y =0; Y{) = =2 o B3] =12
Dl’Z—}'Staqu.Z‘ tego rozwiazania ogdlnego, wyznaczyc | c) y'=—1/x; y-1)=-=1, y-e=10
a) RS spelniajace warunek poczgtkowy y(0) = 1, y'(0) = 5: | d) ' = shx; v0) =0 y(1)=10

b) RS spelniajace warunek brzegowy y(0) = 1, y(1) = 2.
Uwa ga. W ponizszych zadaniach nalezy znalez¢ RO (lub CO)

oraz RD (o ile istnieje). Jesli rownanie nie jest dane w postaci
normalnej, nalezy zwrocié uwage na to, w jakim zbiorze dane
rownanie jest okreslone, a w jakim zbiorze jest ono sprowadzalne
do postaci normalnej.

Réwnania rzedu 2 sprowadzalne do réwnad rzedu 1

Réwnanie y" = f(x) rozwigzujemy, wykonujac dwukrotne calkowanie.
Rownanie, w ktérym y nie wystepuje

F{xr}fsy"_] =10
rozwiazujemy, podstawiajac ' = u{x), ¥" = wix)
Rownanie, w ktdrym x nie wystepuje

Fly, ¥, 3" =10
rozwigzujemy, podstawiajac ¥ = ul(y), 1* = wu.
Réwnanic jednorodne weglgdem ¥ ¥ ¥ tj. rdwnanie

'F{xs J'rsf-_}'".] =0

w llct:&rym wazystkie skladniki lewej strony s tego samego stopnia wzgledem
zxme_mlijrch ¥ ¥, ¥ (np. réwnanie yy*—y?—6xy® = () rozwigzujemy uE
stawiajac y = e, Nastepnie upraszczamy przez e oraz podsta:\'i o
¥ =ulx). W ten sposob otrzymujemy rozwiazania dodatnie. Aby otrzy ad
rozwigzania ujemne, podstawiamy y = — e, I

. Rozwiaza¢ ponizsze roOwnania, uwazajgc je za rownania typu
Fix,y,y)=0

a) y' =y b) ' =y* ) xy' =y

d xy"=—y & xy'= -2 0 y'+y=1
dy'=1 Wy =1y

. Rozwigzaé ponizsze rownania, uwazajac je za rownania typu
Fly,y.y)=0

a) y'=y b) y' =y? o) ' =y?

d =1y =27 e y'=l-y* £)2y=1+y?

Rozwiaza¢ rownanie rozniczkowe, korzystajac z tego, ze jest to
rownanie jednorodne wzgledem zmiennych y, ), y"

a) yy" = 6xy*+y* b) xyy” = yy' +xy?

O Ay =(—xyP &) 2xpy =2xy?—yy

€) 2x%yy" = 2x7y% -y

Rozwigzaé¢ réwnanie rézniczkowe
)y =12x* b)Y =€ ¢y =1ljcos*x d) y = 1/x>

Rozwigza¢ rownanie rozniczkowe z warunkiem poczatkowym
a) y'=6x;, y0)=1, Y =2
b) y' =sinx; y(0) =1, Yy =0
¢ y' =1/x; yl)=3, y()= -1
d) Y =x; y1)=19/15 y(1)=503
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Zastosowanie wzordbw na rézniczkowanie
Przy rozwigzywaniu rownan rozniczkowych korzystamy ze wzordw

Sadig | e il s
¥y +y? =Y. pf e ) (49)
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15.49. Rozwigzat ponizsze rownania rozniczkowe, korzystajac ze wzg

ey y’) Wit o 1d

Sl e _d'x(_q.l / ?zj&;lnl}'l
d » d

2 o L bl i

Yy dij' ¥ :ixl“'ﬂ

6w (49)—(51)

a) yy'+y*=3x  b) x(3y"+y? =3y
)y —y*=xy*  d) x(0"+yY+yy =1
€) 25y =1 )l L

Réwnanie réiniczkowe liniowe rzedu 2
Rozroiniamy dwie odmiany tego réwnania:
s rdwnanie jednorodne (RJ)
Y+px)y +gix)p =0 (RT)
* rdwnanie nigjednorodne  (RN)
¥'+pix)y +q(x)y = f(x} (RN}

Zakladamy, ze funkcje p(x), g{x) oraz J(x) sa ciagle w pewnym przedziale X i ze
Six) # 0 dla pewnych xe X, 1

m rurlliqzai. Kaide z tych dwdch rownan ma nieskoficzenic wiele
rozwigzan i kazde z tych rozwigezan jest okreslone w calym przedziale X,

wa:}u‘m Jednorodne ma rozwiazanie zerowe (réwne 0 wszedzie w X) oraz
roewigzania miezerowe (rozne od 0 wszedzie w X lub w pewnych czgsciach
przedzialu X,

Jednoznacznosé rozwigzai. Dla dowolnych wartodci poczgtkowych

Xga Yos Vo

gdz:ic_xﬂej‘t’, Yo Yo£#, kazde z dwoch rownan (52) i (53) ma dokladnie jedno
rorwigzanie y(x), speniajace warunek poczatkowy

¥ixa) = yy, ¥ilxg)= yo
Jedli rownanie jednorodne (52) ma dwa rozwiazania

Wylx), ¥ylx)

=t

ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAINE Rozdziat 15

~ nkie, ze ich stosunck nie jest staly lub, wyrafajac to ogolniej, takie Ze ich

wristskian
Fulx)  yalx)
¥ulx)  ¥alx)

jest roény od zera (jesli Wix) # 0 w jednym punkcie przedziatu X, to Wix) £ 0
w calym X), to kombinacja liniowa tych rozwigzan o dowolnych wspobezyn-
nikach C;, C,

Wix) = Wly(x), y:(x)] = l

¥ = Cyyy(x)+ Cayalx) (RORJ) (54)

jest rozwigzaniem ogdlnym rdwnania jednorodnego, obejmujacym wszystkie
rozwigzania tego rownania, a pare fonkcji p(x), yylx) nazywamy ukladem
fundamentalnym rozwigzan tego réwnania.

LI w a g a. Jedli jest znane niezerowe rozwiazanie y,(x) rownania jednorodnego, to
drugie rozwigzanie p,(x) tego roéwnania, spelniajace wraz z y,(x) warunek
W[.F|{I}¢P2{xﬂ # 0, jﬂﬂ dane wzorem

—PFix)

yalx) = yyl(x) 70 dx (33)

w ktorym P jest lunkcjy pierwotng funkeji p, a stala catkowania pominigto.
Rownanie jednorodne o wsplezynnikach stalych
Y'+py+qy=0 (56)
rozwigzujemy za pomoca rownania charakterystycznego o niewiadomej r
+pr+g=10 (57)
ktdrego pierwiastki, zwane plerwiastkami charakterystycznymi, s dane wzorem
r=—p2/4/2, gddc A=p'—dq (s8)

Jeili 4 = 0, to istnicja dwa pierwiastki charakterystyczne rzeczywiste ry, ra.
Rownanie (56) ma dwa rozwigzania szczegdlne

f ll‘ e_r:_:
i rozwigzanie ogolne
CiE1* 4+ C % (59)

Jeéli A = 0, to istnigje jeden (dwukrotny) pierwiastek charakterystyczny rzeczy-
wisty r = —p/2. Rownanie (56) ma dwa rozwigzania szczegolne

= | ek
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15.50.

15.51.

15.52.

i rozwigzanie opdlne
& ROWNANIA ROZNICZEOWE ZWYCZAINE Rozizial 15

(Cy+Cyx)e™
d) " —6) +8y = —3e*(sin3x+ 5cos3x)

e) V' +y=2x*

L) Y4y =2y=3"

@) Y +) +5y = Ssin2x

h) ' +4y = 4xsin2x

i) y'—2y'+y = 6xe”

Wskazowka W zadaniach f), h), i) projektowaé RSRN
w postaci x@(x) lub x%@(x) (zob. s. 51).

iy =10y +25y = 9e**+25x* —20x +27

k) y'—6y+13y =Be*+20e™*

) y+y+y=x+1+cosx

m) 2y —y' 42y = —3cosx—168in2x—3cos3x—16sin3x

n) ¥ +6)+9y = (8x+5)e*+(6x+19x+8)e**

Jedli 4 = 0, to istnicje pierwiastek charakterystyczny zespolony
r=a+tib, pdzic a= —pf2, b= A2, i=./—1
Rownanie (56) ma dwa rozwiazania szezegllne
e““coshx, e™ginhx
i rozwiazanic ogdlne
e*(C, cosbx + C, sinbx)
Rozwigzanie ogilne réwnania niejednorodnego (RORN) jest dane wzorem
RORN = RSREN+RORJ
gdzie RSRN jest rozwinzaniem szczeghlnym rownania niejednorodnego,

Wyznaczenic RSRN metods uzmiennienia stabych. Jesli i !
ik X para funkcji y,(x), v,
Jest ukladem fundamentalnym rozwigzan RJ (52), to RSRN (53) otrz.yn: ujem; 2
WIZOor 1
. Wyznaczy¢ RSRN metoda uzmiennienia statych i korzystajac ze

wzoru (63), rozwiazad rownanie

a) y'+y=ljsinx b) y"—3y +2y = cose™ ™
¢) y'=2+y=—e’lnx d) y-2y+y=e%x*+1

i [ 5
=300 [ 72 s [ 9

w ktorym W jest wronskianem, a stale catcowania pominigtao,

Wyznaczenie RSRN metods przewidywania. Jesli wipotczynniki p, g sg stale, to

postepujemy podobnie jak na s 51, Rozwigzal rownanie rozniczkowe z warunkiem poczatkowym

; ; i 0 =
S!:osuja_.-? metode okreslona réwnosciami (36)}—(62), rozwiazad W) prbap oy y(0) = L Fibp
P b) y'—4y'+4dy = 3e*%; y0) =1, y(0)=13
NV -2y=3y=0 b y—dy+d4y=0 o y'~2y+5y=0 €) y"+4y = sinx; y(m/2) = % Yi(mf2) = —2
Stosujac metode (56)—(62), rozwiazaé rownanie _ d) ' =5y +6y = 6+2e*+e¥*;  y(0) =4, y(0)=6
8) y'—5y'+6y=0 b) y'+2y'+y=0 ¢) y"—2y'+2y =0l e) y'—2)'+2y = e*cosx; y0)=0,  y©0)=0
Yy+4y=0  y+y+y=0 fy-3y=0 | ) y'+y=tgx; YO =1,  y(0)=3
Bz ,
Wyznaczy¢ RSRN metoda przewidywania i korzystajac ze &) P"+Ey+y=ge 3 W 4t e

wzoru (63), rozwigzaé rownanie
a) V' =Ty +6y = 6x+5

b) ¥ =3y 42y = 4e3*

€) 5)"—6y'+ 5y = 6sinx—12cosx

- 62 -

15.55. Rozwigza¢ rownanie roiniczkowe, majac dane rozwigzanie
szczegolne y,(x) 1 korzystajac ze wzorow (34) i (35)
a) x3y" —2xy +(x*+2)y =0, y(x) = xsinx

L



15.56.

15.57.

b) xy"+2y —xy =0, )’j{x]=le", x#£0
x

©) (1-x%)y"—2xy'+2y =0, y(x)=x
d) xy"—xy'—y=0, y,(x)=xe*

Korzystajac z wynikow poprzedniego zadania oraz ze wzon
(63) i (64), rozwiaza¢ réwnanie
a) X2y —2xy +(x*+ 2)y = x?

b) x*y" —2xy' +(x2+2)y = 2x%*
e) xy"+2y —xy=2—x2

d) xy"+2y —xy = 2¢*

Réwnanie Eulera

Rownaniem Eulera nazywamy rownanie
Xy +pxy +qy =0,
Zakladamy, 7e x > 0. Podstawiamy
= x = priex
i otrzymujemy dla r rownanie liczhowe
P ip— r+g=0
ktorego pierwiastki sa dane wzorem

r={1-p2£/4/2, 4=(p-17-4q (68
Rozwigzanie ogdlne rownania (65) dla x > 0 ma postac zalezng od znaku A4;

sjesli A4>0, to y=¢Cx"4 Cyx™
= Jesh 4=10, to ¥y =(C, +C,Inx)x™
sjeili A<0, 10 y= ¢ [C cos(blnx)+ C,sin{blnx))

P —stale, x £ 0

Prey C2ym ry, vy, wzglednic ry, sy pierwiastkami réwnania (67), zaé g = {(1—p a:
b=/Id12 |

Jesli we wzorach (69), (70) (71) zastapimy x przez x|, to ; i
g G ! th}'nlmﬂ TANIE
ogdlne rownania (65) dia x < 0. L ]

Rozwiaza¢ rownanie Eulera dla x > 0
8) XY +xy~y=0  b) X3 +5xy +dy =0

il

ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAINE Roaizial 15

d) 3y =5xy'+9y =0

!l:',l 2 +xy+y=0
f) x%y" —2xy+2y=0

) XMy —xy+2y=0
, Korzystajac z wynikow poprzedniego zadania, rozwiazac row-
. nanie niejednorodne

|
L) X +xy —y = 10x°
e) x*y" +xy'+y=Inx

€) xy" —xy +2y = ;ﬁ

b) X"+ 5xy +4y = é-

d) x*y"—Sxy+9y = —x?

f) x%y" —2xy +2y = 2(x*+1)

Rownanie rozniczkowe liniowe rzedu o
Rozrézniamy dwie odmiany tego rownania:
o rdvwnanie jednorodne (RJ)

Y py (T ok py ()Y A+ i)y = O (R1) (72)
» rivwnanie nigjednorodne (RN)

YO+ Pyt 4Py XDV + px)y = f(x) (RN) (73)

Zaktadamy, ze funkcje p(x), ... pix) oraz f{x) sa ciagle w pewnym przedziale
X 1 2e fix) # 0 dla pewnych xe X.

Istmienie i jednoznacznosé rozwigzah. Dla dowolnych wartodel poczgthowych
XoaYos Fouees VB 7Y (74)

gdzie x,e X, ¥o,.-. 00" Ve, kaide z rownan (72) i (73) ma dokladnie jedno
rozwigzanie y(x) spelniajace warnnek poczatkowy

¥ixa) = ¥o.  ¥lxa) = yorms ¥ Mxg) = 7Y (WP) (75)
Jesli réwnanie jednorodne (72) ma » rozwigzan
Yk ey ol
takich, ze ich wrodskian

A1 e— 2 Vol
Y BT Pp— L Felx)
Wl ey (76)
o b e ¢
— 65 —



15.59.

jest rdiny od 0, to kombinacja liniowa tych rozwiazan o dowolnych wspdlez)
nikach C,,..,C,

ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAINE Roadzial 15

¥ = Cy(x)+.. + Cypfx) {RORJ)

jest rozwigzaniem ogdlnym réwnania jednorodnego, obejmujacym wss
rozwigzania tego rownania, a cigg funkcji p,(x), .., y,(x) nazywamy wukfad
Jundamentalnym rozwigzan tego rownania.
Rownanie jednorodne o wspilczynnikach stalych
V" et Py Py =0
rozwigzujemy za pomoca rdwrania charakterystyeznege o niewiadomej r
P+ b, r4p, =0
Jedli r jest pierwiastkiem rzeczywistym rownania (79), to
o=
jest rozwigzaniem rownania (78), ale jesli jest to pierwiastek k-krotny, to takd
xe’=, xle, ., ¥ e
54 rozwiazaniami rownania (78).
Jeéli r = a+ib jest pierwiastkiem zespolonym rdéwnania (79), to
e*coshx, e sinbx

53 rozwigzaniami réwnania (78), ale jesli jest to pierwiastek k-krotny, to taka
iloczyny tych funkcji przez

R
sa rozwigzaniami rownania (78).

Uwzgledniajac wszystkie pierwiastki rownania (79) i ich krotnosci, otrzymujemy
uklad fundamentalny i rozwigzanie ogélne réwnania (78) w postaci (77).
Rozwigzanie ogdlne riwnania niejednorodnege (RORN) jest dane wzorem
RORN = RSRN +RORJ

gdzie RSRN jest rozwigzaniem szczegdlnym réwnania nigjednorodnego.
Jesli wspdtczynniki rownania py, .., p, sa stale, to RSRN wyznaczamy metoda
przewidywania, podobnie jak na s 51. 15.62.
Rozwigzaé réwnanie jednorodne
a) y'+2y"'—y-2y=10

h] Fnr_}ru_l_yr_}r = ﬂ

ol

g)

) Y4y =5y +3y=0
d) y"+5y" +19y =25y =0
'E} y'w'—lﬂy"-i-g}l'=ﬂ

ﬂ yl\"_i_zyrrr_}ru_z}la s n

W —16y =0

h) y‘"—-fiy“’—-1D}f’“+4ﬂy”+9}r'—36y =0
i) YW+ +3y+y=0

6. Korzystajac z wynikow poprzedniego zadania, rozwiazad row-

nanie niejednorodne

a} y,ur+2yrr_yl_2y e lfﬂixl
h Piu_yri_l'_}';__y____x +x _x I
ﬂ%: }”"+}"’—5}r’+3y-—=—6msx+zs1nx+6x—1{}
d) y" +5y" +19y —25y = 32
'E} }"W-—Iﬁy"+9y i x-t !
n Fl\f_'_zyrrr_.}gr_zyl:__loexsmx
-3x
g) ¥V —16y = 130e ,
h) y¥ —4y"Y —10y” +40y" +9y'—36y = cosx
i) Y +3yV+3y +y=1+shx

. Rozwiazaé rownanie jednorodne

a) Jf"—33”'+3}':—y=0

h] },rrr'_3}|u+2y =ﬂ'

¢) ¥ =3y +9y+13y=0

d) y'—y'+4y—4y=0

¢) YV —13y"+36y =0

n }"v—i}-‘"’+9}="~—9f+ﬁ}’=ﬂ
g yW-2y'+y=0

h) y“’+4_t.f"+3_-.f'+16y'+16;.r=u

Rozwiazac rOwnanie niejednorodne

a) ¥ —6y" +11y —6y = —6x*+33x? —42x+17
b) ¥y —y'—5y —3y =sin2x— 18 cos2x

¢) y¥—y" =—4de*cosx

d) Y-y -y Y =4

.



€) V'Y Y 4y = x| —5e-2x
X = ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAINE Rozdziat 15

D Y-y =de*L15sin2x

Mapisa¢ rownanie rozniczkowe liniowe jednorodne rzedu 4,
ktorego uklad fundamentalny rozwiazan sklada sig z funkeji

15.63. 7 ; . i
63. Znalezé Tozwigzanie szczegdlne spelniajace warunek POk
' ) 1, x, sinx,cosx " B 1, x, %3 'x®

kowy
ﬂ} yl\l'-f-zj-""-i-}' = $iﬂx; _}?{ﬂ] = {]’ yr{‘ﬂ] - I _],I”{{}J i 4 I
- 7 i
Y = —-—
(0) -

Zadania o tresci fizycznej

h0. Stygnigcie. Cialo o temperaturze poczatkowej 100°C zostato
w chwili t = () umieszczone w otoczeniu o temperaturze stalej
rownej 10°C i w ciagu 5 minut ostyglo o 40°C. Przyjmujac, e
predkosé stygnigcia ciala jest proporcjonalna do roznicy tem-
peratur ciala i otoczenia, obliczyc po ilu minutach ciato ostygnie
o nastepne 40°C.

b} 25" 4y = x _sinx: ; 3
X—smx; y(0) =1, ¥'(0) = = V'(0) =

Crr 9
¥ ==
(0) y

15.64. IZsalei:é ro;wiaz;f.nic ogolne réwn ania jednorod nego
Jedno rozwigzanie szczegdlne tego réwnania ;
a) y'(1 +2x2}—4xy’+4y =0, y=x
b) =(tgx)y'+2y = 0, ¥ =sinx

majac da
Wskazdéwka Oznaczamy: u = u(t) — temperatura ciala

d
w chwili ¢, i—: — predkosé wzrostu temperatury, —J—I: — pred-

15.65. Znalez¢ rozwiazan; : : I d
azamue ogolne réwnania niej kosé stygniecia; _Ti: = k(u— 10} — roOwnanie procesu styg-

dane jedno rozwigzani : ednorodnego, majg
5 dZanie szcre 3 i g :
jednorodnego gélne odpowiedniego réwnani

nigcia, w ktoérym wspolczynnik k > 0 jest nieznany.
I!:I x_}f’+2y"_x}r = g*, y= E"fx

b) [3x+2xz}yn_ﬁ{l +3)y +6y = 6 S 15.70. Rozladowanie kondensatora przez rezystor. W obwodzie sa:

kondensator o pojemnosci C, rezystor o rezystancji R i wylacz-
nik. Na okladce kondensatora znajduje sie pewien ladunek.
W ciagu sekundy od chwili zamknigcia obwodu tadunek na

15.66. Napisad rownanie rozniczkowe liniowe
okladce zmnigjszyl sic o polowe. Obliczyé R, uwazajac C za

ktérego uklad fundamentalny rozwigzan jednorodne rzedu 2

skiada sie z funkeji

2 3
a) x%, x b) & x2ex ¢) cos’x, sinx wiadoma.
;Efu?:rf},ﬂk a ,zgﬂdnie 2 (77) piszemy C, x? 4 C;x* = y. Réal A SRR Tk {adunelfi e i
£ TOWNosd i b : : i
s¢ dwukrotnie i 2 otrzymanych trzech w chwili £ rownanie procesu roziadowania .:i_(_r,2 = RQC;

rownan eliminujemy stale CyiiCy
warunki brzegowe Q(0) = a, Q(1) = a/2.
15.67. Napisa¢ réwnanie rézn; ini
: zniczkowe liniowe jednorod |
ne
ktorego uklad fundamentalny rozwigzan sklada sig z fflﬁfdlfi }
a) e*, e™* xe* b) e*, e = x ’

15.71. Opér cieczy. Kula o masie m w chwili t = Owpada z predkoscia v,
do wody i porusza si¢ w niej dzieki bezwladnosci z predkoscia
v = v(t) malejaca wskutek oporu H wody. Zakladajac, ze cigzar

- 68 - — 69 -



kuli jest kom I i 5
pensowany sita wyporu wody i ze opor wody je ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAINE e 13

dany wzorem:

8) H=k./v b) H=ko ¢) H = ky?

gdzie stale dodatnie m, v, sa wi i
: e k, 1 o 58 wiadome, obliczyé czas
1 droge S hamowania kuli od predkosci v, do prt;dkgs?ci 0.

H = kv?, k = const > 0. Obliczy¢ czas X spadania i predkosé
Y upadku pocisku na ziemig, uwazajac liczby m, 8§, g, k za
wiadome. Obliczyé slim XilmY

S—+w

Wskazowka Réwnanie przebiegu zjawiska: R s

i : . : dv .
wiazaniem réwnania mﬁ = F— H z warunkiem v(0) = 0. Dro-

ga z = z(t) spadania pocisku od chwili 0 do chwili t jest funkcja
pierwotna predkosci, spelniajaca warunek z(0) = 0. Jesli we
wzorze na drogg zastapimy z przez § oraz t przez X, to
otrzymamy rownanie wzgledem X Jesli we wzorze na predkosc:
zastapimy t przez X oraz v przez Y, to otrzymamy wzor dla ¥,

M— = —

dt

:l«;amuek‘paczqtkawy v(0) = v,. Nalezy wyznaczyé:

.3 funk?ﬂi t = t(v) odwrotna do funkcji v = v(z);
¢zas I hamowania, przyjmuj Sév = =+ (]
28 vl s Przyjmujge w t(v) wartosé v = Olub y — (
4° droge s = s(t) przebyta do chwilj 1- ; ' '
= ; Jest to funkcja pierwotn,
= Er@dkusm v = p(t), :spemjajaca warunek s(0) = 0; =
f?g]? S hamowania, Przyimujac w s(t) wartodé ¢ — T lul

5.74. Przebicie sciany przez pocisk. Pocisk o masie m i predkosci v,
uderza w chwili ¢ = 0 w sciang, przechodzi przez nia po drodze
diugosci d z predkoscia v = v(t) malejaca wskutek oporu H Scia-
ny i w chwili t = t, wylatuje z predkoscia v,. Przyjmujac, ze opor
H jest proporcjonalny do kwadratu predkosci pocisku i uwaza-
jac liczby m, d, v,, v, za wiadome, obliczy¢ czas ¢, przejécia
pocisku przez sciang.

Wskazdwka. Przyjmujemy, ze H = kv, k > 0, przy czym
k jest liczba niewiadoma. Predkos¢ v = v(t) jest rozwigzaniem

15.72. P:innuwe wmugzmje si¢ pocisku. Pocisk o masie m wystrzelony
pionowo w gore w chwili t =0 z predkoscia v, wznosi sig
z prgqusmq v =v(t), ktéra wskutek dzialania s?]y ci@ilmé
F = Mg 1 oporu powietrza H = kv?, k > (), maleje i w pewne
chwili T na wysokosci § staje sie zerem. e

I(;)b:czyc czas T'i wys(:'ukos’é § wznoszenia si¢ pocisku, uwazajac dv
ICZ0Y m, vy, g, k za wiadome. Obliczy¢ lim T i lim S rownania ME R )
u&-'m I-lu—":l;\

pocisku w §cianie od chwili 0 do chwili ¢ jest funkcja pierwotna
predkosci spelniajaca warunek s(0) = 0. Wyznaczamy wzory na
predkosc i droge, a nastgpnie podstawiamy wnicht =t,, v =1,
s = d oraz obliczamy t, i k.

Wskazowka. Predkosé v = v(r) wznoszenia sie pocisku jest
T .
rozwigzaniem réwnania m_.:-z‘z_ = —F—H z warunkiem v(0) = v,

Malezy Wyznaczy¢ niewiadome 1°-_5°

: —3° wg wskazéwki do po-

przedniego zadania. &
. Ruch punktu materialnego po prostej
1573 Pmnun_fe opadanie pocisku. Pocisk o masje m znajdujacy sie
:a powmtrzuhna wysokosci § nad ziemig i majgcy predkosé 0,
czyna w chwili ¢ = 0 pod dzialaniem silv cieskaén: :

! i ¥ cigzkodci F=m
spadacz predkoscig v = v(t), pokonujac przy tym opor powicuzg

- -

Ruch punktu materialnego M po osi Ox okreilamy za pomocs funkeji, ktara
kazdej chwili ¢ pewnego przedzialu crasowego przyporzgdkowuje polozenie
x punktu M na osi Ox. Funkcja ta moze byé dana jawnie

x=x(t) (pozycja)

. | A
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15.76.

. Punkt materialny o masie m = 1 POrusza sie po osi Ox pod

Rozdziat 15
albo w sposih uwiklany: f(x, f) = O lub s — Hx). Rownanic okredlajace te fi ROWNANIA BOSNICIX ONE FWYCZAINE

nazﬁgmy liczbowym rdwnanien ruchy. Pochodng tej funkeji,

LEFa  FiTird; i:'ll:

: i i i kt materialny M o masie m poru-
ie grawitacyjne. Pun ) : _
i ;l‘;l;l?g::; po dodatniej potosi Ox jest przyciagany przez
nieruchomy punkt materialny Z o masie z, znajdugacy ;:E
w punkcie poczatkowym osi Ox sila F = Gzm/r®, gdzi
r=ZM = |x|, G — stala grawitacyjna. Rozniczkowe rownanie
ruchu punktu M ma postac
i=—gfx*, x>0,e=Gz=0

dx |
T b E=50) (predkose)

jest miara na osi Ox predkodci punktu M w chwili . Jej modyt |%] jest predko
W Zwyklym sensie, a znak 3gn % zaledy od kiergnky predkodei. Druga pochod
oznaczana symbolamj |

2

%‘r; lub 3 = ¥ {przyspi:szgnieJ T
a) Przyjmujac, ze w chwilit =’{}_punkt M ma pu:zy?uzhu e
ipredkosé x =10, W?ZI.’!.EGZ}'G!IG?‘JD‘:VE réwnanie ru e
M i obliczy¢, w jakim czasie iz ;aldia p_:—mdkosmai o
punkt M przebegdzie: pierwsza Cwierc, pierwsza po mi;,a -

czwarte 1 calos¢ drogi od pozycji poczatkowej x =
pozycji x = 0. 4l A gl
jmujac, ze w chwili t = 0 punkt M ma pozycje x : )
% 11:.T pi}gdn;l;]::;i p = 0, zbadaé ruch punktu M w zaleinosci

Jest miara na osi Oy Przyspieszenia punkiu M w chwili r.
Jedli ¥ = 0, to & rosnie i jedli PrEy tym % = 0, to taksp |%[ rodnie § ruch staje |
seybszy. Jesli jednak % ~ 0, ale £ <0, 10 %] maleje i ruch staje sip woinfcj
Podobnie jest w preypadku ¥ < (.

Jedli '.:'"uk.t mat!:riaiuy M 0 masie m poruszy si¢ pod dzialaniem sjf ¥, ktdrej miay
02 0si 0x jest liczba F {znak liczby F zalety od kierunku sity), to zachodzi réwnof

mi = F

od p.
ktéry nazywamy rozniczkowym rownaniem ruchu. Rozwiazujge to réwnanie

otrzymamy liczbowe réwnanie ruchy, Odpychanie elektrostatyczne. Punkt materialny M o masie

mi szajacy si¢ po dodatniej potosi lf,:-'x, 1jast
e B
i“i 3:5 u:ﬁﬁprﬁ%ai:Eczna. Rézniczkowe rownanie ruchu
punktu M ma postac

¥=c/x*, x>0,c=KQgm=0
Wyznaczy¢ liczbowe rownanie ruchu punktu M, przyjmujac, ze
w chwili ¢t = 0 punkt M ma

je x= i kos¢ x =10
a) pozycy;x—a::ri}!pnpd 5
b) pozycie x =b = 01 predkosc x = —p < (.

dziataniem sity

Wskazdwka, Rozniczkowe rownanie ruchy Jjest réwnaniem
typu (47) (nie zawiera Zmiennej 1), Pﬁdstawiamy x = y(x),
=y

Punkt materialny M o masie M porusza sig po osi Ox pod
dzialaniem sity § = —jx [przyciagaja-:ej punkt M do punktu
poczatkowego osi) oraz sity H = —px (hamujacej ruch), Napisaé
rownanie rézniczk owe ruchu i rozwigzagé je z warunkiem poczgt-
kow}m:x-—-a,i=ﬂdlaz=[},przyjmujqcm=k=l oraz
BB 000 ks 12 i) i L6 ) hi=2 ) h=25

-T2 -
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Calka oznaczona
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Warunkiem wystarczajacym istnienia catki oznaczong jest kazda z ponizszych

trzech whasnoscl funkeji podeatkowej:

1) cigptosé w domknigtym przedziale catkowania lub

1) monotonicznosé w domknietym preedziale catkowania lub

1) ograniczonodé w przedziale calkowania i cigglo$é w tym przedziale z wyjat-
kiem punktow nieciaplosci, ktdrych jest albo skoticzenie wiele, albo daja sig
pokryé skoficzenie wielu przedziatami o tacznej dlugosci dowolnie malej,

U wa g a, Jedli funkegja jest w przedziale domknigtym ciggla lub monotoniczna, to

jest w tym przedziale ograniczona (Zarys [, 5. 240).

Sens geometryczny calki oznaczoneg przedstawiono w Zarysie 11, 5. 117

Calka oznaczona w przedziale Obliczenie calki za pomoca sumy calkowej

Jedli wiemy, #e funkcja fjest w przedziale {m; b catkowalna, to w celu obliczenia
calki mo#emy obraé taki podzial przedziatu cafkowania i takie argumenty, aby
rachunek byt tatwy, Niech czedci podziatu beda rowne

b—a iy @)

Calka oznaezang funkeji f w preedziale L@ By

]
[ (x)dx

dx, = .=4dx,=h=
H

Jest liczba, ktérej istnienie i
<@ b3 wsposdb podany wd
Wzorem

Wowezas suma catkowa ma postac

RLAx ) + -+ ] 4
a warunek A — 0 jest réwnowainy warunkowi n — oo
Jedli za argumenty przyjmiemy prawe kofce przedrzialow ceefciowych, to
otrzymang sume nazwiemy sumg prawe, a jedli lewe, to — sumg lewa.
Sumyg trapezdw nazywamy srednig arytmetyczna sumy prawej i sumy lewej. Jest
ona na ogol lepszym przyblizeniem calki niz suma prawa i suma lewa.
Jesli funkeja fjest rosngea, to sumy: prawa i lewa sa sumami Darbowx: gdrng i dolng
{Zarys 11, 5. 118).

E;ﬂ’art&c 54 wyznaczone przez funkcje fi przedzia
ieji (Zarys 11, 5. 116), ktorg wskracie Zapisuj "

b L]
J1o9ax~timy 3 1x) s,

gdzie: Ax; jest dugoscia preedzialy

] czgsciow W L
argumentem nalezacym do elementy ¢go (zwancgo elementem), x, jos
a

Cx;y, A jest drednic i i
; " q podzialy (tj, diugodeia
najdiukszego elementu), a sumg - gugerd H

Za pomoca sumy catkowej prawej obliczy¢ calke

sedziale (a ' '
pr & b). W preeciwnym razie a) ;' xdx b jl'xz dx ¢} ; x*dx
0 o W

ze calka (2) nie isthieje oraz g funkeja fjest niecalkowalna w preedzisle

Wskazowka. Skorzystad z rownosei:

a) 1+243+..+n=mn(n+1)/2
b) 12422432+ +n? = n(2n*+3n+1)/6
¢) P+23 433+ +n' =n*(n+1)%/4

- 75 =

Warunki istnienia calki ozng ; ; .
OINACZonej jest i : : aczone). Warunkiem koniccznym istnienia catki
ae & ?%Enl?zizm funkeji podeatkowej w przedziale ml&waa- T
r s Je 1, ja adcalk s : nia.
DgTaniczona, to calka nie iatnf;a OWa Jest w przedziale catkowania nje. |
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16.2. Za pomoca sumy catkowej obliczyc calke

CALKA DZNACZONA Roudziat 16

=/2 n/2 W, e L .
a) | cosxdx b) | sinxdx Calka stalej jest iloczynem tej stalej i rozmicy granic cafkowania
o 0

Wskazdowka Za argumenty przyjac¢ srodki przedziald
czesciowych. Skorzystac z rdéwnosci (zob. zad. 2.21 2.7 w Zad,
niach I): '

fkdx = kb—a) M

Wspolczynnik staly moZna wyniest przed znak catki

b
] t - (8)
a) cosx+cos3x+cosix+..+cos(2n—1)x = S:;i:'::: Ek_.l“ (x)dx =k E.ﬂﬂdﬂ :
1— kcii jest rowna sumic calek tych funkeji
b) sinx+sin3x+sin5x +..+sin(2n—1)x = % Calka sumy dwoch funkeji jest : :
sinx (Lf()+glaldx = [f(x)dx+[glx)dx (%)
oraz z tego, ze lim =1, . p P 1 |
S Modut catki i catka modulu spelniaja nastepujace nierdwnosci
b L]
dx, asb (10}
Calka oznaczona skierowana (calka od a do b) If Ex}-*xl < LG4
] " i 1
Calka oznaczona skierowana jest uogélnieniem calki w przedziale {a; b) na l [fixdx| = lj|f{x}|dx1 (11}
preypadki: a=b lub a=>b (Zarys [, 5. 124). Uogdlnienie to wyraza si a .

rwnosciami Oszacowanie calki. Jesi m < f(x) = M daasx<hto

B e— @

b

- =LAl b

S mib—a) < [f(x)dx < M(b—a), a<bh (12
Dila catki skierowanej niecktore twierdzenia formubujemy inaczej niz dla ca f
w przedziale, np.
e catka w przedziale {a; b} funkcji dodatniej jest dodatnia;
» calka skierowana od a do b funkgji dodatniej jest; dodatnia gdy a < b, row-
na 0 gdy a=b, ujemna gdy a = b.

Jedli | f()] < C dla a < x < b i liczby p, q naleza do (@ b), 0

inx}dxl&cw—m (13)

Umowa W dalszym ciagu przez calkg oznaczong bedziemy rozumieli calke
ornaczona skierowana.

Obliczenie calki oznaczonej za pomocg calki nieoznaczonej
Wilasnosci catki oznaczonej
Jeéli calke oznaczong

Zakladamy, ze wszystkie funkcje podcatkowe we wzorach (6)—(13) s3 catkowalne

ff(0dx 4
w pewnym przedziale E, a liczby a, b, ¢ naleizg do E. .

Laczenie przedziatéw calkowania gdzie funkcja f jest ciagla w pewnym przedziale E, a liczby 4, b palezs do &
2 p 2 cheemy obliczyé za pomoca cabki nieoZnaczong)
7@+ )i = [f (6) [f(x)dx = F(x)+C, x€E (13
6 =77 -



to korzystamy ze wzoru
[
Jf(x)dx = F(b)—F(a)
ktdry przy wykonywaniu obliczett zapisujemy zwykle w postaciach

] -]
[fixddx = [F(x)1:28 lub j flx)dx = F{xjr

lub .F.-'" (x)dx = [ ff(x)dx]3z3
Ma preykiad

z
-F-1=7

1

z
J3xtdx = [[3x?dx]ic] = »?
1

Zmiana zmiennej. Calkowanie przez czesci

W sprawie ralozen zob, Zarys I1, 5. 129, 131.

Wzir na zmiane zmiennej w calce oznaczonegj

x = glt} e
If{x}ctxn dx = g'(0)dt § = [fLg(t)] g'(0)ds
xE of '

Regula. Zmiang zmiennej w calce ornaczongj wykonujemy nastgpujaco:

1" zmieniamy zmienng w funkcji podcatkows,
27 ymieniamy rozniczke,
3° zmieniamy granice catkowania.

Na preykiad
l1+3x =1

15
1 i
=} ddx=dt =I——=~—.ﬁ
+3x : M
 VItE g i i

Wazdr na calkowanie przez czefei w calee oznaczonej

15
=2
s

L] b
Julx)r(x)dx = [w{x)o(x)]3Z; - [w(x)v(x)dx

Na przykiad

b b

[xcosxdx = [xsinx]Zz5— [sinxdx = bsinb—asina—[—cosx]:2t =

a a
= bsinb—asina+cosh—cosa

- 78 -
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Obliczy¢ catki oznaczone
2 1 2 3

a) [3x%dx, [(x*+2x)dx, [(@x*+1)dx, [ (x*+4x—1)dx
0 i} i =1

4

1 2 3
b) ferdx, [(l+e*Jdx, [e?*dx, [e*™*'dx
1] 1] 1 o

= nid =f2 n
¢) [sinxdx, [ tgxdx, | cosxdx, | sinxcosxdx

) 0 —2/3 w4

2 0 -1 -1

X dx dx x—4
—_— d

" Jx2+1dx’ J-x1+l’ Jx2—5x+4’ J.xz—jx+4 4

1 -1 -2 o

Obliczy¢ calke oznaczona, stosujac zmiang zmiennej (propono-
wane podstawienie — obok caltki; a, b — stale dodatnie)

a) ;,f1+2de I+2x =1t ﬁ=r
(1]

X
x41
o

a
2

¢ X - o e
¢) ix at—x?dx, a*—x*=t d) J.x3+a3dx’ x4t =t
4]
Odnoénie do zadan c) 1 d) zob. wzor (6) s. 13 i zad. 14.11.

a
e) |./a*—x*dx, x = acost
1]

dx X
O AN, T P
D J3+cusx’ tgz b
4]

g}_l.1+er
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Y jﬂ 2+ pix ngf

i) J[I -—xzﬂ}i-.fzdx‘ ¥ ='ginds

i) fx"
1]

2a
k) J-M/z—ﬂx-xz dx, x = 2asin?;

I}J‘\/"_i:‘—‘ \/___-_x_-—xs

ald

a) J.-_.i‘f:___
X(x*+1)
c) J‘_._____ d f
)
e I+cosx 2+cosx

€) J-
3+2msx

I‘]‘ fxcos—g-dx

a:_.l'2
) Sy

_——
3+5cosx
0
Ibja

h} dx

;;[ (ax+b),/x

i} dx

Y Y ’
3 (podstawieni

{ XV ¥ +5x 41 e Eulera /%21 5517 =

1

/2 i 1'-—!}

i) \/;‘_--—Idx
o

k) f—___‘iL_
) 1+38inx+cosx

- 80 -
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osujac calkowanie przez czedci, obliczyé calke oznaczong

1 In
) | xe"dx b) [ xcosxdx
0 0

1
¢) [arctgxdx
0

d) _E[mxdx
1

1 2
e) [x*e*dx f) [In®xdx
1] 1

! 1 5

. ; i 2 1
Wskazowka. Zgodnie z rownoscia

x — —
(1+2P 14

{ T ] }2 , rozdzieli¢ dana calk¢ na dwie calki i pierwsza z nich
catkowac przez czesci, przyjmujac e* = v'(x).

12

h) | arcsinxdx

Srednia catkowa funkcji jednej zmiennej

Srednia cafkowa funkeji f w preedziale <a; b) jest to iloraz calki funkeji f
w przedziale {a; b} praez dlugodt przedziatu {a; b3

b

1
EJ.J" (x)dx (20)
Srednia calkowa istnigje, jesli funkcja jest catkowalna.

Obliczy¢ srednia catkowa funkcji [ w podanym przedziale
a) f(x) = x%, €0; a) b) f(x) = €* {a; b)

) f(x) =a’—x* (—a;a) d) f(x) =sinx, <0; )

e) f(x) = xsinx, <0; n» B fi(x) = xcosx, <0; 7>

- 81 -
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Przyblizone obliczanie calki oznaczonej |
L] - D_Ile
etryczne zastosowania calki oznaczonej

Przyblizeniami cajki OZnaczonej

&
T f(x)dx

54 sumy cafkowe,

Drzielimy przedziat <@ b} na n rownych cepded o dhugoscei f; = E-;—ﬂ. Mamy g
punktdw podziah
9=dy, a), a5 .., a, —nid,=h
Obliczamy odpowiadajace tym punktom wartodei Tunkji pPodeatkowej _.r‘ ot
Yor ¥1u ¥au ey Byo 12 ¥a Pole ﬁm M]el
i tworzymy CZIETY nastgpujgce sumy calkowe;
suma lewa SL—MPQ"'J'F"J’:"‘---"'J'.—I]‘
Sima prawa S, = hiy, Fhartet Vo +3)
g trapezdw 5 = ;{yﬂ+2y, +2y3+.u+2y__1+_p,,] = %fS,,+S,}

zﬂ.‘l 18 li-ﬂ Pﬂﬂ]mych mlﬁﬁ mbh ZEI}'S j.‘. 8 15‘4
(areli]

norma i . 1) okredlony wzorem
Iny wzgledem osi (x (rys i
o (G} ={(x.y):a<x<h, plx)<y<a)}

=q{x)
b Tof 1A=
suma Simpsona S, =-3-[1-'._.,+4y.+2J'2+4}f3+~-+2,}’,=1+4}'.-:‘f'J".-} # 1’”
{w sumie Simpsong n Jest parzyste), |.
Kaida z tych sum Jest przyblizeniem cafki (zob. Zarys I1, s 137). 1, (R Elr T
a
Obliczyé prz:,rhljinne wartosci ca?ek Przyjmujac n = 10 - 4y 2

x/2

= [[gix}—plx[]dx

) [ sinxdx b) Jlnxdx ¢) ]f:”‘ il : {[q“ F b
u 0 ograniczony krzywa zamknieta (K) (rys. 2), dana

Obszar ()

| (3)
o x=xit), y=py), telm b

1
dx e
< —=dx
Vi mx f :
] 1 zjgy ‘..-"' Ir'R.J




ma pole
b
&= : j
=4 3 )i (e) = () x(e)) e

w ktérym znak plus obowiazui
: azje wiedy, gdy wzrostowi
:Ieib::pu?qadaluakmy_w:j {K] obicg dodatni
18 Jest ujemny; &) i j(r) 54 pochodnymi funkeji (8 i pie)
Obszar {q} pq_:kq-ty Promieniami wod
w ukladzic biegunowym réwnaniem

parametru § g 1!

zacymi punktow krzywej (L) (rys. 3), das
Jawnym
r=riel pelmfy, 0<f-n<2n

3 )

o

AT
1] [
przy zalodeniu r{p) > 0, &< @ < fi, ma pole

g

i
G= —ffr’{w}fi?

W :
spoirzedne biegunowe — zob, Zarys I, 5. 147 lub Zadania I, 5. 66.

Obszar (G) pokryty promieniami wodzgcymi
: nktow krzywej -
wspdlrzgdnych prostokataych réwnaniami wpara.m:rrygm m‘iﬂ (cys. 4) danc we

x=x(h y=ylt) teda:b>

4 {7

¢
}@W o)
przy zalozeniu, 7 r = r(y) > 0,akat

i @(t) jest funkcja monoloniczng parametry f,
B

|
G=+ 3 j Cx e (e) — wie) e(e)] de

L]

przy czym znak plus obowigzuje, gd j
; > » 2dy e(t) jest funi
minus, gdy @(i) jest funkcig malcjacy.

[

(8)

€ja rosnacq parametru t,aznak

-84 -
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(iak na rysunku), a znak minus, gd

Marysowac krzywe i obliczy¢ pole obszaru ograniczonego przez
te krzywe

a) y=¢, y=0, x=0, x=1 b y=x* y=4

€ y=x’ y=x d) y=x? y=2-x*

1 1
e) y=x?% ],r=2+3,1‘:z f}y=2x—1x1, x—4y+6=0

1 5
g]y=;, y=—x+—-2 hy y=¢ y=2, x=0
i) y=sinx dla 0<x<n, y=0
1 1
i = {gx, :ﬂ" = /4 k = e— = x?
Dy=tex, y x = mf! ) ¥y T de=g%

MNarysowac obszar (G) ograniczony krzywa zamknieta (K) i ob-
liczyé pole G tego obszaru (a, b — stale dodatnie).

Uwaga. Krzywa (K) moze by¢ dana jako polaczenie dwoch
tukéw (K,) 1 (K,). Calka po (K) oraz catki po (K,) i po (K,)
powinny byé skierowane zgodnie z dodatnim obiegiem brzegu
obszaru (G).

a) (K x=acost, y=asint; 0<1t<2n okrag

b) (K x=acost, y=bsin; 0<1t<2n, elipsa

¢) (K x=cos’t, y=sin’t; 0<t<2x asteroida
(Zadania I, zad. 12.9¢)

d) (K x=cost+sint, y=cost—sint; 0<1<2n
(Zadania I, zad. 12.9a)

e) (K x=¢t y=1ft; 1€t2, tuk hiperboli

(K =g p= %[3—1‘]; 1<t<2 cieciwa tego luku
£} (K} x=cht, y=sht [i[=<], tuk hiperboli

| 1 1 1 il
K,) = = = _ | cigcawa
WKaf o ¥ f(e-l_ c) =R éf(": e)’ tego huku

g) (K, x=t—sint, y=1—cost; 0<t<2n luk cykloidy
(Zarys I, 5. 411)

(K, x=t, y=0 0<1t<2n odeinek osi Ox
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Rozdziat 17

WANIA CALKI OZNACZONEJ
173. Narysowaé krzywa (Zadania I, s. 259—260) i obliczy¢ p GEOMETRYCENE ZASTOS0

174.

obszaru pokrytego promieniami wodzacymi punktéw tej ki
wej (a =0, m = 0).

'EJ' g

a) r = ap, 0< @ <2n,  czeic spirali Archimedess
3 .
b) r = a/p, % Sp= Tn, czesé spirali hiperboliczn d
e) r = ae™, 0< ¢<2n,  czedé spirali logarytmiczr
d) r=a(l+cosp), —n< p<mn kardioida :

prawa petla lemniska

e) r=a./coslp, m%imi%,

Powierzchnia obrotowa (5) (rys. 6), utworzona W p

rzestrzeni Oxyz przez obrot

f) r = asing, O<sp<m, okrag krzywej (T) dokota osi Ox (rys. 5) ma pole

g) r = asin2g, 0<o<2n, krzywa czterolistna b y (11)
h) r=asinde, O<o<m krzywa tréilistna = Sl ias

h) r = asin 3¢p, O<p<m krzywa trojlistna

i) r = asin 4, 0<p<2n, krzywa oSmiolistna
Narysowa¢ krzywa i obliczy¢ pole obszaru pokrytego promies

niami wodzacymi punktow tej krzywej (a = 0, b = Q). o danym rownaniu

O bryle (V)i powierzehni (3) mowimy, 22

$3 WyzRaczone prece krzywa (T}

i i przez krzywa
' - i obietosé bryly obrotowej wyznaczone] p
e (a, b, h, p — stale dodatnie)

Uwaga. Kierunek catkowania powinien odpowiada¢ wzros- ) 9= L 0=<x<h, stozek
towi kata ¢. BY ¥ -
a) x =acos’s, y=bsin’t; 0<t< 2 odcinek Ty P T SR
b) x = asin®t, y=bcos’, 0<t<n2, odcinek o B TR elipsoida
¢) x = cht, y =shg; 0<t<a, t}r=;\f“_':x_’ @ _ ;
d) x = ctgt, y=tgt n/6 <t < w3, i \/;3-_—‘15, a<x<ath, hiperboloida
e \/2—5—, 0<x<h, paraboloida
Objetosci i pola figur obrotowych f) y = sinx, O<x<m
£ Dsx=sm
Zalozenia do ponisszych wzoréw zob. Zarys 11, 5. 156—161, g) y = 1+cosx, A
Ma plaszezyinie Oxy (rys. 5) dany jest obszar domkniety (H), ograniczony krzywa B r= E’I ad. 14.50)
(T) o réwnaniu . . —h<x<h, [ZD'D.Z . 18IV
ye=yx), ag£x<bh (9) 1}}:-—1+x3=

oraz reutem tej krzywej na o Ox i dwoma odeinkami bocznymi (z ktorych kazdy
moze byé zerowy),

Bryla obrotowa (V) (rys. 6, utworzona w przestrzeni Oxyz przez obrat ohszaru
domknigtego (H) dokola osi Ox (rvs. 5), ma objetosé

a
a) }F=—h'x;

V=mn[ydx (10}

B =

17.6. Obliczy¢ pole powie
o danym rownaniu

rzchni obrotowej wyzna,_czonzj przez krzywa
(a, h, p — stale dodatnie)

0<x<h, pobocznica stozka
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h}}._ 2 2
= as— i
v X7, dsx<a, sfera

€) y= 11;’2px, O<x<h, Paraboloida

d) y =sinx, O<x<n

e) y=x2 O0=sxxg1

f) y=e, Osx<1. Wk Podstawié et =4

Y 1 - zad. 14.3
+3, 0<x<h, hiperboloida, Zob. calki

koricu ksia

“ngn:lm"hg:‘;;"{r::},]}u;:ﬁml:naIwﬂ Praestrzeni Oxyz przez obrot obsz
i o (8] [45:9] X, a -y . ; 3 '
pierwsze pochodne ciggle, ma objetodé przy zalozeniu, #e funkcje p i g m

V=¥,

gdzie V. i ¥ nalezy obliczyg
0 q;‘xi e Y& 2¢ wzoru (10), podstawiajac ¥ = p(x),
Catkowitg powierzchnia takicj figury ma pole

8= S,+S,+S,+S,

T : ;
Bdzie §_ i 5, nalezy obliczyé ze wzoru (11), podstawiajyc ¥ = plx) wegl ,

¥ = g(x), natomiast S, i 8, sa polami pierscieni kolowych, utworzonval

W przestrzeni Oxyz preez obrit odeinkéw bocznych dokola osi 0
X.

Torus jest powierzchnig UtWorzona przez obriot ok

™ plasaczyinic togo okregu, zewnatrz okrege, O Prostd lez4g

7)
il oy
YA+ Y-yt
j[ Ij f y=A=pai—t
| |
- ] o Oy T i e

Tlmn:s (rys. ) UtWOrzony w preestreeni Oxyz
okreslonege na Plaszcryinie Oxy rdwnaniem

— 88 _
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2+({y—AP =a*, A=a=>0 (14)
ole

T § = 2nd-2na (15)

gdzie A i @ oznaczajg promien duzy i promien maly torusa.

Bryla ograniczona tym torusem, tzw. torus pefny, ma objetosé
F=2nAd na (16)

Udowodnié: a) wzor (15) za pomoca wzorow (12) 1 (10), b) wzor
(16) za pomoca wzordw (13) i (11), przyjmujac (rys. 7), Ze

.},=p{x] = A—-.,raz—xz, _'F= q[x’:]=A+ iaz_xzj
—asxsa dA>az=0

Obliczy¢ objetosé i pole powierzchni bryly obrotowej utworzo-
nej w przestrzeni Oxyz przez obrot dokola osi Ox domknigtego
obszaru (G) lezacego na plaszczyinie Oxy

a) (G)={xlsy<a, |x|<a}, rys. 8

b) (G)={a—./a*—x* <y<a, |x|<a}, 1ys.9

¢) (G)={a<y<a+./a*—x*, |x|<a}, 1ys 10

9 ¥ %
ﬂy]l ﬂyﬂ r {g}
a o |

przez obrot dokola gsi Ox okregu

1
| I '
NZ N i
| | I | I
| e I | _ . L L
-0 a 0x -a a Ox - a Ox
Dlugos¢ krzywej
Krzywa na plaszezyinie Oxy dana rownaniem jawnym
y=ylx), asx<b
ma dhugosc .
L= /T+y%dx (17

-89 -
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Krzywa na plaszczyinie w ukladzie biegunowym dana réwnaniem GEDME[‘RYCENEIASTOSDW
r=rig), a€o<p 0<@p<2n
= (3 1
ma dhugosé ;;:=af""1 0<p<2n
. : D<p<m
dr 2 c} Fo= asmg, pae
L=j‘ e H i d) r=a[1+GﬂS¢ﬂ> =K%

Krzywa na plaszczyinie Oxy dana réwnaniami parametryczimymi
x=x(t), y=wt); astsh

Napisac catke wyrazajaca diugosc krzywe)
a)r= asin2p, 0@ < in
b) r = asin3¢@, O<p=sm

dlugoit
ma diugo c]rsasinqr@s O<p<2n

]
= E dr o 7 ; i
i danej na plaszezyznie 0 TOWRRRIECR

17.12. Obliczy¢ dlugosc }:rzywcj
parametrycznymi (a=0)
a) x=—1-t", y=-}¥t“; Uéls&iﬂﬂ_

: cost); o<t<2m
(sinr-zmsr]; D<t<m

Krzywa w przestrzeni Oxyz dana réwnaniami parametrycznymi
x=x(t), y=Mt), z=2z(t); ast<h
ma dhugosé

b) x= a(t—sint), ¥ = a(l—

b
sk 2 K 2
L f X4+ 1 dt ( 0 x = a(tsint+cost), ¥y =4

Warunkiem wystarczajacym istnienia dlugodci krzywej jest, aby rown
okreslajgee krzywa bylo klasy C*.

Uwaga. Catki wyrazajgce dlugoéé krzywej bywaja trudne lub nieelementarne
(Zarys IT, 5. 14), np. dlugoéé elipsy wyraia sie catks nieelementarng (Zarys I,

8. 315),

Obliczyé dlugosé krzywej danej na plaszczyznie Oxy rownaniem

jawnym (obok réwnania podano numer zadania, z ktérego
mozna skorzysta¢ przy obliczaniu catki)

a) y = x2, 0<x<1; 14.14d

b) y = Incosx, 0<x<n/3; 14.36b

) y=e¢*, 0£x<l; =t 14460

D y=mhil-x%), 0<x<1/2; 14.50t,u
e*+1

e y=ln——

) ¥y D ST l€x<2

N y=2/x, 1/8 < x < 4/5; 14.27

thimyé dlugoéé krzywej danej na plaszczyznie w ukladzie
biegunowym réwnaniem (a > 0, m > ()

—90 -

Obliczy¢ dlugosé krzywej danej W przestrzeni Oxyz rownan

paramctr)rcznjml

2 _2 mpn o 0gt<2
a}x=1‘ ys—i—, z-—aﬁl 5

¢ . 0gt<3
b) x=t, J"-'ﬁ’ Py

.. b
y = 1—cost, z=4sm-,z; 0g<tsn

Mx=mhy=MLz=ﬁDQ£J2
€) x = tcost, y = tsint, =t 0£t=

2

¢) x= t —sint,

Na

Dété"f_

f) x = tcost, J;=rsint, =
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Rozdzial 18
Calka niewlasciwa

Obliczanie calek niewlasciwych

Cafka niewlasciwa jest uogdlnieniem calki oznaczonej na przypadki, w krorych
funkcja podcatkowa lub przedziat catkowania sa nieograniczone. Rozwaza sig
4 przypadki podstawowe oraz przypadki zlozone (Larys [1, 5. 176—179)

Osobliwosé w lewym koficu przedzialu. Calka niewlasciwa funkeji [ w przedziale
{a; by z osobliwodcia w punkcie a jest to liceba, ktora oznaczamy symbolem
" .
| fixhdx (1
takim samym, jak symbol calki oznaczonej, a definiujemy i obliczamy na-
stepujaco: .
b b
[fidx = lim [ f(x)dx = [] fx)dx]izieo 2)
a e ]
symbaol definicja sposab obliczenia

Jedli ta granica jest skoficzona, to calka niewladciwa (1) istnigje (jest zbie2na). Jesli
7a§ granica ta nie istnieje lub jest nieskondczona, to catka niewlasciwa (1) nie
istnieje (jest rozhicina). !

Inne preypadki calki niewlaiciwej definiujemy i obliczamy w podobny sposdb.

Obliczy¢ calke
1 1 2
1 1
a) J— dx b) I dx c) ‘[ dx
.\/; 1—x 2—x
li] li] 0

CALKA NIEWLASCIWA

Obliczy¢ catke




0 - { “xz g CALKA NIEWLASCIWA Rordzial 18
- . L i 4 x+1 Zbadac, gdzie wystgpuja osobliwosci funkcji podcatkowej i ob-
5 liczyé calke
r) ic&sxdx s) [ e “sinxdx : dx ¢ xdx ‘ dx
0 a b) J‘ c)
) ,[,fl—xz JE=1)2=x) J2—x)1-x*
18.3. Rozrozniajac przypadki: r < 1,r =1, r > 1, obliczy¢ catke _11 1 :
5 + [ dx ;- [ dx
{ d) e) | Injx|dx f) | 57—
a) J“rdx b) j“l‘dx S ‘I‘ il
x x g o
0 1 & 3 2
" dx dx ; dx
184. Obliczyé catke 8 J 3/la—xp » ,[ x*—6x+8 g J. (x—1p
2 1 i)

o

1
1= =1z
dx b) J.Exz dx c) fﬂxi
1 1]

@

=1/x
dx d}J‘e dx
1

1
a
k x? Zbadac, gdzie wystepuja osobliwoéci funkcji podeatkowej i ob-

liczy¢ calke

x!

185, Purémmngc funkcje podcatkowa, ktora jest niecatkowalna ele- T ahi | o ‘ £
mentarnie l[zarys 11, s. 14) z odpowiednio dobrana funkcjg 3 _I i o 14x* 851 ) X +2x+2
elementarnie calkowalna, udowodni¢, 7e calka niewlasciwa: 2 o o

B ‘ w ®
a e~ * dx = : sk el 2xdx 1
) Jl' jest zbiezna i mniejsza od 1/e, d) | sinxdx A R ) | e
b) I ——dx jest zbi f [ {
— Jest zbiezna i mniejsza od 2 1 [
1 3 A Eanecr: e LI BET Ty
s v 1+x g) Jchxdx I:}-tha‘x ljjm dx
: £ 1M 1 ) 1
s ul i 3 ’
c) _[de Jest rozbiezna, i lee""z-:ix k) _;12_3- Uxdx 1) j‘ —e W= dx
1 =0 ° |
1 ; -1 + o0
d) jmdx jest rozbiezna. m) J- —e % dx ) J—e‘”"dx
l.l'ﬂ —an -+

- -



18.8.

18.9.

Kryterium calkowe zbieznoéci szeregu

Jeé]ifunkcjaﬂx}jestniaglawpﬁcdziais {a; ), ae ¥, oraz dodatnia ;
dla x wigkszych od pewnej liczby ¢, to szereg

T St

-

jest zbiezny wiedy i tylko wiedy, gdy calka niewlasciwa
| fixydx

jest shict

Na przyklad szereg harmoniczny rzedu r (Zarys I, 5. 205)

1 1 1 = 1
Ittt —t. = F —
+2'+3’ n'+ ,E, n {

jestzbieimydlar = 1,5 rozbieiny dlar < 1. Rozwigzujac zad. 18.3b, stwierdzamy,
2e calka
1
[
1
j:stzhieénadlar}l,amhit,inadlar:@l.
Zwigzek miedzy catka (6) i szeregiem (5) Jest taki jak zwigzek migdzy catka (4)

i szeregiem (3),

Za pomoca kryterium calkowego zbadaé zbieznogé szeregu

b C
2 ,,?'1 nlnn ) ,,‘Z“z nlnzn 9 ,,,.EI nin’ "1
= Inn = Inn = Inn
d el SY i
)n-l n " amy W nnzl W B

Za pomoca kryterium calkowego wykazaé zbieznoié szeregu
dlax>1

il |
a} lgl?_ =]

Wskazowka. Litere x w calce (4) nalezy zastapié inng litera,
gdyz litera x wystepuje w okresleniu badanego szeregu.

Rozdzial 19
Calka podwojna

Obszary regularne i normalne w %2

Przestrzen ®2, ceyli 2-wymiarowa przestrzen rm;r:wiata_, jest to zbior par liczh
rreczywistych, ktore nazywamy punktami przestrzeni #2 i oznaczamy P = (x, ¥},
Py = (x4, Vo) itp., 2 ich odleglodd definiujemy wzorem

PP, = J(x—xP +(y—yo)

Prezestrzen ®? z tak okreslong odleghosciy identyfikujemy z plaszczyzng Oxy,
a podzbiory tej preestrzeni nazywamy zhiorami plaskii.

Definicje odnoszace sig do #* zob. Zarys [, 5. 317319,

Obszar regularn iczony, kto brzeg jest suma skonczenie wielu
krzywych dauy:l;?fﬁ.umfﬂbnm rcgulmym a jego dm:nkmpmr
— obszarem regularnym domknigtym. Obszar regularny i jego domknigeie majg
takie samo pole.

Obszar normalny. Najprostsze obszary regularne domknigte — to obszary
normalne, a mianowicie:

 prostokqt (rys. 1)
G={a<x<h psy<g} (1)
gdzie liczby a, b, p,gsadaneia<b, p < g
« obszar normalny wzgledem osi Ox (rys. 2)
@={agsx<h plx)<y<aqlx) @
gdzie funkcje p, g sa dane i ciagle w {a; b} i p(x) < qlx) w (a; bk

— 9% -
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) oy} 2 gy
O - =qx)
: [ @ T @
f P
- ] S
0 a x b Uk 0 F b Or

o obszar normainy wzglgdem osi Oy (rys. 3)
(G)={a) < x<b(y) p<y<a}
gdzie funkcje aly), b(y) sq ciagle w {p; > i aly) < b(y} w (p; q)-
U waga. Prostokat jest obszarem normalnym wzglgdem obu osi ukladu

x =g

S

x=|

fi:]]

Pt

=L 3

|
|
q oy -

BT O

Calki iterowane

Calka iterowana jest to wyradenie utworzone w ten sposob, Ze funkcja dwéch
zmiennych jest calkowana wzgledem jednej zmiennej w pewnych granicach,
a nastepnie wynik tego calkowania jest calkowany wzglgdem drugiej zmienn -J

w pewnych granicach (kazda z wystgpujacych tu calek moze by n;
niewlasciwg). 1

Calka iterowana w prostokgeie (rys. 1) z kolejnodcia calkowania: najpierw
wzgledem y, potem wzgledem x, jest oznaczana symbolami

L | ] q
JLjfx,pdyldx lub [dx[f(x,dy

L r
zapis pelny zapis skrécony

Calka iterowana w tym samym prostokacie z przeciwng kolejnoscig catkowania
jest oznaczana symbolami

(1a)

a b a b
JUif(x,y)dx]dy Wb [dy[f(x,y)dx (1b)
LA P a

W dalszych wzorach jest uzywany wylacznie zapis skrdcony.

- 08

Jedli funkeja fjest w prostokacie (G) ciagha, to powyZsze dwie calki (1a) i (1b) sa
rowne.

Calka iterowana w obszarze normalnym wzgledem osi Ox (rys. 2

b xh
fax | feedy (22)
e pi=
mkaw'mm“mﬂmwanhﬂmﬂﬁﬂﬂﬁ"* 3
a  bip
{dy § f(x.p)dx (3a)

palw
Obliczenie calki iterowanej skiada sig z czterech czynnodci, ktore przedstawimy na

przykladzie catki &

I= ;d_: [ In(xy)dy
TR

|° Obliczenie calki wewngtrznej nicoznaczonej
[In(xy)dy = ylnlxy)—y
2° Wprowadzenie granic catkowania

1
[yln(xy) =y ==

3° Obliczenic calki zewnetrznej nieoznaczonej
_ldx ==Inx
x
4° Wprowadzenie granic calkowania
[-nx}E2i =—1
Odpowied: [ = —1.

Obliczy¢ catke iterowana
1 i a h
2xd
a) idx!}llx’y’d}' b) {dxg xay

ju+1
¥
1

d) jdr

1

=

dx

©) idx j (y—c)dy



b a B
e) [dx[4xydy f) jdxie""’dy
a -

g) [dx[cos(x+y)dy ) idy}ycos(xy}dx
0 (1] o i

2 1 1 ﬁ.’?
D for[Ze o fa ]2
1 0}’ ¥

o 1]

a2 1 1 1
k) Jdy| y*Inydx ) .[dxj L g
2,8 Vo
°o 0
Catka podwdijna w prostokacie

Calka podwdjna lunkcji f w prostokacie (G} {rys. 1), ktéra oznaczamy symbols ;5;:

{[F(P)dG Iub

[ 7 Ge, y)dxdy

Lo} (3]
jest liczba, ktérej istnienic i wartos¢ sq wyznaczone ‘e i zhisr (6
: preez funkeje /i zhior G
w I i 2 : il
wmm'-" okreslony w definicji (Zarys 11, 5. 187—189), ktéry w skrocie zapisujemy

{1 £(P)dG = limy z f(P) 4G,
0} =1

gdzie: AG; jest polem obszaru czeiciow i i
cgo (tzw, elementu podziatu), P, jest
argumentem nalezgeym do elementu (4 G,), A jest érednicg podziaty {tj. najiiaif :
sz?kzc srednic poszczegélnych clementéw), a sume w tym wzorze nazywamy suma.
catkowy catki (4) dla danego podziaty prostokata () i wyboru argumentéw P,

fzé]i Powyisza granica istnieje i jest skoficzona niezaleinie od wybory argumens
ww, to mowimy, ze catka (4) istnicje, oraz Ze funkcja fjest calkowalna w (G

PrEeciwnym razic méwimy, #e calka (4) nie istniei ia f jest
el i (4) nieje, oraz fe funkcja f jest

Wnu[lki istlrienin mlh podwijnej w prostokscie. Warunkiem koniscznym jest
ogr_amcm!msé ‘runkf:jrl podeatkowe] w prostokgcie (). Warunkiem 1ull.r1.rsitar~I
Crajacym jest cigglodé funkeii podcatkowej w prostokacie (7). |

Uwaga W niektd it | i
niaciaggluéci rych przypadkach funkeja jest catkowalna mimo pewnych .
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19.3.

19.4.

Uogélnieniem calki (5) jest calka podwdina niewlasciwa (5. 118), ktdra moze istnieé
tak#e wtedy, pdy funkcja podeatkowa lub obszar calkowania 53 nicograniczons,
Obliczenie calki podwdjnej w prostokgceie za pomocy calki iterowane]

g
= [dx[fix,y)dy

I Sl y)dedy = . (6)
{8353 = [dy[fix,ydx
]

Jesli funkcia fiest ciggha w prostokacie calkowania, to powy#sze trzy calki istnieja
i 53 réwne; do obliczenia moina uiyé ktérejkolwick z dwéch calek iterowanych,

Obliczyé calke podwdjna w prostokacie (G)={—-2<x<2,
-3<y<3;

a) [[(x+y)Pdxdy b) [](ax+byfdxdy c) [f(ax+by)*dxdy
() iG) (G)

Obliczy¢ catke podwojna w prostokacie (G) ={—4 < x < —1,
1
-3Igsy<-—1L (Wskazowka: ;dx=]n|x|+C.

V¥V = (= (=»)
1 1 1
B e —dxd
o [ » [ips o [ oo
() (G (G}
dxdy ) ‘”\/E dxdy

1 1
‘} IJ.'F dx d}’ e) j:[ Xty
(G}

1G) ()

Obliczy¢ catke podwojng w prostokacie
a) [[@x—3dxdy, (G)={-1<x<1, 0<y<2}
1)

b) ([ 4xydxdy,
(6)

) Hidxdy,
¥
L]

G ={0<x<1, 1<y<2}
G ={0<x<2 l<y<e)
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19.5.

19.6.

d) [fe*rdxay, G ={0<x<1, 0<y<1)

CALKA PODWOJINA Rozdzial 19

Gy

e) [ sin2nxdxdy,
i6)

1
njf____ = {— X
) % gdxdy. G)={-2<x< -1, ﬂs;yg

1
{G}={ﬂ'$x£§-, 1<y<3)

Obliczy¢ catke podwojng w prostokacie

a) {.[;f}x.l’[xﬂ'}dxdy, G)={0sx<2 0<y<6)

b) J‘J‘ dx dy [
(x+y+1)? (G}={G€Iﬁ§l, 1&}?%2}
{F)

¢) Jf xcos(x?+y) dxdy,

=)

" il 1y DEL .
}Hmdm, G ={0<x<1, 1<y<2)

()

e) .U x2y e dxdy,

19.7.
(G]":{_\/;%I{qﬂ, 0sy<g

@) ={0<x<1, 0<y<2)

(G
ydxdy
HHHT;HP‘:}T::' @={0<x<1, 0gy<1)
Gy
2
g gx}'ﬂﬂﬁfxyl}dxdy, [G}m{{]ﬁxi% 0<y<2

Zbadaé czy ponizsza catka istnieje | i
s e eje jako catka podwojna w sensie
definicji (5). Napisa¢ odpowiednia calke iterowang i obliczyé ja

x3y
) [

{67}

[

(&}

19.8.
G ={-1<sx<0, 0<y<i)

dxdy, (G)={lgx<2, ﬂiyﬁ%}

x?y

- 102 -

Catka podwdjna w obszarze normalnym

Catke podwdjng w obszarze normalnym wegledem osi (x (rys. 2) obliczamy za
pomocg catki iterowane)

B ogilx)
I fee,y)dedy = fdx | fix,y)dy (7)
{ﬂx?:;r::lx'l]' ® s
Jedli zaé obszar jest normalny wegledem osi Oy (rys. 3), to calkg podwijng
obliczamy wedlug wzoru

L Hy)
i§ e yydxdy = [dy | fix, ydx (8)

{N;]qxﬂml} o ey
pEyeq

Obliczy¢ catke podwojna w obszarze normalnym (G) ograniczo-
nym przez proste, ktorych rownania podano obok catki

a) _[j{x+y}dxdy; x=0 y=0, x+y=1
(G)

b) [[ydxdy; x=0, y=2, y=x
i)

¢) [[etrdxdy; x+y=1 x—y=-1 y=0
(6

d) H(x-i-}?+1]2dxdy, x=0 x+y=1 x—y
e

e) dexd}'? x=2 x=6 x—2y+2=0, x—2y+4=0
(G)

=1

Calka podwdjna w obszarze ograniczonym przez krzywe

Obliczyé catke podwdjng w obszarze normalnym (G) ograniczo-
nym przez krzywe, ktorych roéwnania podano obok calki

a) [[xydxdy, y=x* y=0 x=1

{Le3]

b) [[(x+1)dxdy; xy=1, x
i)

x=2 y=0

1
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199,

) .
F"{xdﬂ =1 x=2 y=yx
{7}

d) [f xdxdy; y=lx3, x=0, y=2

G _2‘ 1 5
e) —ded
},2 s Xy = 1! X = 2, y= 2
()

N {gdxd}z y=x% y=3x44

g ‘J;dexdy; Y=x2 y=d4_yx2

h} I dxd}'; 2= = L
{.;j: YV=x+4, y=_yx4y4

i) [f3x2ypdxdy: 13 = 42 b
{Lf} ydxdy;, 3 =x2 o1

Calka podwéjna w obszarze regularnym domknigtym

Teili obszar fegularny dombknigty
obszaréw normalnych (G).. (G
obliczamy wediug wzorn :

if a6 = [f rpraG +.+ [f fiprag
@b [

(éhliczyé f:aﬂcrg podwdjng w obszarze regu

(G) ograniczonym przez krzywe podane obok catki
3

a) [Jdxdy, y=2= :

EE; 3,y xdlax}ﬂ, Y=« y=_x

2

B ([xdedy, yol
‘,ﬂ; Y ¥ xdlax}{}, Y=z y=0 x=2

€) || 3dxdy: y= =
{j{;}; xdy, y=0, y=x, Yy=x-2Pdlax<?

d) [f 2xdxdy; = x2 A
r{}J}; i y=xdlax>q, y=gxdax>0y=1

- 104 -

(G) jest sumq ni¢ zachodzacych na sichie
a funkcja £ jest w (G) calkowalna, to cafke

larnym damknin;t}rm:

CALEA PODWOJINA Rozdzial 19
o [[(x+2y)dxdy; y=—x, y=—2./x, y=—x
{G)
dalsx<4d

) [j2xydxdy, y=x*dlad<sx<1, y=2-x
(@)

g ff2xdxdy; y?=x+2, y=-x
()

b) ff2xpdxdy; y=x* y=2+x
1)

i) [ 2Ixlydxdy; y=x% y=2+Ix
(G

Pole obszaru plaskiego we wspélrzednych prostokatnych

Figura plaska (G} ledaca na plaszczyinie Oxy jest mierzalna i ma pole

G = [f dxdy (10)
[}

wiedy i tylko wtedy, gdy powyzsza catka podwdina istnigje.
Kazdy obszar regularny jest micrzalny,
Jesli (G) jest obszarem normalnym wegledem osi 0x (rys. 2), to na podstawie
rawnosa (10} 1 (7) jego pole jest rowne
b gl b
G = [[dedy = [dx [ dy= [[g(x)—p(x)ldx
1Gh a  pix) a

Analogicznic obliczamy pole obszary normalnego wzgledem osi Oy

19.10. Obliczyc pole obszaru ograniczonego krzywymi

a) y=x? y=x/4; x=2

b) y’=4+x, x+3y=0

¢ y=lx, y=x-1, y=-1

d) y=xdlaxz=0, y=x’4dlax=0, y=4
e) y=2x, y=8-x x=0
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19.11.

CALKA PODWOJNA Rozdzial 19

1 At 1 1+ JI0F
m) [dx | fix,y)dy m) [dy | flx,y)dx
x ¥

0 ]

f) y=sinx, y=cosx dla 7/4 < x < Sn/4
B y=x*-2x, y=x

|
h) }'=Ex, y=2u, xy=2

Dy =mi—x y=i4x

i y=2x2 x2+y3=2d]ay;3ﬁ

k) y=x*dlax>0, x*+y? =2dla x>0, y=0
Dxy=4 y=x x=4

m)xy=1, xy=8, y=x2 y=2x%8

9.12. Za pomoca zmiany kolejnoéci catkowania przedstawié sume
calek iterowanych w postaci jednej calki iterowanej
==

1 x 2z
a) [dx[f(x,y)dy+[dx [ fix,y)dy
o o 1 1]

1 x 3 (3=x)2

Zmiana kolejnosci catkowania w calce iterowanej b) gdx g fx, y)dy+ _!'dx ar f(x, y)dy

1= Jix—=-3

1 x 2
cigdng{x,r}dr+{dx [ flx,ndy

o

S 0 S vl gt O g O, ki
j ; i 2 podwojna tej funkcji w (G) jest row ; call
;t:r;:a;z Eusl:aﬂ (7} oraz pewnej calce iterowanej postaci (8). z.:;am

Hterowanych przez drugs nazywamy zmiang kolejnosei calkowan .5:

w calce l"ll:-‘l'ﬁ'ﬁ'anej,
Oszacowanie calki podwojnej

Jesli funkeja fix, ¥) jest w obszarze regularnym domknigtym (&) catkowalna

Zmieni¢ kolejnosé calkowania w calce iterowanej
i spetnia w tym obszarze nierownos¢

(11)

(dxt 2 i
W) Jdx [fx.dy b) fdy | flx,y)dx m < fixy) < M
o o
5. 5 & to catka funkeji f w tym obszarze spehnia nicrownosé
= 2 li‘—_
mG < [[ fix, Ydxdy < MG (12)

G

1
c) a{dx { fx, y)dy d fdy | ff{x,y}dx

o
} a—x 4 ;"’3? gdzie G jest polem obszaru (G
€) Jdx [ f(x,y)dy f [dx i d
.;.D lﬁﬂ g z.l; f(x, y)dy 19.13. Oszacowac calke funkcji f(x, y) w obszarze (G), majac dane
) 1 2 i a) f(x,y) = x+y+1, G ={0<x<1, 0<y<2}
g _J; }'ﬂf_f(x,y)dx h) gdx j flx, y)dy b) f(x,3) = xy(x+y), G ={0<x<2 0<y<6}
M e c]f{x,y}=xz+y2,z [G]={x§+y;5a2}, a>0
i) _]fdx ;[f(x,y]dy D fay T S pan d) flx,y)=x +4}'y+91 (G) = {x*+y* < 4}
0= =it E}f[x,}?]=mi‘i“ﬂf, (G}={n£l‘£1,{}$}r$1}
1 1-x i g
k) |4
) dx [ foopdy Jax [ Sy 0 f(x)) = ——te——, (@)={0=x<1, 1<y<?}
o 1_x2+y2
it - 307 -



(G)={x*+)*<d? x>0,
O0<sy<x}

xz_uyz
) =4
g) flx, y) D

Srednia calkowa funkeji dwéch zmiennych

Srednia calkowa funkcii f{x, y) w obszarze (G) jest to iloraz calki funk::jij'{x,..

w obszarze (G) przez pole obszary (G)

1
5 W1t y)dxdy
(Lo

19.14. Obliczyé srednia catkowa funkeji f(x, y) w obszarze Ograniczo-

nym krzywymi, ktérych réwnania podano obok funkcji

) f(x,))=2x+y; x=0, y=0, x+y=3
b) .y} =x+6y; y=x, y=5x x=1
VfxN)=x y=x*-2x y=x

Calka podwijna we wspblrzednych biegunowych

54 to nastepujgee dwie liczby;

r=Q0P = ...r'xz'!-yz

ip jest dowolna liczba,
Weory preejicia od wspdlrzgdnych x, y do wipolrzgdnych r,
X = reosgq, ¥ = rsing
Z tych wzorow wynikajg nastepujace rownodei
2o wae | WL
x4yt =2, L =tEe da x=0, w=mtg—£- dla x>0

Element podziatu (Zarys 11, 5. 205, rys. 125.1) ma pole

AG=rdrdg
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F— wspdirzedna radialna; jest to odlegloéé punkty P od poczatku ukladu

(13]

Wspdtrzpdne bicgunowe punktu P = (x, y)na plaszezyinie Oxy (Zadania I, 5. 66 |

@ — wapdi_Prgﬁ‘im‘ kqtowa; jest to miara lukowa kgta skicrowanego od osi Ox do
wektora OF, jesli OP # 0, natomiast w przypadku OF = O wspolrzedna katowa

s |
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Roéniczka pola wyraza sig we wipdirzednych biegunowych wzorem

dG = rdrdg (16)
Calka podwdjna wyraza sig we wspolrzgdnych biegunowych wzorem
[ f(P)4G = [[ f(x,y)dxdy = [[f(rcosp, rsing)rdrdy (17
6 i@ )

pdzie (0) jest zbiorem par wartodci (r,@) przyporzgdkowanych punkiom
{x, ) zbioru (G). To preyporzydkowanie powinno spelniaé pewne ogdlne wa-
runki (5 122).
Jedli zbidr (G) (rys. 4a) jest okreslony nierdwnosciami

ese=f  plol=r=qle) (18)

pdzie:

1° funkcje p(p), q(p) 54 ciagle w przedziale (= f,
2° 0 = plo) < qlp) wewnalrz tego praedzialu,
YOo=f-u<ln

to wzor (17) przyjmuje postaé

qlwl

#
] fx, vidxdy = [dgp [ fircosep, rsing)rdr {19}
iG)

& Pigh

Jesli zas zhior (G) (rys. 4b) jest okredlony nicrdwnodciami
ezesf,  O=r<rig (20

gdzie funkcja rip) jest ciggla w przedziale {a;f> i dodatnia wewnatrz tego
przedziatu, przy czym 0 < f—a < 2r, to zachodzi réwnosé

Forig
I f(x,)dxdy = [do | f(rcose,rsing)rdr (21)
()] = a
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19.15,

19.16.

Obliczanie calek podwojnych za pomoca wspdlrzednych biegunowych

19.17.

Okreslanie figur za pomocy wspolrzednych biegunowych

Figure okreslong we wspolrzednych biegunowych rozpozng
i okresli¢ za pomoca wspolrzednych prostokatnych 1
a)r=1, 0<sp<n b)0<sr<1, 0gsgp<n
90<sr<1, |p<n/d d) 1<r<3, 0<op<2n
€) r=ljcose, |p| < n/2 f) r=1ljcosp, 0<op<nf
g) 0<r< ljcosp, 0<op<mnd4 h)r=2sing, <o
) 0<r<2sing, 0<p<n ) 0<r<3sing, 0< g
k) 2sinp < r < 3sing, 0 < pET

Figurg okreslong we wspotrzednych prostokatnych okredlic z
pomoca wspolrzednych biegunowych '
a) polokrag x?+ 2 = |, y=0

b) okrag x2+y? =1

¢) kolo x*+4+)2<|

d) pierScieri kolowy 1< x4 <4

€) polkole x*+3°<1, x>0

f) wycinek kola x2+y*<1, 0 £y<x

g) obszar kata |y| < x

h) obszar kata |y| < 5x

i) polprosta y = x, x=0

i) polprosta y=1x x <0

k) odcinek y=x, Igx<s

D) polprosta y=mx, x=0

m) odcinek y = mx, Iexgs

n) okrag x*+(y—cff=¢2, >0

0) kolo x*+(y—c)P < ¢ ¢>0

P) prosta x+4y=1

r) prosta y=mx+1

s) parabola y? = 2x+1

Obliczy¢ za pomoca wspotrzednych biegunowych catke pod-
wojna

a) ([0 4y dxdy,
{6)

G ={x*+y*<a?, a>0
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b) [[ex*** dxdy, (G) = {x*+y* < 1}

e}
©) ffev= " dxdy,
()

d) JfIn(1+x*+y*)dxdy,

(&)
6)={x?+y*<a?, |Y<x},a>0

e [J(x*+4y+9dxdy, (G)={x*+)*<4}
i)

f [f arctgldxdy,
(G} x

(G)={x*+y*<16, x=0, y=0}

(G)={x*+y*<1, y=0}

g
QI Y dxdy, @)= {4+ <1, 320, y30)
+x°+y
(3]

xt—y? CIPA OO

S—dxdy, (G)={x*+)y’<d’

h) j‘[4xy i xay
\G)

O<y<x},a=0

i) [ VX*+y? dxdy,

(G)

@) ={x*+(-1<1}

x 2 152 0
————dxdy, (G)={x*+(y—1P<1, x3z0}
D'U e xdy.
()
k) f[ xydxdy,

()

I) _“- xydxdy,
)

m) || xy(x®+y?)~ 3 dxdy,
(G}
@) ={x=1P+y* <1, x>1, y>0}

- 111 -
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19.18. Obliczy¢ za pomoca wspolrzednych biegunowych pole ob

Pole obszaru plaskiego we wspolrzednych biegunowych

Zewzoru (1001 z rownoéc (19) przy podstawieniu fi{x, ¥) = 1 wynika, &= obszar
(rys. 4a) okrelony nierdwnosciami (18) ma pole

a aleh 14
G= [[dedy=[dp [ rdr = =[[q*(@p)—pi(z)]dep
(1] a plad 2 b

Analogicznie, ze wzoru (10) 1 z rownodci (21) wynika, 2e obszar (G) (rys. ¢
okreslony nicrownosciami (20) ma pole
£ rig 1
G= [[dxdy=[dep [ rdr= E_[rj[qr}d'fp
(177} a 3

o

a) ograniczonego jedna petla lemniskaty r = a./cos2e,
lpl < m/2;

b) ograniczonego petla krzywej czterolistnej r = asin2p,
lsops=sm

¢) ograniczonego kardioida r = a(l +cosg), 0< ¢ <2m

d) bedacego roznica wngtrza kardioidy r = a(1+cosg) i kola
rsa

¢) bedacego roznica kola r < a i wnetrza kardioidy
r = a(l+cosg);

f) bedacego iloczynem kola r < 2a i polplaszczyzny x = a;

g) bedacego iloczynem wnetrza kardioidy r = 4(1 +cos¢)
i polplaszczyzny x = 3;

h) ograniczonego parabolg y = x* i prosta y = mx, m > 0;

i) ograniczonego hiperbola xy = 1 i polprostymi y = ax,
y=bxdlaxz=0 O<a<h

Wskazowka Lemniskata i inne krzywe w ukladze bieguno-

wym — zob. Zadania I, s. 165, 259.

Objetosé figury przestrzennej

Niech () oznacza obszar regularny domknigty na plaszczyznie Oxp.

1. Figura przestrzenna (V) zawarta migdzy wykresem (8) funkcji z(x. y) cigglej
i nieujemnej w () a obszarem (G) (Zarys 11, 5. 199, rys. 124.1)
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(V) = {x, 03 (x.))eG), 0=z< z(x, ¥} 24)

bjetost
PR v=I[f z(x, y)dxdy (25)
1]

2. Figura przestrzenna {B) zawarta migdzy wykresami funkeji z,(x, 31 23(x. %)

ciaghych w (G) 1 speiniajacych pieréwnoét z,(x,)) < 23(x, ¥) (rys. 3)

(B) = {(x. 3,2k (x)e(@), =zl y) € 2 < 23(x, )0} (26)
5)
i o
ma objgtost
B=[{[zz(x.5)—= (x, yldxdy {27

()

19.19. Obliczy¢ objglosc figury (24) przy ponizszych danych. Sprawdzi¢,

: ; g )
czy funkcja z(x, y) jest nieujemna W
2 O =M<l DI 20 =2x+3y+7

b) (G) = (x4+y* < 9, z(x,y)=2—x=)

19.20. Obliczy¢ objetosé figury (24) przy ponizszych danych. Zbadacdla

jakich a, b, ¢, k, funkcja z(x,y) jest nieujemna w (G)
a) (G)={IxI <k W<k} z(x,y) = ax+by+c
b) (G) = {Jr.'3—|ry1 < k¥, z(x,y= ax+by+e

19.21. Obliczy¢ objgtosc figury ograniczonej plaszczyzng z = 0 oraz
powierzchnia
a) z=(1—x)(1 -y bz= 1—-x2—y*
Q) z=1—/x*+y d) z=1-—|x|—yl
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2= 02z dang powierzchnis,

s - - Ba le
19.22. Obliczy¢ objetosé figury ograniczonej plaszczyznami e gl

X ¥ 4
.-} E+E+;zl, x=D, }l=l:|. Z=ﬂ I

S = [f 122422 dedy (29)

i)
Uwaga. Dla istnienia calki (29} koniunkcja zalozen 1° i 2° jest warunkiem
wystarczajgcym, ale nie koniecznym. W zadaniach 19.25 i}—n) zaloZenia te nie sq

b) x+y+z=6 Ix+y=86, 3x
3 = +2p=12, z= .
¥ 2=0, y=i spelnione, mimo to calka (29) istnieje (jako calka niewlasciwa — 5. 11E).

c}xzup .]"'=ﬂ: Z=ﬂ',, +y= i i i
ol W x+y=4 j powierzchnig
BDx=0 y=2x y=1 z=p i powierzchnig z = x2 4

& z=0, z=3—x j powislectnia 5 . 3y Obliczyé pole plata danego rownaniem jawnym

a) z=3x+4y+5, 0x<l, O<y<1

) 2=0, y=1 ipowierzchniami y = 2 2
Wiy =%, z=x1y? b) z = ax+by+e, 0gx<l, 0<y<l
19.23, (Z;bhczyé objetos¢ figury ograniczonej powierzchniamij ¢} z =./x>+y%, 0<x<l1, O<sy<1
8) 2z=4—x2_)2 ;_g Ly A
, pil il =1
b Lo e d) z 2|[x +%) dla x*+y
E} 4x =y1+32, J.l E\/;, 2 =3 e} z=x2+y2 dla .'.CE-I-JJ'2 ‘-‘;.I
l]; X4y =2x, 22 =4y f) z=xy dla x*+)y*<3
€ dz=16—x*—y?, 5_ 1
X Y. =z ﬂ', x1+_}-'2=."4 g}z=%xz, Uéx%iﬁ, EJCQFQIJC
19.24. Obliczy¢ objetosé czedci wspolnej h) z=,/25-x*—y* dla x*+)*<16
;;:‘:ggll::fsllcow: g LG T T R _ i) z=2xy, 0<x<a, 0<y<a
WOl O promieniu a, ktoryvch & i 1
m;fmz" 2a—h), gdzie[}-::h{afc srodki sa oddalone -.. i)z= T —y? da x*+y*<a?, —x<y<x
©) kuli x* + 2 + 22 < o2 walca x2 +5% & ax (hryia Vivtanieo B k) z=./a?—)? dla x*+y*<a® (skrzyzowanie
20). walcow)
¥
DlS e 1) z:argtg; dla x3+y3€l, x}ﬂ‘
(powierzchnia $rubowa)

m) z=./a*—x*—y* dla x*+)* <ax (plat Vivianiego)

2

Pole plata danego jawnie. Jedli plat () (Zarys 11, 5. 200) jost dany w praestrzeni
n) z=./a*—x*—y* dla x*+y*<a® (poisfera)

Oxyz réwnaniem jawnym

z=z(x¥), (x,¥elG) (28)
Pole plata danego parametrycznie. Jesli plat (S) jest okreflony w przestrzeni
Oxyz réwnaniami parametrycznymi

xmx(u,e), y=wwe), z=zluu); (@e)e) (30)

gdzie:
1% zbidr f{;i“gua;y rzutefﬂ plata {S},Ijest Pbszwn regularnym domknigtym na
piamzr “zyZnie Uxy, a jego brzegiem jest jedna krzywa zamknigta zwykla
§ czgsciami gladka, b
2% z(x, y) jest funkejy klasy €' w domknigtym zbiorze (G,
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przy czym spetnione sy nastgpujgce zalozenia:
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1% zbidr (@), lezqcy na plaszezyimic parametrdw u, v, jest obszarem regul
domknigtym, ograniczonym jedng krzywa zamknigta zwykla, cag
gtadka, -

2° funkcje (30) sq klasy C' w pewnym obszarze zawierajacym zbior (2],

3° rddnym punktom wogtrza () odpowiadaja roéne punkty na (),

4° wyrazenie

2

+

A 5

¥ I

Ty Xy
I, X

(]

H=

Xy r..l’ M
xﬁ }IU

jest wewnatrz (£2) réime od 0,
to plat () ma pole
S = [ J/H dudv
En
Uwaga

1. Miekiedy role parametréw w, # spelniaja wspotrzedne cylindryczne r, @ |
sferyczne ¢, 0, lub inne. i

Uwaga |
2. Wyrazenic (31) jest suma kwadratow minordéw macierzy jakob

nowej
D{x.r,z]l_[x.. Y 2.]
Big,3)  |% ¥ &

Obliczyc pole plata danego roéwnaniami parametryczn '
(4, a, b — stale dodatnie)

a) x=u ;
iy r ¢ x= asinficosg £ 5
:_:;::; } |ul| < asiny, O<v<n }r=asinESiﬂiP x<op<f, y< 0

g o= HEGSE

5 sa dane i spelniaja warunki:

(skrzyzowanie walcow, por. zad. 19.25k); r
§ <7 (jest to prostokat sferyczny);

gdzie liczby B, ¥

st <=
b) x =rcosg 0<p-a<22m0<7

y=rsiurp} 0<r<a, a<op<f

5 bl d) x = asinfcos¢

y= ﬂSiﬂEﬂin‘P
F = al‘.‘-DSﬂ

} 0<0<n2, lol<m2-0

gdzie o, fi — liczby dane, x < ff; jest to ogdlne okreilenie
powierzchni $rubowej (na rys. 6 przyjeto b= a/n, porn

por. zad. 19.25m);
zad. 19.251);

(ptat Vivianiego,

- 117 -
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¥ =(A+acosa)sing 0< 2
L x<im O0sop<2n

gdzie 4 > a (torus, Iys. 7, por. tez rys. 7 na s, BR).

Catka podwojna niewlasciwa

Cali:la podwijna !:iewhf&l:jwa Jjest uogdlnieniem calki podwdjnej (5) {kt
_— Iui :;?w:ah& Mwﬂ na przypadki, w ktorych funkeja podeatkoy
;_“é}a T ca crwa.nm (G) 54 nieograniczone. Zakladamy, 7e funk, ja [ jesi
W (G). Obieramy cigg zbioréw (G,), gdzie n e 1 3 iajaoy
nastepujace warunki: e
1* kaddy zhidr (G,) jest obszarem
zbi regularnym domkni v
™ eg gtym, zawart
mu;km@qﬁ;ﬂl;bmmmgu[tjtz MrmcmnG iem, &e Pl.l]:l1kt:|f brzcgowe zbiur{zn}ﬁ |
i zaru (G) tylko tam, gdzie funkeja f jest okreélona
i" ciag [Gu}jestlroch}', . (G,) = (G,) dia n < ",
D:lu {F}J dgiy do fG} (rozprzestrzenia sig na (G)), tzn. kaidy domkn;
graniczony podzbiér obszaru (G) zawiera si¢ W pewnym zhiorze (G, ]
W kazd

éddym ze zbiorow (G,) twor i ji f i |
i o) zymy calke (wladciwa) funkcii f i obliczamy

lim X, Vidxd

- '55 Jtx,y)dxdy (33)
Jeili ta granica istnieje, jest skoficzona
naszlmr]amfhpod‘wdjnqniswhjciwq
samym symbolem, co catke whadciwg

nie zalezy od wyboru zbioréw (Gt |
funkcjifw obszarze (G), ﬂzuaua.m;::’y:

rLJ; Jbs dxdy = lim 1£1; flx, y)dxdy (34)

i méwimy, ze calka niewlasciwa (34) istnieje (i fed i
mowimy, fe ta calka mie istnieje {im{ m:befmt e At
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Uwaga
L. Jesli funkcja f jest wszpdzie w (G) nieujemna, to granica (33) nie zalezy od
wyboru zbiorow (G,) i moina te zhiory obraé w dowolny sposdb.

Na przyklad, obliczajac catke niewladciwa

I = [Je = "dxdy, (G)={x>0,y>0}
16}

preyjmujemy (G) = {0 = x < n,0 £ y < n}, n -+ oo i otrzymujemy
[ o= rdxdy = Jdx[e e ?dy={l—e"P¥ =1; I,=1
(] o0

Podobnie jest, jeéli funkcja [ jest wszedzie w (G) niedodatnia.

Uwaga 1

2, Niekiedy zamiast (G,), n — co, preyjmujemy (G,), h = =it 0.

Ma preykiad, obliczajac catke niewlasciwa

)}
I,=ﬂ‘—-dxd}*, (O={0<x=<1,0<y<1}
Wy

preyjmujemy (G = (h=sx < L hs y< 1}, 0<h < L, h=0,i otrzymujemy

1 1
—dxdy=jdx_l.—dy=4{l—ﬁ}‘44; I,=4
'-!IJH e

Uwagi

3. Calka wladciwa jest granica sumy, catka niewlasciwa jest granica catki.

4. Jesli zbidr catkowania lub funkcja podeatkowa sa nieograniczone, to calka
wladciwa nie istnieje, a catka niewladciwa moze istniec,

5. W kazdym przypadku, w ktorym istnigje calka wladciwa, istnieje tei calka
niewladciwa i ma t¢ samg wartosé; dlatego obie te calki oznaczamy tym samym
symbolem.

19.27. Obliczy¢ calke niewlasciwa w obszarze (G)={0<x <],

0<y=<1}
a) ‘H‘dedy b) j.J. \/E dxdy
x
G \/; ()
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c) If‘—h dxdy d) J. dx d}’

(7] (&) _P(I_
o J]‘ dxdy ) J‘J‘ dxdy
V(1=x3)(1-y% VxXp(1=x)(1—y)

=y
o f x+y dxdy h) J:fsﬂ— dxdy
(G)

(G)
x+y
i) J. 205 5 dxdy

(@)
19.28. Obliczyé calki niewlasciwe wystepujace w zad, 19.6
19.29. Obliczyé calke niewlasciwa w obszarze (G) =
Wskazéwka, Zastosowaé wspolrzedne biegunowe.

a) H_i‘ﬂfé’_ J‘ J‘ dxdy
VCE A -

1)

dxdy
o f.fw d) flnmdxdy

(&)

9 f’“ avdi, nﬂmw-ﬁy
% +_J.r

(G) x—i- 2

o [ 775

T r———dxdy

(]

{0<x?4)2 {a.

@) e T e e T

Obliczy¢ catke niewlasciwa po calej plaszczyznie Oxy,

Wskazowka. Zastosowaé wspolrzedne biegunowe.
a) [[ e oty gy b) || e~ ¥+ dxdy

Dy Oxy
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dxdy In(14x* 4%
— = - dxd
C} J‘(l_l_x +},2.]2 d) J‘J. {1+x2 +y2}2 dx ¥
Oxy

. Obliczy¢ calke niewlasciwa w obszarze (G) = {x = 0,y > 0}

a) [[(c+y)e = dxdy  b) [[xye =" dxdy
(i) (G}

Obliczy¢ catke niewlasciwa w obszarze (G) = {0 < x,|y| < x}

a) [[e = dxdy b) |[e > *dxdy
[Leyl ()
dxdy dxdy
© ,[ (1+x*)(1+y?) & j (1+x+p%)*
) (&)

. Obliczenie calki Laplace’a. Udowodnié, ze calka niewlasciwa

]

L= | e~ dx
— o

zwana calkq Laplace'a (Zarys I1, 5. 214), ma wartos¢ L = \/;1:_ .

Wskazdwka. Calki Laplace’a nie mozna obliczy¢ w zwykly
sposob, gdyz [e < dx jest calka nieelementarna (s. 13). Nalezy
skorzystaé ze zwiazku miedzy catka Laplace’a a podobna do nigj
catkg
M=} e"z_"zdxdy
Oxy

Przyjmujac ciag kwadratow (G,) = {|x| < n,|y| €n}, n> o,
wykazaé, 72 M = L?, a nastepnie ciag kol (K,) = {x*+y* < n?},
n— oo, wykazaé, ze M = . Z tych dwoch rownoéci wynika, ze

L=/

Zbietnodé bezwrglpdna i zhieinoéé warumkowa calek niewlasciwych podwojnych
i potrojnych przedstawia sig inaczej niz calek pojedynczych. Catka niewhadciwa
pojedyncza mode byé bezwzglednie zhieina lub warunkowo zhicina (Zarys I1,
5, 182). Natomiast calki niewlasciwe podwiine i potrdjne — jesli sg zbiedne — to
sa bezwzglednie zhiezne,
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Zmiana zmiennych "
¥eh w caloe podwéjnej CALKA PODWOINA Rozdzial 19

Jesli obszar fﬁﬂlﬂﬂmjr' dﬂmkﬂiﬂf {G_}jgs[ w
przcksztaloeni
R 19.35. Stosujac odpowiednie przeksztalcenie, obliczyé calke

2 1 2
s [ r)eo o fie]
b) J.j. I|'—+— dxdy, (G)= { +— < 1}

19.36. Stosujac przeksztalcenie: % = uCOsU, % =ysinv, a >0, b >0,
obliczy¢ catke

xl 1
a) j.( )dxa‘y, (G}—{— s il,iylémx}, m >0

(]

2 2
b) f( )dxti.v. ) = {—2+§2£1 |_v|a3x}

()

®={x=x(u), y= ¥, o)}
obrazem regularnego domknigtego ohszary (£2) (rys. §)

przy czym:

I” @ jest klasy ¢! w pewnym obszarze zawierajaeym obszar (2,
2° réznym punktom wngtrza ({2) odpowi
3" jakobian przeksztalcenia @

adajy rozne punkty obszary (G),

=M = Ix" xr
Diu, y)

Y ¥,
Jest réimy od 0 wewnatrz (@),

5 ng Zmi s
praeksztalcenia & tennych w calce podwojnej wedtug 19.37. Za pomoca przeksztalcenia: xy = u, y/x = v obliczyé pole ob-
szaru ograniczonego krzywymi

{.E:f{x.}'}ikdj' = ﬂﬂx{u,u},ﬂu.n}]l.ﬂdudu xy=a¥2, xy=2a® y=x/2, y=2x (a>0)

gdzie |J] jest bezw

S zgledng wartosciy jakobiany (35), f jest dowolng funkcjg

19.38. Za pomoca przeksztalcenia: xy =u, y*/x =v obliczyé pole
obszaru ograniczonego krzywymi
=1, xy=2, y'=x y=4x
19.34, . X
19.39. Obszar (G) jest ograniczony prostymi: x+y=1, x+y= —1,
x—y=1 x—y= —1. Stosujac przeksztalceniec x+y=u,

x—y = v, obliczy¢ catke ([ x*dxdy.
(@)

Stosujac o = 4 i
przeksztalcenie: 3 = ucos, 7 = usinv obliczy¢ catke

ﬂ (““ 16)“""”" iy {"i’{-% 1}

(G}

19.40. Na plaszczyznie Oxy jest dana hiperbola x* —y* = 1ina niej dwa
punkty A4, B o odcigtej s, s > 1, i rzgdnych wzajemnie przeciw-
nych. Obszar (G) jest ograniczony odcinkami 0A, OB i tukiem
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AB hiperboli. ; .
Dh!iczylzeca{i{, Stosujac przeksztalcenie: x

G = ([ dxdy G
. == J) xdxdy, =
: km;. {J;j} ¥ G_u — Eﬂ;xzdxd_}'
skazéwka. Réwnania x — ch
naniami . = BI% Y = shiy ped, 0
4mi parametrycznymi Prawej galezi hiperbol; ::cz—;fi =]

= uchy, y = yg CALKA PODWOJNA Rozdziat 19

1. Stosujac przeksztalcenie (37), obliczyé ponizsze calki, w ktorych
obszar calkowania (G) jest trojkatem ograniczonym prostymi:
x+y=Lx=0y=0

dxd
a) [f e+ dxdy b) Lj
w i6) JJ 1+(x+y)
spolrzedne strefowe na Plaszczyinie ()
Gbﬂ!ﬂf {H’]: = [ i FE i
x>0y>0 na plaszczyinie Oxy jest W przeksztalceniy %) 1l {x+y}\|| x gady - &) J) {x+y]arctg\ll| x dxdy
* = geos’ () i6)
y=esin’p 020, 0gp<an rr rr
obrazem polpasa (T) = {p > 0 ( Y ixd f LML
iy ’H‘Mm}“mﬂﬂiﬂfrw{rms} ! e],.xﬂ’ e }“xﬂ' it
% ay () ()
3 e
dxd
2 X+y R

- 19.42. Za pomoca przeksztatcenia (37) obliczy¢ ponizsza calke w zbio-
rze (@) ograniczonym liniami danymi obok calki

Xy
a) ||——=dxdy, trzyproste: y=x,y=0,x=1
,” (x+y)*

(7}

1 ;
b) -I]‘ ey dxdy, hiperbola xy = 1, prosta x+y =4
(G}

Kazdy punk p Wskazoéwk a. Stosujac przeksztalcenie (37) do linii ogranicza-
brazem powmene, 2 M2IE4CY do ( iacych obszar (G), ot lini iczajace obszar (@)
obrazem pewnego punkty P — jacych o otrzymamy linie ograniczajgce obszar |
wspdlrzednymi strefowymi il
: punktu P, mog
Przedstawiono na rys. 9 (lewa dolna i ?:Si:k:izumré geometrycznie, co
Troj 4
Offj.ﬁ: ?;cf ;:Tpﬁgq'?m‘“mm prostokgta 0’ 4'B'0
! nio obrazami odcinkgw o' 4 4
0 jest obrazem odcinka 0,0:' i odcinkow 0’4, 4'p

19.43. Za pomoca przeksztalcenia (37) obliczyc pole obszaru (G)
zawartego w I ¢wiartce plaszczyzny Oxy i ograniczonego krzywa
(8) o réwnaniu

a) (x+y)*=16xy b) (x+y) = 8xy
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Wskazowka. Krzywa (S) jest symetryczna wzgledem proste
y = x, poniewaz jej rwnanie nic ulega zmianie, gdy zmiex ne
X, y zamieniajg sig miejscami. Aby zbadaé ksztalt tej krzyw :
stosujemy obrét uktadu wspétrzednych o kat o = 45° (Zadania I,
5. 64), tj. przeksztalcenie x = (X — Y)/\/2, y = (X + Y)/,/2. Dla
a) otrzymujemy ¥? = X2 — X*/2, czyli Y= + X /1— X?/2. Jest
to lemniskata z zad. 12.1b powigkszona /2 razy (w Zadaniach I,
5. 254). Dla b) otrzymujemy podobna krzywa. Stosujac do tycl:l%
krzywych przeksztalcenie (37), otrzymamy krzywe ng;mniczajq.tﬂ
!
|

—

obszar (Q).

Rozdzial 20
Calka potréjna

Obszary regularne i normalne w #°

Przestrzen #°, czyli tréjwymiarowa przestrzen rzeczywista —zob. Zarys. I, 5 342
Ohbszar ograniczony, ktorego brzeg jest sumg skoficzenie wielu platow danych
jawnie, czyli platow o rownaniach z = z(x,y) lub x = x{y,2) lub y = y{x,z},
nazywamy ohszarem regularnym, a jego domknigeic — obszarem regularnym
domimigtym. Obszar regulamy 1 jego domknigcie maja tg sama objgtosc.

Majprostsze obszary regularne domknigte to:

» prostopadioscian (Zarys 11, s. 216, rys. 128.1)
(Vi=lasxsh p=y=q gsz=<h} (1)

glrica<hp<gg<h
o+ obszar normalny wzglgdem plaszezyzny Oxy (Zarys I1, s. 220, rys. 129.1)

(V) = {(x, Nel@, glx.)) <z < hix, )} (2)
gdzie ((7) jest obszarem regularnym domknietym na plaszczyinie Oxy, a funkeje
g, h sa ciagle w (@i glx, ) < hix, 5 wewnatrz (G); jesli przy tym () jest obszarem
normalnym wzgledem Ox, to ohszar (2) wyraia sig wzorem

(V)=lasx<h pixisy=qlx) glx.y=z= hix, 10} (3

o obszary normalne wzgledem plaszezyzny Oyz lub Oxz okreslamy podobnie,

Prostopadioscian (1) jest obszarem normalnym wzgledem wszystkich trzech
plaszezyzn ukladu Oxyz.
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20.1.

Definicja catki potrojnej

Calka potrdjna funkgji f w zhiorze (V), oznaczana symbolami

{iffipav b [ff fix,y, 2)dxdydz
¥}

¥}

jest to liczba wyznaczona przez funkcje /1 zhior (V) wedhug definicji (Zarys [
5. 216), ktora w skrdcie zapisujemy wzorem

(i1 f(p)av = lim 3 fep)av,
" i=1

gdzie: AV, jest objgtoscia elementu podziaty, P, jest argumentem nalezgcym d
elementu (AV), A jest drednicg podziatu.

Jeeli granica (5) jest skoficzona i nie zalezy ani od sposobu dzielenia zbioru (V
na elementy (4¥)), ani od wyboru argumentéw P, to mowimy, ze calka () istnigje
a funkgja fjest catkowalna w zbiorze (V). Warunkiem koniecznym istnienia catk
(5) jest ograniczonosé funkeii £ w (V). Warunkiem wystarczajgeym istnicnia te
calki jest cigghos funkeji fw (V).
Obliczenie calki potrdjnej w obszarze normalnym sprowadza sie do obliczeni;

calki iterowanej (trzykrotnej), kidrej postaé zalezy od nieréwnoici (1), (2)lub (3)
okreslajacych zbiér catkowania: :

B g &
[l fix,p.2)dxdydz = [dx[dy[ fx,y.2)dz
g x o a » M
g

i

{!'I-‘l' 8 .llilq-ﬂnr-n[:m hix, _;-]}

i

aqxab
{ P & p ol glxh }
gl=. 1% = & Alx, )

LES ]
Sy, 2)dxdydz = ([ dxdy [ flx,y,2)dz
ix,. ¥l el fx.F

b alx) LEN]
fix,y,e)dxdydz = [dx | dy | flx,y.2)dz
a px gixy)

Reguly dotyczace kolejnodci calkowania sg takie same, jak dla catki podw&jnnj.;;

Obliczyé calke potréjna w prostopadloscianie

a) ([f(e+y+z)dxdydz,
¥)

(V)={0<x<1, 0<y<2, 0<z<3)
- 128 -
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20.2.

b) [If (x+y+2)’dxdydz,
g

[V}={—Zs;x£;-—i, D<y<2, gzt
¢) szxa"“'”‘dxdydz,

(L] A

(V)={-1<x<0, _1<y<0, -1<z<0}

d) [if ycos(z + x)dxdydz,
)

k]
[V1={ﬁﬁéx£l}, 2< y<4, '[]s;zfé—i}
¢) [[f(x?+y* +2")dxdydz,
L]
vy={0<x<1, 1<y<3, 0<gz< 1}

f) [{fxyze*****dxdydz,

¥)
V)={o<x<l, 0<y<l, 0<z<1}

Obliczy¢ calkg potrojna {{f zdxdydz w obszarze normalnym

(¥}
a) (M ={ 0<xsl, 0<y<x, i}ﬁzix+y}
b (V)={ 0=sx<1, x<y<l, xézm..ﬁ}
g (V)={-1<x=<0, 0<y<l, xézi}
d}[V]={ 0<sx=l, 0=sy=sXx }rézxx}

e) (V)={ 0=<x<l, 0<sy=x, x—y<z<x+y)

Wskazowka W zadaniach f)—k) zwrocic uwage na kolej-
noéé catkowania.

HV)={ z£x<Yy, ogy<1, szs‘;{‘{
g (V={ z<x<), z<y=l, ﬂhzél}
h) (V)={-1<x<0, x<y<0, 0<z<
p (V)={ z<x<y, 0<y<l, ﬂ-mi{}
p (V)={ 0sx=z, z—x<y<€z+x, %52;3}
K(V)={ 0sx<]l, 0<y<x, <z
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20.3.  Obliczyé caike

20.4.

20.5.

20.6.

CALKA POTROJNA Rosdzint 20

[If2zdxdydz, (v)= {.)e6),/2=x <: < /& +y}

(L]
¢) kolo o srodku (0,0) i promieniu 1;

gdzie (G) oznacza: d) piericien kolowy o $rodku (0,0) i promieniach 1 i 2.
a) kwadrat o wierzchotkach

Ve . (0,0), (0, 1), (1 :
b) trojkat o wierzcholkach (0,0), (0,2), }{’2{ {;j'”’ L%
©) tréjkat o wierzchokach (0,0), (2,0, (- 2

Napisac nierownosci okreslajace zakres zmiennosci zmiennych
X, ¥, £ w biorze (V), tj. nierdwnosci (1) lub (3), jesli wiadomo, ze
zbior (V) jest ograniczony plaszczyznami, wzglednie powierz-

chniami o rownaniach

d) tréjkat o wierzchotkach (2,0), 2, -2), (~2,2),
Wskazéwka W zadani ,- :
rheda il niach €—g) mozna stosowacd wsp ) x=0, x=1, y=0, y=1, z=1, z=2 (rys. 1)
e) kolo o srodku (0,0) i promieniu T 1) i Y S
f) kui?ro sm:dku (0,1) i promieniy I |'x=ﬁ1 i|x= |
8) czes¢ wspdlna kola e) i kota f), e
Obli Eiex

1CZYCE ; £

ve calke (v)
| y=1 I\ Z':T_\\\

E{e"‘” fdxdydz, (V)= {(x, Me(G), —x <zgy}

gdzie (G) oznacza:
a) kwadrat o wierzcholkach (0,0), (1,0, (1,1), (0, 1);

b) tréjkat o wierzchotkach
- ; [ﬂl G]l 191 =4}
¢) trojkat o wierzcholtkach (0, 0), [[1, 1]{,5 1—, 1 11}]‘

1
z=1, z=2+§x (rys. 2)

Obliczy¢ catke il o plfipd vt g il -
I.l-je’dxd' d g - IC XxX=u y=u y=1, Z=]; I= Ex Tys.
m e W=, 2ipcig Ay 2 o>

z0d. b) f;:w%b

-
_#..-r"

gdzie (G) oznacza kolo o srodku (0,0) i promieniu |

Obliczyé calke z0d.c)
Widxdyaz, ¥)={(x,5)e(6), 0<s<q_pr_ »2) i
gdzie (@) oZnacza: II\I// I Z=‘|"\
a) kwadrat o wierzchotkach (0.0 1 .. ”_Z'i__, e
b) tréjkat o wierzchotkach {ﬂ[, {;‘], ][!U[,ﬂz,j’ljfgfg}‘l » 1,0y : \! 1 "\\
! 7] i 0x
=131 -
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dyx=1, y=0, y=1, z=0, z=2x

CALKA POTROJNA
& x*+y*=16, z=0, z=35

8) xleyi=t6
e
9 fff 2 Y 4 xhy
f S =y
0z /\ f
r
Oy (v
—|z=0
] 1 z 8

0 x4y =22, z=6
g x4y’ 422=25

20.8. Obliczy¢ catke potrdjna w obszarze normalnym ogra‘niczunym
przez plaszczyzny lub powierzchnie, ktorych rownania podano
obok catki (a — stala dodatnia)

a) [[f(x*+y")dxdydz; x=0,y= 0,z=0,y=a,x+z=a
(¥}

b) [f[xyzdxdydz; x=a, y=x, z= 0, z=Y
)

o [[{dxdyds; x=0, y=0, z=0, 2x+y=4, z=4-x'
¥}

!I] Jc;+y2-f—zJ =25 x*+y*=z* dla zz=0 (rys. 7]:
i) x +,‘-’2-4-.=:‘z =25, x*+y? =16, zbior (V) znajduje sig wew-
natrz powierzchni walcowej

2 (rys. £)3 d) {[fzdxdydz; y= x2, z=0, z=1, y=1
i) x2+y2+z2=1¢ z=E{x2+};3] (rys. 9) ¥
e — — 11‘ — U, = ﬂ
k) B(x*+y*) =a*z—h? dla z<h, z=0 (tys. 10) €) j“[{[xﬂf}dxdydz, y=./x, x+z y
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0) [ 2vzdxdydz: = |
ﬂ';f yzdxdydz; y= /x, y=2./x, Fm0, xll
d . e I

E}_{[;j::f xdydz; z=0, x=0, szxz’ z=4-)2

h}fijﬁxdydz; ¥y=0, y=./ax, z=a x, z=12 II
b Xy = Lla=

ettt
Gty+zenp *=0. y=0, z=y, xty+z=

to calka funkgji / po obszarzs (V) spelnia nierownosc

mV = [[[fix,y,z)dxdydz < MV
¥

gdzie ¥jest objetoscig obszaru (V).

(10)

20.10. Podaé oszacowanie caltki
a) [[](x+y+z)dxdydz,
i)

M={1<x<3,1<y<3,1<:2<3}
b) [[J(x*+ )2 +2)dxdydz, (V)= {x’+y*+2* <a?)
(¥}

0
bjetosé obszaru Przesirzennego we wspélrzednych prusmkqtnyeh

Calka
o u;?ilrﬁjna funkeji réwnej 1 jest objetodcia zhiory calkowania. O
ny normalny, okredlony wzorem (3), ma, zgodnie ze wro
rem

objetosd
Ve e Hxh My
H.[ xdy !dxﬂ{.dyﬂi dz = .fdx I Chix, ¥)—g(x, y)]dy c) {{{{x—2y+22+ﬁ}dxdyd;, (V)= {x2+y’+zz =1

d) [[f(x+y—z+10)dxdydz, (V)= {x*+y*+z> <3}

20.9. Obliczyé¢ obj tosc
_ J¢toS¢ obszaru przestrzennego ograniczonego po b

wierzchniami
VI T e s i
Ea 23 +I =1, z=0 Calka potrijna we wspélrzednych cylindrycznych

th:xz‘“J’z: 4z=x'+y?, z=1
€) z=2x2 +y, 2z=1—x2_y2

e) 23:4 x!__},: zz__:ﬁb Pt b i 3x+4y =12
f}Z—-.:Pt: +.5"1 zzzx +_}’

Wipdirzgdne cylindryczne v, ¢, z 1 wspdlrzedne prostokatne x, y, z punkiu
przestrzeni (Zarys [, 5. 151; Zadania I, s. 66) s3 zwigzane nastgpujacymi wzorami
praejscia;

X = rcosg, ¥y =rsing, =gz (11)

g x =1
h) x2 +y <% u4: ﬁf‘ z2=0, z=_/x Riy=r,  yx=ige (12)
e i

i) z=x2 +Jr’ , ZT= \/2—_:‘__}%‘; . Rdzniczka objetodci wyraza sig we wspolrzednych cylindrycznych wzorem

dV = rdrdepdz (13)
ﬂ'&mcmnie calki Pﬂtrdjnej Calka potrdjna wyraza sig we wspotrzgdnych cylindrycznych wzorem

x, ¥, 2dxdydz = %, V. 2 dv 14
Ifﬂﬂ y }"ﬁ‘ ngﬂ »a| Lm (14)

i spelnia w tym obszarze nierownods
mﬁf{x.y,z}gy {.9}

w ktorym po prawej stronie nalezy wykonad podstawiende (11) 1 (13), a (£2) jest
zakressm zmiennodci zmiennych r, @, z w zhiorze ().
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20.11. Rozpozna¢ figure okreslona we wspoirzednych cylindryczny
i okreslic ja za pomoca wspolrzednych prostokatnych

a) 0sr<l, p=0, z=0

b) 0sr<l, p=nf2, z=0

¢} r=0, 0=z=<1

d) r=1, O<op<2r, z=0

e) r=1, Osep=2n, 0=z<10
f) 0=sr<l, Osp=s2r, 0<z=<10
g) l<r<2, O0<gp<in, 0<2<10
h) 0=r<l, O£op<2r, z=1

) 0£r=l, 0£p£dx, z=r

D 0sr<l, Osp<s2n, rszsl
k) O0sr<l, O0gsop<2r, 0<z<1l—r

) 0<r<2, O0<@<2n, 2] < /41
m0<r<2, 0<¢<2n, £z% . /4-r*

0
n) 0<r<1, 0<op<2n, ./3<z<./d4-1
0) 0<sr<1, 09 <2n, rﬁézé 4—p2

20.12. Figurg okreslona we wspolrzgdnych prostokatnych (a,b,m,h
— stale dodatnie, a > b) okredli¢ za pomoca wspoirzednych
cylindrycznych.

W skazowk a. Ponizsze figury sa figurami z rysunkow 4)—10),
przy czym dane liczbowe zamieniono na dane literowe; mozemy
wiec korzystac z tych rysunkow, pamietajac o zmianie danych

Aby wyznaczy¢ zakres zmiennosci zmiennych r, z, mzwaiam}r_:

przekrdj figury plaszczyzna przechodzaca przez os O:z.

a) Walec x2+y*<a®, 0<z<h (rys. 4)
b) Kula x*+y*+z2 < a® (rys. 6).

¢) Figura wypukla (tzn. taka, ze kazdy odcinek, ktorego korce
naleza do tej figury, zawiera si¢ w tej figurze), wycigta z kuli |
x*+y*+z2 <a® powierzchnia walcowa x*+y?=h?

(rys. 8).

d) Stoiek o wierzcholku (0,0,0)ipodstawiex*+y* <a®, z=h

(rys. 5).

€) Stozek o wierzchotku (0,0, h) i podstawie x> +y> < a2, z=0

(rys. 10).
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i i 24 ;2 < g* powierzchnia
f) Figura wypukla wyciglaz kuli x*+y*+z° <a”po

; z=mx2+y* (rys. 7). e

g) Slg?gz-.l:;wigranicz;{m paraboloida obrotowa z = ml(x*+y )
i plaszczyzna z = h.

h) Figura ograniczona par

i ptaszczyzna z = —@& :

i) Figura wypukla wycieta Z kuli x

obrotowg z = m(x>+y?) (rys. 9)-

aboloida obrotowa z = h— m(x?+ %)

24 y? 422 < a® paraboloida

Calka potrojna we wspélrzednych sferycznych

ne i \ katne x, ¥

R, 0, ¢ i wspolrzgdne prosto v \ ;

7. Za:;d'ania 1. 5. 66) sa zwiazane nastgpujacymi W2oraml
¥ Ll

unktu prze-
Wapdlrzedne sferyes Zp P

strzeni (Zarys [, & 13

preejscia: .

x = Rsinfcosg, y = Rsinfsing,

zfR =cos,  y/x=12¢

z = Reosf (15)

(16)
X4+t = RY

i wyraZza si¢ We wspotrzednych sferycenych wzorem
4V = Rsin0dddpdR
ch sferycznych wzorem

S jgtofe
Rézniczka objet amn

Calka potrdjna wyraia si¢ we wspolrzedny

rdz = av| (18)
{Hﬂx'}nz\]djjﬁ"‘fu B _ng{x,y,z‘]Lm 1T
stronie nalezy wykonad podstawienia (15) 1 (17), a (£2) jest

w ktorym po prawel R, 0, @ w zbiorze (V).

~ zakresem zmicnnosci zmiennych

- § strzednych sferycznych
R zna¢ figurg okreslona we wspolrze

e i zifczlié ja za pomoca wspotrzednych prostokatnych
0o<f<n, 0=<e@= 2n

;;nﬂgf?gl, 0<0<x, 0<p<2m
c) IIEER:;,L 0=l=sm, ﬂgwfzm
d) R=12, o<b<m r,cr--2
€) R=2, f=n/3, 0se@=s:m
f) R=1, 0<O<n?, 0<@<2n
g 0<R<1, 0<0<m2, D<p<2n
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20.14.

Obliczanie calek we wspolrzednych cylindrycznych i sferycznych

20.15.

CALKA POTROJNA Rozdzial 20

h R=1, 0<f0<nMd, 0<o<2n
)0<R<, 0<6<njd, Osps2n
iY R = 1/cosd, Osf<m2, Ogsp<2n
k) ljcos6 <R<2, 0<O<unf3, 0<sp<2n
) 0< R < 1/cos#, 0<0<nf3, 0<o<In

m)0sR<1, TA<0<m2, 0<p<2n

Figure okreslona we wspolrzednych prostokatnych (a, b, m -
stale dodatnie, a > b) okresli¢ za pomoca wspotrzednych sferyez
nych. '
a) Sfera x4y 422 = 42,

b) Kula x?+4 3% 422 g g2,

¢) Polsfera z = /g —x2 yz dla x*+y* < a2,

d) Potkula 0 sz <, /g® — 52 —y* dla x*4y? g g2,
) Czasza z = /o —x2— )2 (dla x*+y? < a¥/2.

f) Wycmek kuli \/x*+y* <z Jfa?—xT—}?

dla x24 )2 < a?/2.
Jat—x? —y?* dla x4+ g gt~

g) Plaszczyza z = b,
h) Odcinek kulib < z <
=b dla x* + 2 < b*/m?.

i} Stozek ./x? +y* £z

Obliczy¢ za pomoca wspolrzednych cylindryeznych catke
(@, h — stale dodatnie) |

2) [[[/x*+y* dxdydz, (V)= walec{x*+1? < a?, 0 <z < h}.
(¥ il
b) (x> +y?) dxdy dz,

L8]

[V}=stuiek{x=+y2£a2, x24y? izs;h}

¢) ([ z* dxdydz,

¥

d) [[[zdxdydz,
¥

(V)=
M ={=*+y*<z2<,/52 1%}
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kula {x*+y*+ 2% < o2}

20.16. Obliczyé za pomocg wspolrzgdnych sferycznych catke (a,b —
stale dodatnie, a > b)

a) [[{(x*+y*+z%)dxdydz,
)

b) [[[zdxdydz,

(L]

|

)
d) (ffdxdydz, (V)= odcinek kuli {x*+y*+2* < a?,

)
e) ([ dxdydz, 22 /x +y%)
Ve

(V) = kula {x*+ y* + 2% < a?}

(V) = potkula {x*+)*+z* € a®, z=0}
dxdydz

=, (V') = roznica kul {b* < x*+y*+2* < a*}
+y 4z

z = b}

(V)= {p* < x*+y*+22< a?,
(¥}

f) ([fdxdydz, (V)= {x*+y*+22<2az, z%
¥}

Obliczyé za pomoca wspolrzgdnych cylindrycznych lub sferyez-
nych catkg (a, h — stale dodatnie)

20.17.

1 JI—x* h
a) [dx [ dyfdz
o S -
i 1—x I—\,-'G?I:}"T
by fdx | dy [ dz
-1 - JT=F o
1 JI= 1-z1—§
N N dz
-1 o T 1]
J1—x2 1 —x*—y*
d) ;dx joay | x4+ y* 422 dz
o ] ]
a Pt @ —x* -y
N LN I | S S
=a =it 0



2. OE-F
f}gix_ J s CALKA POTROJNA Roudzia 20
2 JIe=d i Dix,y,z) ria X X Xy (20)
g) {j:-:fx £ ﬂiy'!'z\/i'-’-_ﬁ}?dz Diu,v,w) |z, 3z, ir:
jest roiny od 0 wewngtrz (8),
20.18. Oblj ;
nychﬁi;ﬁﬁomc:{‘;?ﬂhmdnwh C}'liﬂdr}'cznych lub sfert to mml@pujquy wzdr na pmiang rmiennych w calee potrdjnej wedlug
E ograniczonym : =il prze ia
réwnani ; ym powierzchniami, ktéry
“,podano obok calki (a, b, h — stale dodatniy, g iy, Aixdyds = [{fftx,y,3| _ Vldudodr 2
(¥ (1] 193

(V) jest zbiorem
Wypukiym)
w ktérej f(x, y, z}Lmomm superpozycig ciaglej funkeji f na funkcje (19), a 1|

a .
) jfj}'zdxdydz, 2=0, z=p, 42 F )2 = 42 jest bezwzgledng wartoscia jakobianu (20).

(¥}

b) szdxdydz; 2= yxtty? s p

)
c) 242 :

d) {%fdxdydz; z= ﬁz +y?, z= fl—-J(:z—J,J2

;I‘:} 0z i"'lf\'- yzl &

Wspidragdne kreywoliniowe. Zmienne w, v, w wystgpujace w preeksztateeniu (19)

sa nazywane wspdfrzednymi krzywoliniowymi punktu (x, v, z).

Przykiady wspolrzednych krzywoliniowych:

1. We wspdlrzednych cylindrycznych walee (V) = {x*+)* < a®,0 < z < h} jest
obrazem prostopadiocianu (@) ={0<r<a, 09 < 2r, 0=z < h}.

2. We wspdlrzednych sferycanych kula (V) = {x*+y* +2? = a’} jest obrazem
prostopadioécianu () = {0sr<a, 0sf<n, 05 ¢ < 20)

3. Powinowactwao prostokgtne wzgledem plaszczyzny Qow w skali a jest to
przeksztalcenie

X = (i, y="! =W, J=a

w ktdrym elipsoida obrotowa (V) = {x*/a® +y*+2* < 1} jest obrazem kuli
=+ +w? = 1}
4. Powinowactwo prostokgine wzgledem trzech plaszezyzn uklade Quow w ska-
lach a, b, ¢ jest to preeksztalcenie
Ewmau, y=by, z=cw, J=abe
w ktorym elipsoida tréjosiowa (F) = {x?fa® + /b 4 2%/c? < 1} jest obrazem
kuli (@) = {#* +v*+w?* = 1}
Superpozycja przeksztalcen. Jesli w dancj calee dokonano zmiany zmiennych wg
&y, a nast¢pnie w otrzymane] calce dokonano zmiany zmiennych wg @,, to
w reznltacie w dangj calee dokenano zmiany zmiennych wg pewnego przeksztal-
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e ®
} {'r{{dxﬁydz’ Felihyl o r e x*4y?

) [[fdxdydez:
‘{[;E:l[ d}:dz, rz-}-yz.___bz, Z=ﬂ, Z=h
8 |[[dxdydz;

}{lj:il- ¥dpdz; X4yt = p3, X4y 422 = g2
Zmiana zmiennych w calce potrjnej (22)

Jedli obszar regularny domknigty (F) jest w Przeksztalceniy

P= {x = xfu, b, W), ¥=yiu, v, Hn'}, = z{“'ﬂ,w}}
(23)

obrazem regularnego domknietego obszary (2) (rys. 11)

Przy czym:

1% ¢ j !

. i Pt o 1 S e )

3" jakobian Przeksztalcenia o : T e,

-l



cenia @, zwanego superpozyciq przekszialcen @, i @ N
il 1 | L
nazywamy praeksztalceniami skladowymi tej su 1_1__"”3' “rm S CALKA POTROJNA Rozdzial 20)
Jakobian superpozycji przeksztalcen jest réwny i i inkobi -
v lloczynowi jakobianéw prz Dix,y, g -
ksztatced skladowych. e = D[[; ; ;:; = 4 g*cos psin poosfsin®d 27

MNa
peiyiind oraz nastgpujace wlasnosel przeksrtalcenia (25):
X =au u = Rsinfcosp % = aRsing 1) przeksztaleenie (25) przeksztalca wnetrze (T) na wnetrze (W) | wewnatrz (T)
&, ={}"=bu P, = {u- R sinfzin g &= y-ggg'f:ﬂ;}?f; jest odwracalne;
=W W= Rocls_ﬂ z = ¢Rcosh [ 2) kazdy punkt F = (x, y, z), nalezacy do (W) i nie lezacy na osi Oz, jest obrazem
Jy = abe Jy = Riginf J=J,J, = abeR*sinfll pewnego punktu P' = (g, ¢, §) polstupa (T liczby g, ¢ i #, zwane wspdlrzed-

nymi strefowymi punktu P, moZna wyznaczyé geometryczmie, co pracd-
stawiono na rys. 12;

20.19. Stosujac superpozycj¢ przeksztalcer &, i &,z (24), obliczyé ca k

A 5 5 ;z} | ﬂ"l_Fl ﬂl’J
a) [[[(x+yYdxdydz, (V)=4% 43 .= ¥ Ao 4
{H y¥)dxdydz, (V) FHpto <l | i Q<
2 2 2 F1 |"H"J d
b) [{[zdxdydz, (v ={ fE Y & BEL N
20.20. Stosujac superpozycje przeksztalcenia (23) oraz przeksztalcenis H ;1\'
. a0

(11), w ktorym litery x, y, z zmieniono na u, v, w, obliczy¢ calk i

2

¥
a) [[[zdxdydz, (V)={Z 4% .
.!y ydz, (V) {az+b2¢;1,ugcg

e T |

3) ceworodcian OABC, zwany sirefy, jest obrazem prostopadlodcianu
JOO"0"A'BCCY, przy czym trojkaty OA4B, 0AC, OBC i ABC sa
odpowiednio obrazami prostokatow O™A'BO™, O™A'C'OY, OVEC"O"
i A'BC"C, nadto krawedz OC bez punktu O jest obrazem prostokata
O0'C'C"0" (bez boku (0"}, punkt O za$ jest obrazem kwadratu 0'0"0™0™.

hal

2
b) f[fdxdydz, ()=1* 12 c® x
}Jtli ydz, (V) {az+bz~*’£2,ﬂﬁéz£ms-a—

Wspblrzedne strefowe w przestrzeni

20.21. Za pomoca przeksztalcenia (25) obliczy¢ ponizsza calke po
czworoscianie (V) ograniczonym plaszezyznami: x+y+z =1,
x=0,y=0:z=0
Wskazowka. Czworoscian (V) jest obrazem prostopadios-
cianu () ={0<p<1, 0<0<n2, 0<¢<n2)

dyid
a) {Ei[[x+y+z}dxdydz b) -m%

¥)
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x= ﬂ'f-‘?fiﬂiﬂ:ﬂ r T
y=pgsin‘psin’l 20, 0sps—, 0 T
= o 7 (5.4 2 =zl 3

obrazem pélstupa [T}={Q§=0 O=sp=sn2 0<é r:}
. : 5 — ,
0'god (rys. 12). Y S

Ze wzordw (25) wynikaja réwnodci

X+yt+z=g, §= tg'p, = 1g'f



20.22.

20.23.

dxdydz 1 gt f_
" .UJ[HHZ)’ D HJ‘HHZE i ;

Wyznaczy¢ figure (), ktorej obrazem w przeksztatceniu (25) jes

¥

figura (V) ograniczona plaszczyznami

a) x+y+z=1, y=0, y=x, z=10
b) x+y+2z=2, x=0, y=0, z=0
¢gx=0 y=0 2=0 z=1, x+y=1

Za pomoca przeksztalcenia (25) obliczy¢ objetosc figury (V]
ktora zawiera sigw oktancie {x =0,y =0,z 0} ijesto
niczona powierzchnia

a) (5):
b) (S):

c) (5):

(x+y+z)? =az oraz plaszczyznami x = 01y
z=(x+y)—(x+y)? oraz plaszczyznamix =0, y
iz=0

(x+y+2)° = xyz

Rozdziat 21
Calki krzywoliniowe i powierzchniowe

Calka krzywoliniowa funkcji skalarnej
(calka krzywoliniowa nieskierowana)

Calka krzywoliniowa funkeji skalarnef [ po krzywef (1) oznaczana symbolem
[fpydl (1)
i

jest liczbg, ktore) istnienie | wartodé sg wyznaczone przez funkcje podeal-
kowa [ 1 droge calkowania ({) w sposob okreslony definicjg (Zarys [T, 5. 235),
ktora w skrocie zapisujemy wzorem

[ f(P)dl = lim ¥ f(P,) 41, @
L =1

gdzie: Al jest dugodciy cigeiwy laczgee] kofice luku czgieiowego (rys. 1), P jest
punktem nalefgeym do luku ceedciowego Al f(P)) jest wartoscia funkeji
w punkcie P, liczba A, zwana frednicq podziatu, jest dlugoscia najdiuzszego tuku
czedciowego w danym podziale, a krzywa ({) jest tokiem gladkim lub krzywsa
cegdciami gladka (Zarys I, s 379)
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Obliczanie calki krzywoliniowej nieskierowanej

Calke krzywoliniows nieskierowang obliczamy za pomocy calki oznaczon
ktérej postad zalezy od postaci réwnania krzywej. '
Euk na plaszezyinie dany jawnie. Jesli tuk (I) ma réwnanie

y=yx), asx<gh

o
[f(P)dl =
L]

L+ y2 dx

]
[,
Jedli zamienimy role zmiennych i okreslimy uk (/) rownaniem

x=x(¥ g=ysh

S dy

Euk na plaszczyinie dany parametrycznie. Jesh luk (/) ma rownania
x=x{t), y=yp(t) a<t<f
.
jfPydl = f{x,ﬂl_ VE+P d
A -
Euk w przestrzeni. Jedli tuk ({) ma rownania parametryczne

to

h
[f(P)dl = [ f(x,y)
in @

=

x=x(t), y=y(t), z=z(t); ast=f

to
II{PH!=II{1 2| NP dt
et
Uwagi

1. Calki wystgpujgce po prawej stronic powyiszych czterech wzordw moga b i
calkami niewlasciwymi. Kropki nad x, y, z we wzorach (5) i1 (6) oznaczajg
rdiniczkowanie wzgledem parametru £ 1
2, Jedli droga catkowania jest czgéciami gladka (np. gdy jest linig tamang) lub jedli
droga catkowania lub funkcja podcatkowa jest na pewnej czesci drogi okreslona
innym wzorem niz na pozostatych czesciach, to dzielimy droge catkowania
na czgsci, obliczamy calki krzywoliniowe odpowiadajace tym czgdciom i dodaje
my je.
3. Wzory (3}—{6) sa prawdziwe przy zaloZeniu, 2& w cales oznaczonej dolna
granica catkowania jest mnigjsza od gornej. Dlatego, obliczajac calke krzywo-
liniowa nieskierowana za pomoca catki oznaczonej, nalezy na kazdej czedci drogl
catkowania catkowac zgodnie z kierunkiem wzrostu zmiennej catkowania, n-'
wyjasnia ponizszy preyklad, '
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Obliczymy catke j fip)dl, w ktorej f(F)=x+y, & droga catkowania {I)
jest suma odmnké-w T B i BC oraz polokregu CDA (rys. 2).

Obliczamy calki odpowiadajgce trzem czgéciom drogi i dodajemy je.
. AB = {y=x—1, xe{GD} dl = f2dx, f(P)=x+(x—1)=2x—1

If{md:-j{zx-ljfdx_f{x —x}‘ =0

2 BC={y=1-x xe(@1)}, di=y2dx f(A=x+(1-¥=1
jrnd= Lnni= [J2dx= xﬁL =2
) (1]

3. CDA = {x =cost, y=sing te(n/} Inf2y), di=d f(P)=
=cost+sint
T dt = (sint —cost) =i 2
L 1 = (5int — = -
ch{P}dl_ jn[msﬁsmt] t L

Odpowieds: /2 —2.

Obliczy¢ catkg krzywoliniowa funkcji skalarnej po krzywej
okreélonej na plaszczyinie Oxy réwnaniem jawnym

1
a) j%ﬂ; (I): y=3x2, 0gx<1
{n
b) J%d!; @: y=1/x, 1<x<2

)
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c) ;'Lzymxﬂ; (1): y=sinx, 0sx<nap
d){,jf]}’df; : y=2%, ogx<1

2 e .
e} [{j}r L+xdl; (I): =—-xf sx=<3
D [yd; () y=/1-x2, —-1<x<1

i

g}{{irﬂ; 0: y=1-x2, —1<x<

h}[_!;xdl'; () y=1-x% O<sx<l
:}&[j|x+y|d1; y=a ~ligr gt
ﬂilxﬂ'idi; @: y=p, —-1<x<1
k) {{3}'5"‘1{; (): y=e*, 0<x<In3

)] [!;shx:ﬂ; () y=chx, 0<x<In3

m) :'!:'ﬂ; (): y=chx, a<x<ph

n) [dl; (I): y=e, asx<b (podstawié¢./1+e2* =

i

1 x
o) J.Fﬂ; (1): y=ach;, —a<£x<a

n
p) 1+-9— dl; (D):
g X4 () y=x./x, 0<x<4
n

r) {{;x}'zdf; (1): y=ach%, 0<x<a

g 2 2 . a
1‘.!}“1?\.”! v () y=/1-x%, 0<x<1
(symbol exp z oznacza &)
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| 2. Obliczy¢ calke krzywoliniowa funkcji skalarnej po krzywej

okreslone) na plaszczyinie Oxy lub w przestrzeni Oxyz row-
naniami parametrycznymi
a) fxydl; () x=acht, y=asht; 0<t<1
0
b) [(x*+y*+2%dl; (I): x=acost, y=asint, z=bt;
::‘I'}ﬁ t=<2n
¢) [(x*P+y*?)dl: (I): x=acos’t, y=asin’t;
{{i}:é t<2n

Xz ; 2 o R kg
d}_l‘1+2ydl’ g x=£ p=1% z=3t 0st<l

I
€) _[}rzdi; (I x=alt—sint), y=all—costy 0st<2n

f) jxyzd.i'; I x=¢, y=e"", z=1t./2; 0gt=l
1]
g) jzdf; (Ix x=3cost, y=3sint, z=4t; 0<t<2n

b) [Iyldl (Ix x=cost, y=sint, 0<t<2n
iy

) [xydh (I x=t y=£/2 0gt<g1
I

1
i J.-jydt; () x=cost, y=2sint; 0<t<nf2

I
k}J‘ .l'-f;ydl; (I x=at, P=§-Iz. 2=%I3‘: 0<sr<1
I

1) [4xyzdl; (Ix x=acost, y=asint, z=c; 0<t<2n
i
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21.3. Obliczy¢ catke krzywoliniowa

21.4.

21.5.

[ (x+y)di
0!

gdzie (I) jest brzegiem trojkata o wierzcholkach: A — (0,— 'I
B=(2,0, C=(0,2). |

Obliczy¢ calke krzywoliniowa

[ fx, pydi
(1]

gdz:'r:_ J(x, ) jest odlegloscia punktu (x, y) od poczatku ukiadu,
a (I) jest okregiem x*+y? = ax, a > 0. '

Calkowanie po odcinku

mdnﬂkmmox}ﬂkﬂmhdﬂ{xl‘r_‘r‘}iﬂd_—{x.,,rl}maréw by
parametryczne

AB= {x= Tt et

Y=yt ra—yat

E‘Tm w pmtmm GJC}'Z o koncach A“{x‘ll}".l&“&} i B ={xm}rhz.} ml

X=x,+([xg—x,)t
AB=< y=y,+l—yat 0=t<1
2=ry+(zg—z, )t
Obliczyé catke krzywoliniowa
If(x!]'?:ld! I

i

gdzie f(x, y) jest kwadratem odlegloéci punktu (x 1
: : »¥) od pocza-

tku ukladu, a (I) jest odcinkiem laczacym punkty 4 = (3,2)8
|

iB=(-1,1).
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21.6. Obliczy¢ catke krzywoliniowa

[flx,y.2)dl

)

gdzie fix,y.z) jest odwrotnodcia odleglosci punktu (x,y,2)
od poczatku ukladu, a (I) jest odcinkiem laczacym punkty
A=(2,3,00i B=(1,1,2).

Calka powierzchniowa funkcji skalarnej
(calka powierzchniowa niezorientowana)

Calka powierzchniowa funkcji skalarnei fpo powierzchni (5), oznaczana symbolem
[ r(Pyds b))
i)

jest liczha, ktorej istmicnie 1 wartosC sa wyznaczane przez funkcje podcal-
kowsa fi powierzchnig calkowania (§) w sposob okreSlony definicja (Zarys I,
5. 239), ktéra w skrocie zapisujemy wzorem

JJ f(P)dS = lim ¥ f(P)) 45, (10)
(5) MR T
gdzie: A5, jest polem clementu stycznego do powierzchni catkowania (3), P jest
punktem stycznoéci, f(P;) jest wartoscia funkcji f w punkcie F;, liczba o, zwana

frednicg podzialu, jest najwickszg ze Srednic elementow stycznych, a powierzchnia
(5) jest powierzchnia gladka lub czeéciami gladka (Zarys I, 5. 424).

Uwagi
1. Jedli f{P) = 1, to catka (9) jest polem plata (S), co wyrazamy wzorem

§={fds (11)
(51

2. Jesli funkcja fma na placie (5) wartosc stalta rowng k, to catka (9) jest iloczynem
liczby k przez pole § plata (5).

Obliczanie calki powierzchniowej niezorientowanej

Plat dany jawnie. Jeili (5) = {z = z{x, y), (x,¥)e(G)}, to

gf{?}ﬂ- [IF[EN) Sz 41 dxdy (12)

[[7}] == zix,p)
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21.7.

Plat dany parametrycznie. Jesli plat (5) ma réwnania parametryczne

CALKT KRZYWOLINIOWE 1 POWIERZCHNIOWE Rozdzial 21

x=x(uo, y=ypv, z=zu0); (uvield)

prey czym 54 spelnione zalodenia 1°—47, 5. 116, to

e .J"_ H dudv

¥ = piw.wh
2= 2w,

”ﬁP}dS H-ﬁx ¥.2)

218,

gdzie H jest wyrazeniem (31) z rozdz. 19 (s. 116).
Plat na sferze. Jeili ptat (5) lezy na sferze x* +y* +:2% = R? i jest wyznaczol
przez zbior (£2) par (8, ¢) wspolrzednych sferycznych, to '

Risin0d dg

¥ = Hsinffsing
= Kool

EIIPHS= ﬂﬁx.r. ﬂ'uhm

Plat na walcu. Jesli plat (S) lezy na walcu x*+y* =r? i jest wyznaczony p
zhior (2) par (@, z) wspolrzednych cylindryeznych, to

rdpdz

l-“
=g

ﬂﬂP}ﬂ’S Hﬁix ¥, z}ll_

Uwagi
1. Calki wystepujace po prawych stronach wzordw (12)—(15) moga byé catkam
podwajnymi niewlasciwymi (s. 118).

2, Jesli powicrzchmia calkowania jest czgiciami gladka (np. powie

wicloécianu), to obliczamy catki odpowiadajace poszczegdlnym czgiciom ghad
kim i sumujemy te cafki

219,

e}HdS (S)={z=+* 24y%; O0<sx<1, 0<ysx}

f}ﬂzds §) ={z=/x*+y* da xt+y* <a’},

Za pomoca wzoru (11) obliczy¢ pole plata (5) okreslonego
ponizej. ' 1 o
Wskazowka. Karzystaé ze wspoirzgdnych biegunowych.
a) (§) = {z=2xy dla x'+y’<a’}

2
b s=x*+y* dla x*+y* <a’}
c;g]} %z—x’—y dla x*+)y* <a*}
2
d) (5)={z=-/x*+)y* dha 24y <a*}
§ (5)={z=1-x*—y" da x*+y? <1}
Obliczy¢ catke powierzchniowa

a) szs (8) = {z =xy; 0D<x<l, 0sy<l}
b) ﬂds () = {z = xy; 0<y</1-x%, 0<x<1}
c) _[de (§)={z=1-x*=»% xX+y* <1}

(81

i}ﬂzdS §)={z=+/2xy; 0sx<], 0<y<l1}

o jjds, (§)=(z=/2y; 0<x<1, 0<y<l)
. - - - IS‘ " .
Za pomoca wzoru (12) obliczyé calke powierzchniows | PIRI—— R powierzchniowa H ﬁz‘_ﬁ,:’ ds, gdzie (S) jest
; y ik . 15}

a) [[(z—x—ydS, (S)={z=2x+2y; 0<x<1,0<y<1} platem powierzchni srubowej

) il

X =unen-o<ugl 16

h} fj;}x}’z 1+4xzd3, [S}={2=1—x1; 0=sx<1, {izgmnu U;uél ': }

Dot} calk ierzchniowa

21.11. Obliczy¢ ¢ powie

¢) [[xyzdS, (S)={z=1-x—y; 0<sx<1,0<y<1-x} ?

%)

d) [j2ydS, §)={z=x*+y/3;0<x<1, 0<y</x}
5
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21.12. Obliczy¢ calke PDWEI.‘-rzchni-:}wg

ds
m\/;ri_'? }fﬂj;ds
c) EMdS d) J'I(x2+}.3}ds

i5)
w ktorej powierzchnia calkowania jest torus

x= [A+amsa]cusq:~
= =(A i 0<
(S) {y (4 +acosa)sing Je g8 2"‘}, A>a>0

CALKI KRZYWOLINIOWE I POWIERZCHNIOWE Rozdzial 21

Obliczy¢ catke powierzchniowa
a) [[zdS b) [[dS
i5)

(8)

Calkowanie po sferze i po powierzchni walcowej

Za pomoca wzoru (14) obliczyc calke, w ktorej powierzchnig
catkowania jest polsfera (S) = {x*+y*+z* = R%, z = 0}

a) H xdS§ b) H ydS c) H zdS
%) (5 5

Z = asing ¢ < 2n

21.13. Obliczy¢ pole plata (S) Wycigtego z paraboloidy hiperboliczs

x2=y*=2z walcem x24y2_ 4
parametryczne Y’ =2 Pht ten ma réwns 1
by d) [fx*y*dS e [[(x+y+2)dS D [f(x*+y*+2%)dS
(S =<y=py_ is) 8 is)
z=Jup g) (x*+y%)ds

21.14. Z hﬁiperbulnidy jﬁdnﬂpnwiﬂknwej obrotowej x?4+y2_,2 _ 21.16. Za pomoca wzoru (15) wyznaczy¢ pole plata wycigtego z po-

wycieto Pas plaszczyznami z = 0 j 7 = X N wierzchni walcowej (W) = {x*+y* = a®} (rys. 4)
i 1 (rys. 3), ktéry

przedstawi¢ réwnaniem jawnym mes

O ={z=/+y"_1 dla IS x?+y* <2}

4) 0 24

przez;
a) powierzchnig walcowa (T)= {y*+z*=a’, x =0},
b) powierzchnig stozkowa (K) = {y*+z* =x% x2=0},
¢) paraboloidg obrotowa (U) = {y*+z* = ax}.

(W zadaniach b) i c¢) wystepuja catki nieelementarne).
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a tak#e rownaniami parametrycznymi
X = COsQ—tsing
(8) = {y = sinp-+oosg. 15 féﬁ“}

2=
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Calkowanie po powierzchni czesciami gladkiej
21.17. Obliczyé catke

1
.'.J.{1+x+,v}2 -~
{5}

W ktorej (S) jest powierzchnia czworoéciany o wierzchotka

0=(0,0,0, 4=(1,0,0, B=(0,1,0), C = (0,0,1).

21.18. Obliczy¢ calke
Il (x*+y%)ds

is)
w ktorej (S) jest catkowita powierzchniy stozka o powi

bocznej speliajacej rownanie z =/x*+y* i o podsta i

lﬁﬂmj“’]ﬂasmﬁniezz 1.

21.19. Obliczyé calke gzds, gdzie (S) jest calkowita powierzchnia
figury ograniczonej powierzchnia stozkowa z = . /x% 4 y? |

raboloidg obrotowa z = 2—x2—y?,

21.20. Obliczyé calke

» [z

(5}

gdzie (S) jest platem wycietym z i
paraboloidy z = x?+ 2
plaszczyzne z = 1. 1 T

ds b) [[lxyzds

5]

Srodki mas i momenty bezwladnosci

Masa powierzchni materialnej (5) o gestodei powierzchniowej f{P) dla Pe(S),

WYTAZA §ig WZOIem

m = f{f(F)ds
5

Masa linii materialnej (/) o gestodci liniowe) f(P) dla Pe(l) wyraia sig wzorem |
(22)

m= [f(P)dl
in

= 1R6

21
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21.21. Obliczyé mase sfery (S) = {x®+y*+z® = R?}, zakladajac, ze

gestosé f(P) tej sfery jest rowna:

a) odleglosci punktu P od osi Oz,

b) kwadratowi odleglosci punktu P od osi Oz,

¢) odwrotnosci odlegltosci punktu P od osi Oz,

d) odwrotnosci kwadratu odleglodci punktu P od osi Oz.

Dana jest sfera (S)= {x*+y*+z*=R?*} i na niej punkt
A = (0,0,—R). Obliczy¢ mase tej sfery, zakladajac, 7e gestosc
f(P) tej sfery jest rowna:

a) odleglosci punktu P od punktu A,

b) kwadratowi odleglosci punktu P od punktu A,

¢) odwrotnosci odleglosci punktu P od punktu A,

d) kwadratowi odwrotnosci odleglosci punktu P od punktu A.

. Na plaszczyinie Oxy dany jest okrag (I) = {x*+y*=r*}.

Obliczy¢ mase tego okregu, zakladajac, ze jego gestosc f(P) jest
rowna:

a) odleglosci punktu P od osi Oy,

b) kwadratowi odlegloéci punktu P od osi Oy,

¢) odwrotnosci odleglosci punktu P od osi Oy.

. Na plaszczyznie Oxy jest dany okrag (I) = {x*+)* =r’}, a na

nim punkt 4 = (—r, 0). Obliczy¢ mase tego okregu, zakladajac,
ze jego gestosc f(P) jest rowna:

a) odleglosci punktu P od punktu A,
b) kwadratowi odleglosci punktu P od punktu A4,
¢) odwrotnoéci odlegtosci punktu P od punktu 4.

Srodki mas. Srodek masy ciata rozcigglego o gestoscl p = p(P) = p(x, y,z) jest
dany wzorami

1 1 1
Xy = ;J‘xdm, Yo = = yim, z,= ;J.:d'm (23)
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21.25.

21.26.

gdzie m = [ dm jest ogdlng masq ciala, a symbole catki [ i rézniczki masy dm n I
sens zaleiny od rodzaju ciata, co przedstawiono w ponizszej tabeli.

Rodzaj ciata Calka Rézniczka masy
Odcinek na Ox pojedyncza dm = pdx

Luk krzywoliniowa dm = pdl
Ohbszar plaski na Oxy podwdjna dm = pdxdy
Plat powierzchniowa dm = udS

Bryla potrajna dm = pdxdydz

Liczby j xdm, Iydm j.'zdm nazywamy momentami statyeznymi ciala na osiach 0
Oy, Oz, '

Cialo nazywamy jednorodnym, gdy jego gestost jest stala.

Cialo jednorodne symetryczne (frodkowo, osiowo lub plaszezyznowo) ma srodel

masy w srodku symetrii, wzglednie na osi lub plaszczyinie symetrii. Masa ciala

jednorodnego jest iloczynem gestodel i miary ciata.

Na plaszczy#nie Oxy obrano trzy punkty A = (0,0), B = (4,0)
C = (0,3). Znale#¢ §rodek masy: f

a) trzech punktow materialnych, kazdy o masie réwnej
umieszczonych w punktach 4, Bi C;

b) trzech odcinkéw materialnych (pretow) AB, BC i CA, kazdy

o gestosci liniowej stalej i rownej 1;

(wskazowka: kazdy z odcinkéw zastepujemy jego srod-
kiem, koncentrujac w nim masg calego odcinka, i dla otrzyma-
nych w ten sposob 3 punktow materialnych wyznaczamy

srodek masy wg wzorow

1 1 1
Xp = ;Ex;m,-, A i ;EJ’J"‘J* Zg = ;Zz_,mj

gdzie j jest wskaZnikiem sumowania);

c) plaskiego obszaru (plyty) o ksztalcie trjkata ABC o gestosci

powierzchniowej stalej i rownej L.

Znalezé sdrodek masy:

a) jednorodnego polokregu (I) = {x*+y* =a? y =0},
b) jednorodnego pétkola (G) = {x*+y*<a®, y=0),
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¢) jednorodnej polsfery (8) = {x*+y*+2* =a’, 220}
d) jednorodnej potkuli (V) = {x*+y*+z* <a’, z=0}

Momenty bezwladnosci

Moment bezwladnodei wzgledem prostej d jest 1o liczba, kiora
— dia punktu materialnego P o masie m jest dana wzorem

¢ (P)m (24)

gdzie p(P) jest odlegloscia punktu P od prostej .
— dla zbioru punktow materialnych P; o masach m; jest dana wzorem

L' (Pjm, (25)
— dla ciala rozcigglego o gestodei p jest dana weorem
fo* (Pydm (26)

gdzie symbol calki i rdfniczki masy dm maja sens podany w tabeli na s. 158

. Obliczy¢é momenty bezwladnosci nastgpujacych cial jednorod-

nych, przyjmujac, ze ich gestos¢ jest rowna 1:

a) odcinka o dlugoéci | wzglgdem prostej prostopadlej przecho-
dzacej przez koniec tego odcinka, -

b) odcinka o dhugosci [ wzglegdem prostej zawierajacej ten
odcinek,

¢) okregu o promieniu ¢ wzgledem osi symetrii okregu prosto-
padlej do plaszczyzny tego okregu,

d) okregu o promieniu a wzglgdem Srednicy tego okregu,

e) kwadratu o boku a wzgledem jednego z jego bokow,

f) kwadratu o boku a wzglgdem przekatnej tego kwadratu, ;

g) kota o promieniu a wzgledem osi symetrii kola prostopadie]
do plaszczyzny tego kola,

h) kola o promieniu a wzgledem $rednicy tego kota,

i) polsfery o promieniu a wzglgdem osi symetrii te] polsfery,

j) polsfery o promieniu a wzgledem Srednicy tej piflsfery, 1

k) potkuli o promieniu @ wzgledem osi symetrii tej potkuli,

1) potkuli o promieniu a wzgledem srednicy tej potkuli,
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m) szeScianu o krawedzi a wzgledem jednej z krawedzi te
szescianu,

n) szescianu o krawedzi a wzg]@dmn przekatnej Sciany t g

szescianu,

0) powierzchni bocznej walca o promieniu a i wysokosci h wzgle

dem osi tego walca,

p) powierzchni bocznej walca o promieniu ai wysokosci h wzgl

dem srednicy deSIdWY tego walca,

q) walca o promieniu a i wysokosci h wzgledem osi tego walca
r) walca o promieniu a i wysokosci h wzgledem érednig

podstawy tego walca,

s) stozka o promieniu a i wysokosci h wzgledem osi symetrii teg

stozka,

t) stozka o promieniu @ i wysokosci h wzgledem érednic

podstawy tego stozka,

u) powierzchni bocznej stozka o promieniu a i wysokofe

h wzgledem osi symetrii tego stozka,

v) powierzchni bocznej stozka o promieniu a i wysakq

h wzgledem srednicy podstawy tego stozka.

Calka krzywoliniowa skladowej stycznej wektora
(catka krzywoliniowa skierowana, praca)

Calka krzywoliniowa skladowej stycznej wektora F po krzywej skierowanej (1)
zwana takie calkg krzywoliniowsg skierowang lub pracg wektora Fna draduﬁ}, jest

oznaczana symbaolami

[ Fdl = [ Fydi = | Feos(F,I)dl = | Xdx+ Ydy+Zdz

Lo in ] 0]

PIZY CZYM preyjmiuje sig nastgpujace ustalenia:

— krzywa skierowana (I), zwana drogq cafkowania, jest ukiem gladkim 1 b

krzywy czesciami gladka;

— jesli krzywa ([} jest zamknigta, to catkg (27) nazywamy cyrkulaciq wektora Fpo.

krzywej (7} i oznaczamy symbolem §; jesli zas jest to krzywa niezamk
o koncach 4 i B, to pod znakiem calki zamiast (I} piszemy AB lub BA zale
od zwrotu krzywej;

— wektor podcalkowy F =[X, ¥, Z] jest funkcja, ktdra kazdemu punkto :

F = (x,y,z) krzywej ([} preyporzadkowuje wektor
F(P) = [X(P), Y(P. Z(P)] = [X(x,y,2)}, Y(x, 5,2}, Z(x,y,2)]
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— oé I styczna do krzywej (1) jest skierowana zgodnie ze zwrotem ([);

— liczba F), zwana skladowa styczna wektora F, jest miarg prostokainego rzutu
wektora Fna of I

— wektorowa rogniczka tuku df = [dx, dy, d=] oraz zwykla rdiniczka uku d sq
to symbole, ktore przy obliczaniu catki zastgpujemy odpowicdnimi wyraze-
niami, zaleznic od postaci rdwnania krzywej ({).

Catka krzywoliniowa (27) jest liceba wyznaczona przez wektor podeatkowy

F i krzywg (I}, wedtug definicji (Zarys II, 5. 247), kiorg w skrocie zapisujemy

weorem wektorowym

[ Fdi=1lim ¥ F(Pj4al, (28)
i A0

lub wzorem analitycznym

J Xdx+ Ydy+Zdz = lim Z (X(P)dx;+ Y(P) Ay +Z(P)4z) (29)
LU

gdzie: Al = [dx;, dy;, 42;] jest wektorem cigciwy laczacej kofice huku czgs-
ciowego, P; jest obranym punkiem luku czgsciowego, F(F;) jest wektorem
podcatkowym w punkcie P, liczba 1, zwana frednicq podziahs, jest diugodeia
najdtuiszego luku ceefciowego.

Uwagi

1. Jedli wektor Fjest w kazdym punkcie huku (1) prostopadly do tuku lub rowny 0,
to praca wektora F po fuku (J) jest rowna (1

2. Jeili wektor F ma na tuku (1) skladowa styczng o wartoscl F, stale), to praca
wektora F po huku ({) jest iloczynem wartodci F| i dtugodcd tuku (1),

Obliczanie calki krzywoliniowej skierowanej

Luk w przesirzeni dany parametrycznie. Jesl luk AB ma rownamnia
x=x(t), y=pit), z=z(th est<p (30)
gdrie punkt 4 odpowiada wartosci o, a punkt B wartodei f, to

[
J Xdx+ Ydy+Zdz = [[X(x,p,2)3+ Y(x, p.2)y+Z(x,p,2)2| __dt (31)

Al V=i
: = aif]

gdzie kropka nad znakiem funkcji oznacza réiniczkowanie weglgdem f.
Euk ma plaszezyinie dany parametrycznie. Joili uk AB ma réwnania
x=x(t), y=ylth ast=f (32)
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[
ML erx+ Ydy = [[X (x,y) %+ Y(x,3) dt

=il
=il
Luk na plaszczyinie dany jawnie. Jesli luk 4B ma réwnanie

¥=px), asxgf

21.32. Za pomocg wzoru (35) obliczy¢ catke krzywoliniowa skierowana

a) | xydx—x*dy b) [xydy+x*dx
i i
po tuku hiperboli (I)={y=1/x, 1 <x <4},

to a . 2 :
skierowanym zgodnie ze wzrostem zmiennej x.

[ Xdx+Ydy = [[Jr{x W Yix, mf|' dx
(4B} iz
Uwaga Wzory (31), (33) 1 (35) pozostajg prawdziwe, jesli w nich AB zmisnim 1)
na B4, a jednoczednie przestawimy granice caikawama Prawe strony wzo 0!
(31), (33) i (35) moga by¢ catkami niewlagciwymi., ]

21.33. Obliczy¢ calke krzywoliniowa skierowana

a) -I‘ldx+id}r b) Jldy—idx
x ¥y X 4
(] [}
po tuku paraboli ()={y=x% —-1<x<1},
skierowanym zgodnie ze wzrostem zmiennej x.

21.28. Za pomoca wzoru (31) obliczyé calke krzywoliniows skierowans

a) [xdx+ydy+zdz b) | ydx+zdy+xdz

n i
pokrzywej (= {x=2t,y=1* z=1-1; 0<t <1},
skierowanej zgodnie ze wzrostem parametru ¢,

- 21.34. Obliczyc¢ calke krzywoliniowa skierowang

a) [ yzdx+zxdy+xydz

o
po tuku (I} = {x =cost, ¥y =pgint, 2= Q1< 1)
skierowanym zgodnie ze wzrostem parametru t;

21.29. Obliczy¢ catke krzywoliniowa skierowana

a) [zdx+xdy+ydz b) | ydx+zdy—xdz
n in

po krzywej ()= {x =12, y=1%, z=1, 0 <t < 1}, h}f dx 4+ dy+>2-dz
skierowanej zgodnie ze wzrostem parametru 1, # :
pohlku[l'}={x=£, y=t} z=¢* 0<tg1},

21.30. Za pomoca wzoru (33) obliczyé catke krzywoliniowa skierowar 4 skierowanym zgodnie ze wzrostem parametru t;

a) [xdx+ydy b) [xdy—ydx

I 0]
po tuku elipsy (I) = {x =2cost, y=sint; 0<t < w2},
skierowanym zgodnie ze wzrostem parametru t.

¢) | xdx+ydy+(x+y—1)dz
AR

po odcinku AB o koficach 4 =(1,1,1) i B=(2,3,4),
skierowanym od 4 do B. (Rownania parametryczone odcinka

o — 5. 150).
21.31. Obliczy¢ catke krzywoliniowa skierowana

a) [2xdx+y*dy b) | 2xdy—ydx
I )

po Ewiartce okregu (1) = {x = cost, y=sint; 0 <t < m/2},
skierowanej zgodnie ze wzrostem parametru t.
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21.35. Obliczy¢ catkg krzywoliniowa skierowana
a) Jl—x cosydx+ ysin xdy
po odcinku skierowanym od A = (0,0) do B = (n, 2n);
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21.36. Obliczyc catke krzywoliniowa skierowana

21.37. Obliczy¢ caltkg krzywoliniowa skierowana

b) [(2a—y)dx—(a—y)dy

0
po luku cykloidy: (I) = {x = a(t—sint), y = a(l—cost),
0<1t<2n}, skierowanym zgodnie ze wzrostem f;

) {j;(xz —2xy)dx+(y* —2xy)dy

po luku paraboli (I)={y=x*, -1 < x < 1},
skierowanym zgodnie ze wzrostem zmiennej x.

Calkowanie po krzywej czesciami gladkiej.
Modul pod calka

Catkg po krzywej czesciami gladkiej, np. po lamanej, obliczamy w ten sposab,
obliczamy calki po poszczegdlnych czgéciach gladkich danej krzywej i dodajemy
te calki.

Podobnie postgpujemy, gdy na poszczegdlnych czgfciach drogi funkeja podcal

kowa jest okreslona roznymi wzorami, np. na skutek wystepowania znaku

modutu w funkcji podcatkowej.

[ (x*+y*)dx +(x*— y*)dy
i

po lamanej ()={y=1-|1—-x, 0<x<2} skicmwanal_

zgodnie ze wzrostem zmiennej x (rys. 5).

5_lﬂy

f____
7 i Y o

[ ¥l dx+xdy
in

.
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po tuku paraboli (1) = {y =x*—1, 0<x< 2} skierowanym
zgodnie ze wzrostem zmiennej x (rys. 6).

=)

=1

Calkowanie po odcinku réwnoleglym do osi ukladu

Obliczymy dla preykladu calke krzywoliniows skierowang
| xydx+xy'dy

ABC
po lamanej ABC o wierzchotkach A4 =(1,2), B=(3.2), C= (3, —1) (rys. T}
) oyl
A ]
2 y
I
i 1
oS !
] Fi [iT]
| Loy - (e

¢

Ma odcinku AB jest y = const = 2, dy = 0, wigc na tym udx:ilnku drugi alumfall:i
odpada. Na odcinku BC jest x = const =3, dx =0, wiec na tym odcinku
pierwszy czhon calki odpada g £
[ xydx+xy'dy = _j'_xy:bt+éxy3dy = f2xdx+ | 3yldy=—1
ABc AR 1 2

21.38. Obliczyé catke krzywoliniowa skierowang po lamanej ABC

[ 2ydx—xdy
ABC
gdzie: A = (1,1), B=(4,1), C=(4,3).
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21.39. Obliczy¢ calke krzywoliniowa skierowana po lamanej 4ABCD :

21.40.

[ ydx+xdy+2zdz
ABCD

gdzie: A =(1,1,1),B=(3,1,1).C =

b) [ y*zidx+2xyz’dy+3xy*zidz
ABCD
gdZiE: A= ':3'1'21‘ 3 1}:B i {5.2. —1),C= (594: =3 1}:
D=(54,1)

a)

[3:4: I]rD =(3,4,2);

0) J. LigepZay-ZL
Z Z Z
ABCD

gdzie: A = (4,3,1),B = (6,3,1),C = (6,5.1),D = (6,5,2).

Obieg i cyrkulacja na plaszczyZnie

o takim zwrocie jak kat skierowany (0x, 0y).

| Ziey

Jewnetree
krayweef 1]

Kz (i)
[ |
Przez cyrkulacje po krzywej zamknietej zwyklej () (o ile nie podane doda ;

Obliczyé cyrkulacje
§ ydx—xdy
10
a) po okrggu (1) = {x*+)* = a?},
b) po elipsie (f) = {x = acost, y = bsint; 0 <t < 2x}, |
¢) polamanej (I} =0A4B0; 0=(0,0), A =(2,0), B=(0,3).

iat B e
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21.41. Obliczy¢ cyrkulacje po lamane;j

a) [ xdy; 4=(0,0), B=(2,0), C=(0.3)
ABCA
dx +dy
b 1 A=0(1,0, B=(0,1), C=(—-1,0),
’I|x|+|y| (1,0, B=(0,1), C=(~1,0
ABCDA
=(0,~1)

21.42. Obliczy¢ catke krzywoliniowg skierowana

a) [(x*—y%dx b) jarctgldy—dx
n

po tluku paraboli (I]—{yﬂx  0sxx

przeciwnie do wzrostu zmiennej x.

1}, skierowanym

Calka powierzchniowa skladowej normalnej wektora
(calka powierzchniowa zorientowana, strumien)

Calka powierzchniowa skiadowe] normalnej wektora F po powierzchni (5), ewana
takze calkg powierzchrniowg zorientowang lub strumieniem wektora F przez
powierzchnig (§), jest oznaczana symbolami

{{ FdS = [[ F,dS = ] Feos(F,n)dS = (36)
(5) ) 4]
= [[ (X cose+ Yoosfi+ Zcosy)dS = (36a)
15}
{36b)

= [[ Xdydz+ Ydzdx+ Zdxdy
15}
gdzie:
powierzchnia callowania (5) jest zorientowana (Zarys I1, 5. 253), zamknigta lub
niczamknieta, jesli jest zamknigta, to uzywamy symbolu {§;

wektor podcalkowy F=[X,Y,Z] jest funkcja, ktora kazdemu punktowi
P = (x,y, z) na (5) przyporzadkowuje wektor

F(P)= [X{x,y,2), ¥Yi(x,y,2) Z(x,y.2]

of normalna 1 do (5) w punkcie P jest skierowana zgodnie z orientacjy (5)
, f,7 sa katami migdzy osig n a osiami Ox, Oy i Oz;
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liczba F,, zwana skiadowq normalng wektora F, jest miara rzutu prostokgtnogg
wektora F na of n; 1

enak dS, zwany rdimiczkg pola plata, przy obliczaniu catki zastgpuje iy
wyrazeniem zaleinym od rdwnania plata:

znak dS = [dydz, dedx, dedy] = [cose, cosff, cosy] dS jest nazywany wektorowg
rozniczhg plata.

Symbol (36b) jest innym zapisem calki (36a) (Zarys 11, 5. 257).
Calka oznaczana symbolami (36), (36a), (36b) jest liczha WYZNACZON) PIZCE

wektor F i powierzchnie (5) wedbhug definicji (Zarys 11, s. 258), ktora w skrocie
zapisujemy wzorem

&
JIF,d5 =1im ¥ F,(P)AS;
= 'r-n.l'-l

gdzie: 45, oznacza pole elementu stycrmego, P, jest punktem styczmodci, F_(P;)
jest skltadows normalna wektora podeatkowego w punkcie Py, liczba o, zwana
srednicq podziatu, jest najwieksza ze srednic elementdw stycznych,
Uwagi

L. Jedli wektor Fjest w kazdym punkcie plata (5) styczny do plata lub réwny 0,
strumielt wektora F przez ten plat jest rdwny 0.

2. Jesli wektor F ma na placie (5) skladows normalng o wartodci F_ stalej, to
strumieri wektora F przez ten plat jest iloczynem wartodci F, przez pole plata.

Obliczanie calki powierzchniowej zorientowanej (strumienia)

Plat dany jawnie. Jedli (S) = {z = z(x,)), x.0e(@)}, to N=[~z,, —z,,, 1] jest
wektoremn normalnym do (8) skisrowanym zgodnie z 0sig 0z i zachodzi rdwnosé

([ FdS = ¢ || FNdxdy =
5 i)
S _U I'_th'l'szjz:_ ]TJC,_}',Z}IZ_, g E(x, }’,Z:]]d.l’d}’ (33}
i)
gdzie za zmienng z w funkgjach X, ¥, Z podstawiamy funkcje z = 2(x, ¥}
okreslajaca plat, a za z, i z, odpowiednie pochodne ezastkowe tej funkeji;, pray

czyme = + 1, gdy phat (5} jest zorientowany zgodnie zosig Oz, natomiaste = = 1,
gdy plat (5) jest zorientowany preeciwnie.

Plat dany parametrycmie, Jesli
(8) = {x=x(u,0), y=ylu,), z=z(uv): (u v)e()
prey czym sg spelnione zaloenia 1°—4° ze 5. 116, to wektor

~ 168 -

CALKI KRZYWOLINIOWE 1 POWIERZCHNIOWE Rozdzial 21
J'Iu zﬂ o x‘ xﬂ }IH
k= [xnlfua :xt] " [xu:ynrzu] e [J’, z, 1 |§" x, 1 e }'u:l
jest wektorem normalnym do plata (5) 1 zachodai rownosé
X ¥ Z
|| FdS = ¢ [ Fhdudv = zﬂ. x, ¥, z,|dudp (39)
] (2 s Xy Yo Zn

gdrie za zmienne x, y, z w funkcjach X, ¥, Z podstawiamy funkcje x{u, v}, y(u, o),
#(u, t) okreflajgce plat, za x,, ¥, 2, X,. ¥, £, odpowiednie puchc:d_.m cegsthowe
tych Munkcji, natomiast (£2) jest zbiorem catkowania; za & podstawiamy +1, gdy
plat (5) jest zorientowany zgodnie z wektorem b, natomiast & = — 1, gdy (5) jest
zotientowany preeciwnie.
Plat ma sferze. Jesli powierzchnia zovientowana (S) jest sferg
2+t +zt = RY, R = const

lub czeécia tej sfery wyznaczong prrez zhidr () par (8,@) wspolrzednych
sferycznych, to

Ji FdS = & [ FNR? sinf8dfdp =

15 ]

= £ [[ (X sin fcos @+ Ysinfsin g+ Zcosf) R*sinfdbdg (40)
18

gdzie do funkcji X, ¥, Z wprowadzamy wspdlrzedne sferyczne {qu:rl:r. wzor (14]),
(£2) jest zbiorem calkowania, s = +1 dla orientacji zewngtrznej, e = —1 dia
orientacji wewnetrznej powierzchni  (8), natomiast N = [sinflcosp,
sinfsing, cosf] jest wektorem normalnym zewngtrznym.

Plat na walen. Jesli plat zorientowany (5) jest czgicig powierzchni walcowej
24 =r, re=const |
wyzZnaczong praez zhidr (1) par (¢, z) wspblrzednych cylindrycznych, to

[[ FdS = &[] FNrdpdz = ¢ [[ (X cosp + YVsing)rdpdz (41)
%) el 1]

pdzie do funkeji X i ¥wprowadzamy wspolrzgdne cylindryczne {?.1)]:. wzbr (15]),
(£2) jest zbiorem catkowania, 8 = 41 dla orientacji :ne'i.ungtrznf:j, e=—1dla
orientacji wewngtrznej plata (8), N = [cosgp,sing,0] jest wektorem normal-
nym zewngtrznym.

Uwaga Prawe strony wzorow (38), (39), (40) i (41) moga byt calkami
niewlasciwymi.
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Obliczenie catki [ Xdydz + Ydzdx + Zdxdy
5}

Niech (5) bedzie platem (Zarys I, 5. 421) i zabézmy,
{Sq}rna piaszczlyz:r.y Oyz, Ozx, Oxy (rys. 9) sa wzaj
w kazdym rzucie réznym punktom plata odpowiad

2¢ jego trzy rzuty (5, (8
emnie jednoznaczne, tzn,
aja réine rzuty tych punkid

Wowczas plat (8) moze byé
z trzech plaszezyzn uklady

S) = {x = x:}-,z]} e {y = y{z,x}} _Jz=z1x3)
(r.2)e(s,) (z.x)e(5,,) {x,y}s{.‘i‘,,}}

a strumieri wektora F = [X, ¥, Z] pracz plat

przedstawiony réwnaniem jawnym wzgledem ka

(8) wyraza sie wzorem

If Xdydz+ Ydzdx + Zdxdy =
15

=& II X(x(r,2),y,2)dydz+e, [f ¥(x,y(z%),2)dedx+
[3!-'. ‘3.1]
+& I Z{x,y,2(x, ) dxd T
:.:{L (x,.2(x, ) dxdy (43)
gdzie kaida z liczh &, &y €, jest téwna 1 lub — 1, zalesnie od tego, czy orientacja

plata (S} jest zgodna ¢zy niezgodna z odpowiednia osig uklady
Jedli plat (5) dany réwnaniem 7 =zix,

przyjmujemy ¢, = 1 oraz
. ={ 1 gdy z, <0 na D
=1 gdy 2. =0 na D

¥) jest zorientowany zgodnie z osig O, to

s,z{ 1 gdy z,<0na D

=1 gdy z,>0pa D

gdzie D ornacza wnetrze rzutu (5.,) plata (5).

Uwagi

11: l=.él]«ljsll Jeden z rzutéw plata (S) ma pole réwne 0, to calka po tym rzucie jest zerem

lt; przy fﬁ’m pmmmhlmty !fpel:niﬁja zalozenie o wzajemnej jednoznacznodci,
w2ir (43) jest prawdziwy, a jego prawa strona redukuje si¢ do dwach calek.
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Podobnie jest, gdy dwa rzuty plata () maja pola rdwne 0. Wowczas prawa strona
wzorn (43) redukuje sig do jednej calki.

Powyisze preypadki mogg sig zdarzyé, gdy plat (5) jest czescig plaszczyzny lub
powierzchni walcowe.

2. Wzdr (43) pozostaje prawdziwy, gdy zalofenie o wzajemnej jednoznacznodei
rzutéw ograniczymy do punktdw wewnetrznych plata (5).

3. Jedli (S) jest powicrzchnia, ktora moina podzieli¢ na skonczenie wiele platéw
rzutujacych sig jednoznacznie na plaszczyzny ukiady, to za pomocg wzoru (43)
obliczamy strumienie wekiora F przez te platy i suma tych strumieni jest
strumieniem przez powierzchnie (5).

Obliczy¢ strumien wektora F=[X,Y,Z] przez powierzchnig

zorientowang (§), majac dane:

a) F=[3x,—y,z], (S)=plat{z=9-x"—)?
zorientowany zgodnie z osig Oz;

b) F=[y, —2x,—z], (S)= polsfera z = ./4—x*—y? zorien-
towana ku gorze;

¢) F=[x,y,z], (S)=czgs¢ powierzchni walcowej
{x*+y* =r?,0 < z < h} zorientowanej na zewnatrz;

d) F=[x,y,z], (S)= czgs¢ powierzchni stozkowej

z= 1—%, /x*+y?* dla x*+y* < 4 zorientowanej zgodnie

z osia 0z;

) F=[xz,yz,xy]l, (§)=czes¢ sfery {x*+y*+z°=1;
x 20,y 20,z = 0} zorientowanej na zewnalrz;

f) F=[y—z,z—x,x—y], (S)= czesé powierzchni stozkowej
z= .\/Scz_—l-? dla x*+y? < h?, zorientowanej przeciwnie
do osi Oz;

g) F=[xz,xy,yz], (S)= czes¢ powierzchni walcowej
{x*+y*=r*; 0<z< h,x >0,y = 0} zorientowanej
na zZewnatrz;

h) F=[0,0,x2y?z], (S)= dolna polsfera
{z=—/R*—x*—y*, dla x?+y*<R?} zorientowana

przeciwnie do osi Oz.

x*+y* <9}

. Korzystajac z uwag na s. 168 obliczy¢ strumien wektora F

przez powierzchnig (S) wg ponizszych danych:
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21.45.

21.46.

a) F=[x,y,z], (S)=calkowita powierzchnia szedcia
0sx<a,0<y<a0<z<a zorientowana na ze 4
b) F=[x,y,z], (S)=sfera x*+y*+2z2=R?> zorientows
na zewnatrz; .
¢) F=[xy,yz.xz], (8)= powierzchnia czworoscianu o wiel
chotkach: (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1), zorientowana
Zewnatrz;

na zewnatrz.
Plat paraboloidy hiperbolicznej, dany réwnaniem jawnym

(8) = {z = —;—{xz—yzj dla x*+y*< 2}

zorientowany zgodnie z osia Oz, moze byé przedstawiu_
parametrycznie

X =u+v
S)=<4y=u—v dla ¥+*<1
£ = LHD

i wtedy ma orientacj¢ przeciwna do wektora k (zob. objasnienit
wzorn (39)). ; .
Za pomoca réwnania jawnego i wzoru (38) albo za pomoc
rownan parametrycznych i wzoru (39) obliczy¢ strumien wektora
F = [x,y,2%] przez ten ptat. |

Plat wyznaczony przez skrzyzowanie dwoch walcow
(8)={z=./a*—y* dla x*+)*<a?}
zorientowany w gorg, moze byé przedstawiony parametrycznje'l

xX=u
{8) = {y = @cosv

z = gsinv

lul < asinu}

O<o<n

iwtedy ma orientacj¢ przeciwna do wektora k. Obliczy¢ strumier

wektora F = [x,y,z] przez ten plat.
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21.49.

. Plat powierzchni $rubowej, dany rownaniem jawnym

[S}={z=arctg-il dla x*+y* <1, x::-[l}

i zorientowany zgodnie z osia Oz, moze by¢ przedstawiony
parametrycznie

X = WCOsD
s IESTE S

i wtedy ma orientacj¢ zgodna z wektorem h. Obliczy¢ sirumien
wektora F = [—y, x, 1+2%] przez ten plat.

. Plat Vivianiego, wycigty walcem x*+y* =ax z polsfery

z=./a*—x*—y? i zorientowany zgodnie z osia Oz moze by
przedstawiony jako plat na sferze

x = asinficos ¢ 2_0
(8) = {y = asinfsing Eﬂgﬁﬂg %2 }
z = acos

zorientowanej na zewnatrz. Za pomoca wzoru (40) obliczy¢
strumien wektora F = [x, y, z] przez ten pfat.

Torus (rys. 7, 5. 118) dany réwnaniami parametrycznymi

x = (A +acosa)cosp
(8) = {y = (A +acosa)sing g Eféﬁ‘} A>a>0

z = gsing
orientujemy na zewnatrz. Za pomocg wzoru (39) obliczyc
strumien wektora F przez torus (S):

a) F=[x,0,00 b) F=[0,y,01 ¢) F=[0,0,z]
d) F=[x,y,z] € F=[x[(x*+y?). y/(x*+y%,0]
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POLE WEKTOROWE Roadzial 22

Pole wektorowe

Z-u.kl'f!darny. ze funkcje wystgpujace w tym rozdziale sy dostatecznie reg
tzn. ze 53 klasy C', C* lub wyzszej, zaleznie od potrzeb danego zagadnienis

Pole wektorowe i potencjal na plaszezyinie Oxy
Pole wektorowe na plaszczyznie (Zarys [1, s, 262} jest dane wrorem

F(P) = [X(x,y), Y(x,5)], (x,y)e(G)

u=uPy=ulx,y, (x,))ei(G)
ktora w obszarze (G) ma pochodne czastkowe rowne wspolrzednym wek

Ju fu
-5;=X. _'5?=Y, (x,¥) & (G)

Uwagi
L. Jesli u jest potencjalem pola F w obszarze (G), tou + const j ; jalen

jest ted aler
tego pola w tym obszarze, e ]
2. Nie kazde pole wektorowe ma potencjal
3. Pole wektorowe, ktore ma potencjal, nazywamy polem potencialnym.

Obliczenie calki krzywohmwej za pomocy potencjalu. Jesli pole wektorowe
F = [X, ¥]ma potencjal u w obszarze (G), a krzywa AB zawiera si¢ w (G), to calks
krzywoliniowa wektora F po krzywej AB jest réwna roznicy wartosci potencia
u w punkcie B i w punkcie 4

[ Fdl= | Xdx4 Ydy = u{B)—uiA)
A8 AR
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Niezaletnoséé calki krzywoliniowej od drogi calkowania w polu potencjalnym. Jesli
pole F jest potencjalne w obszarze (G) i dwie krzywe (I;) i {{;) o wspolnym
poczgtku i wspolnym koncu zawieraja sie w (G), to

[ Fdi= | Fal 5)

iy 3]

Zerowanie sig cyrkulacji w polu potencjalnym. Jesli pole F ma potencjal w obszarze
() i krzywa zamknigta () zawiera sig w (@), to

§ Fdi =0 (6)
i
Warunek istnienia potencjahe. Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym istnienia
potencjatu pola wektorowego F = [X, Y] w obszarze jednospdinym (lzn. takim,
#e kadda krzywa zamknieta zawarta w (G) zawiera w swym wngtrzu wylacznie
punkty naleiace do (G)) jest, aby w kaddym punkcie tego obszaru zachodzila
TowWnosc

Y ax
T o

W obszarze nigjednospojnym réwnosc ta nie jest warunkiem wystarczajacym.
Wyznaczenie potencjalu. Jeili pole wektorowe F = [X, Y] spelnia w jednospdj-
nym obszarze () warunck (7), to potencjat u(P) tego pola w tym obszarze ist-
nigje i moEna go wyznaczy jako catke krzywoliniows skierowang lub za pomoca
catek nicoznacronych (Larys I, 5. 274),
Sposdhb 1. Catkowanie po odcinku AP danym réwnaniami parametrycznymi
x=x,4+txp—x,), y=y+tl—y) O0=t=l (8)
WYraZa sig Wzorem
1
u(P) = :;’de+ Ydy = [[X(x, y]L:{x,—x,.H Y{x,ylL:{J'p—y,ﬂ]Jf ()
L]
gdzie po wykonaniu obliczed wskagnik P przy x i y pomijamy.

Sposdb 2. Catkowanic po lamancj ABP (rys 1)
i by P=(xp, yp)

A=frg, ) B={xp,ya)
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22.1.

Wyraza sig wzorem

POLE WEKTOROWE Rozdzat 22

uP)= [ Xdx+¥dy= | Xdx+ [ Ydy=
AP

AB Bp
¥

= i
= [ X(x,y dx+ | ¥(xp,p)dy

A *A
gdzie po wykonaniu obliczen wskaznik P przy x i y pomijamy,
Sposdob 3 (za pomoca calek nieornaczonych). Szukamy funkeji u =
spelniajgcej dwa rdwnania

a i 1
— =X(x,¥, —=¥x) (11, {

ax dy
Calkujac rownanie (11) wegledem x, otrzymujemy
= [X(x,y)dx = g(x, »)+f(3)

gdzie g jest funkcja pierwoing funkcji X wzgledem x (otrzymang w
catkowania), a f jest funkcja niewiadoms (spelniajaca role stalej calkowania), A
obliczy¢ f{y), wstawiamy sume g(x, ¥)+1y) do (12} w miejsce u i obliczarmy
Catkujac &'dy wzgledem y, otrzymujemy f(y). Szukanym potencjalem j
u=gix, )+

Upewni¢ si¢, ze pole wektorowe F spelnia w obszarze ((
warunek wystarczajgcy istnienia potencjalu. Wyznaczyc te
potencjal i za pomoca potencjatu obliczy¢ catke krzywoliniows
wektora F po drodze zawartej w (G) i prowadzacej od A do E

a) F=[2x+y,x—2y-3], (G)=#2, A4=(0,0, B=(1,1

b) F = [xsin2y, x’cos2y], (G) = #?, 4 =(0,0), B=(1,m/d)

¢) F=[x+Iny, %+sin}r], (G)={y>0,xed}), A=(1
B =(0,1)

e) F=[xy*+1,x2y—1], (G)=%*, A=(0,0), B=

f) F=[sin2y—ytgx, 2xcos2y+Incosx+2y],
(G) = {Ix| < w/2, ye R}, A=(—mn/3,—7/3),
sin? in2
g) F= [r— =t ——2 +1], (G) = {x > 0,ye ),
A=(1,m), B=(2,2r)
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B = {Ef},ﬂf&i

) 2. Korzystaja

¢ z twierdzen o potencjale, uduwod:niér ze poniiszaf
rownoéé zachodzi dla kazdej krzywej zamknietej ([} zawarteg)

w obszarze (G).

a) § 2xydx+x*dy =0, (G) = #*
n
b) § xy*dx+x*ydy =0, (G) = #*
il
) § yx*~tdx+x'Inxdy =0, (G) = {x > 0}

i

@ %[x+2y]dx+ydy S (G) = {x+;}?bﬂ}
i

(x+y)*
e) § X(x)dx+Y(y)dy =0; zakladamy, ze funkcje X (x)i Y(y) sa
0]

klasy C! w pewnych przedzialach E, i E,, a obszar (G) jest
produktem tych przedzialow, t).

(G)=E,xE; = {[xsl'):':xEEﬂ“[J’EEz}}

. 22.3. Wykazad, ze cyrkulacja po krzywej (1) (Zarys 11, s. 266)

—ydx+xdy
xl +},1
n
1° jest rowna 0, gdy (1) nie zawiera W sWym wnetrzu poczatku

uktadu; :
2° jest rowna 2m, gdy poczatek ukladu lezy wewnetrz (.

Twierdzenie Greena

3li i brv jest krzywa zamknigta zwykia,
Jesli obszar ptaski regularny (D) ma brzeg (I}, ktor;,r jest

gtadka lub czesciami gladks, skicrowang dodatnio wzglgdem {IL‘-‘_] {rrys. 2a), a pole
wektorowe F = [X, Y] jest klasy ¢! w (D) i na (1), to zachodz rownodd

~ 1T =
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$ Fdl = @ Xdx+TYdy = -[J‘(E—a—x')dxdy

ith
Obliczenie pola obszaru za pomoca cyrkulacji po brzegu obszaru. Z twierdzenia

g i (Zarys I1, 5, 271). Gireena wynika, ze obszar (D) ograniczony krzywa ([} ma pole

1
D=E —ydx+xdy (14)
o

Obliczy¢ pole obszaru, ktorego brzegiem jest

a) elipsa: x = acost, y=bsint; 0<t< 2n
b) krzywa: x = t*—t, y=1—1% Jfl<1
¢) krzywa: x =cost, y= costsint; |t < w2

Jesli brzeg obszaru (D) sklada sig z dwoch k i : .
G : rzywych zamknigtych (1,)i(l,) (rys. d
to rownosé (13) jest teZ prawdziwa, ale pod warunkiem, e pm:]z Eall:'k{g i
rozumicmy sume calek po krzywych () i (I,) skierowanych jak na rysun i

Podobnie jest, gdy brzeg obszaru (D) sklada sig z wiclu krzywych zamkni

Stosujac twierdzenie Greena, obliczyé ponizsza c]rrku]ac]f; i
pomoca odpowiedniej catki podwojnej '

a) Oi[m(x+.'l’]dx 2xdy; 0=(0,0), A=(a,0), B=(0,
b | ydx+(x+pdy A=(0, B=0.d. C=(a,d)

ACBA

1 1
c) j.—;dx—;dy; A=(1,1), B={2,1)) C=(2,2)

ABCA

d) _[ ydx—(x+y)dy; (I)jest krzywa za.mkm@ta zlozona z h.l |
paraboli y = x? i odcinka prostej y = 4

) [(1=ydx+x(l4ydp, ()= {x+y* = )

f) | xpldx+dy), ()= {x*+y* =a?}

{n
9) | xy(dx+dy), m={(~’i)z+(l)z= }
i a b

h) .!; xy(dx+dy), ()= {x*+y* = ax}
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d) krzywa zlozona z tuku cykloidy

x=t—sint, y=1—cost; 0<t<2m

i odcinka prostej y =0, 0 < x < 2m.

Pole wektorowe i potencjal w przestrzeni Oxyz

Pole wektorowe w przestrzeni (Zarys I1, 5. 276) jest dane wzorem

FiP)=[X{x,y,z)\ Yix, v.8), Zix,».8]. (x5 z) & (£2) (15)
Potencjalem pola wektorowego F = [X,Y,Z] w obszarze (2) nazywamy funkcje
u = u(P) = uix,y.2), (x5 el {16)

ktira w obszarze (@) ma pochodne czastkows rowne wspolrzednym wektora F

i o e
i P A —_— 1
o =X, 3 Y, = Z, (x,y.2) el (17

Wiasnoéci potencjatu w przestrzeni sa analogiczne do wlasnosei potencjaty na
plaszezyinie:
o uwagi 1,2 3zes 17453 prawdziwe takze dla potencialy w przr.strrm‘u,
o obliczenic calki krzywoliniowej za pomoca potencjatu w przestrzeni wyraza sig
wrorem analogicznym do wzoru (4)
[ Fdi= [ Xdx+ Ydy+Zdz = u(B)—u(A) (18)
AR AB

o niezaleznoéé catki krzywoliniowej od drogi catkowania (zob. wzér (3]},
» zerowanie sig cyrkulacii w polu potencjalnym (zob. wzbr (6)).
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22.6.

Warunki i : i
= [Em:;n;mrm: Wyslarezajacym istnienia potencjaty pols wetll
— laltim,lic, = 1:' aﬁﬂmmfﬂipﬂwmhuiuwujﬁnmp@nm (Zarys II, )
zawarty w (), | 7 mw zamknigtej zawartej w (Q) mozna napigg
¥ W (), jest, aby w kazdym punkcie tego obszaru zachodzily rowe

9Y_ X X _ oz oz oy

LI TR e e

W obszarze powierzchni

g OWD niejed ; . : - )
kiem wystarczajacym. Jednospdjnym powyzsze réwnose nie sq i

W ’ : i
yEnaczenie potencialu. Jesli pole F = [X, Y, Z] spetnia warunek WStz

(19), to potencjal tego ; ;
Pﬂ‘lﬂ. mozna wmamré na 3 A i
ik sposoby:
y Sposdb 3 — preedstawiamy, T posth,L 8

Wymaczenie potencjalu #a
pomocs calek nieona
u=ulx,yz) spetniajgcej trzy [{',mjl:: - S—ok Szukamy § "

u
e = Xl p,2), T:‘:' = Y(x.y,2), gzi- Z(x, y,2)
Cafkujac réwnanie (20) wegledem x, otrzymujemy
u=[X{x,y,2)dx = g(x,y,2)4 fiy. )
gdzie g jest funkeja pierwotng funkeji x wigledem x, a f — niewiadom

Wstawiamy sume g+ do (21) w miejsce g ;
W Im . -
wagledem y i otrzymujemy iejsce u i obliczamy afjay. Catkujemy 3

a
fv.z) =J‘};tf.v = ply, 2+ iz)

gdzic ¢ jest funkcjy pierwot ;

ng pochodnej 4/ MRy
SuME g+ @+ do (22) w missce u i obliey mﬁr %8 ¥ — niewiadom
# 1 obliczamy y. Potencjatem jest suma

2. Wstawiam;
¥ 8/3z. Catkujemy 8y/0z wzglede

u=glx,y,z)+ ey, )+ ¥(z)

Zbadac, czy pole wektorowe F i

Zbada e we spelnia warunek jacy
Istnienia potencjahy i WYZnaczyé ten potencja]e Ay
a) F= [2x+y+3, dy+x42, 6z—6]

b) F=[3x2—3yz, 3y?—3xz, 322 —3xy]

::] i= [vz(2x+y +2), xz(x+2y+z), xy(x+y+2z)]
) F=[1/x+yz, 1/y+xz, 1/z+xy]

9 F=[ St SR TN
T o i
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Pole centralne, pole plaskie, pole skalarne

Pole wektorowe centralne. Pole wektorowe F w przestrzeni Oxyz nazywamy
polem centralnym o srodku O, jesli w kazdym punkcie P, réznym od O, wektor pola
F(P)lezyna osi OF i ma na miej miare F(r) zaleing wylacznie od odleglodei punktu

P od srodka pola
r=0P=_Jx*4+y 4 (24)

W irodku pola wektor pola jest nicokreslony. Kakzde pole centralne ma potencjal.
Pole centralne o srodku O i jego potencjal wyrakaja sie wzorami

F(P) = F{r}%_‘i = F{r]l[i:-. Z, ;] u = [Fir)dr 25)

7. Wyznaczy¢ potencjat pola wektorowego centralnego

a) Fr"[im l:n_i‘:jl b) F=l|:x: i: i:|
F el A Flr e

Lol o2
"”’*r—z[??- ?]

iobliczyc prace L wektora Fna drodze od punktu A = (0,0,1)do
punktu B = (0,0, h) oraz granicg tej pracy, gdy h — oo.

Pole wektorowe plaskie. Pole wektorowe Fw przestrzeni Oxyz nazywamy polem
plaskim, jesli istnieje plaszczyzna I, zwana plaszczyzng pola, taka, ze kazdy
wektor pola jest do nigj rdwnolegly, przy czym na kakdgj prostej prostopadiej do
I pole jest albo stale, albo nieokredlone. Jedli plaszczyzna pola jest plaszczyzna
Oxy, to pole wyraZa sie wzorem

F(P) = [X(x, ), Y(x,),0] (26)

22.8. Zbadac czy istnieje i wyznaczy¢ potencjal pola wektorowego
ﬂ.} F= [x,y,{}] h} F= D’axaﬂ] I'.!:I F= ['—'_].?,JC,U]

229. Zbada¢ czy istnieje i wyznaczy¢ potencjal pola wektorowego

a) F=|::.-E, f., (]] b) F=l|:__}’, i, 0]
[y g g
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1 o
_z[ y,f,u]
Zle’ o |

S g = \W > 0 jest odlegloscia punktu P od osi 0.

22.10.

Pole skalarme. Polem skalarnym nazywamy funkcje, oznaczang zwykle liten
ktora kazdemu punktowi P = (x, y, 2) przestrzeni Oxyz lub pewnego obszan
preestrzeni preyporzadkowuje pewng liczbg

u(P) = u(x, y.2)

Operacje rozniczkowe na polach wektorowych i skalarnych

. 22.12.
Mabla (operator rdiniczkowy Hamiltona) jest to wektorowy symbol rozni

kowania
gof e g |
dx dy oz 22.13.
Za pomoca nabli definiujemy cztery operacje rozniczkowe:
i Definicja operacji.
o apey Symbol | Operacia jest dziataniem nabli .
e ol 22.14.
dywergencja (ZrddlowosE) div na pole wektorowe skalarnie
rotacja (wirowosc) rot na pole wektorowe wektorowo
gradient grad | na pole skalarne
laplasjan lapl na pole skalarne dwukrotnie
g a8 a aX ar a -
X Y o2
dvF=FF=|—, —, —|[X, ¥, Z]=—+—+—
o [ax 2y ﬂz][ R

da & 4@

mtrurxr=[a—x, 5. 5;}[;’(. ¥, Z]=

dZ a8Y 8X 4Z Y aX
dy dz' 8z dx' dx Ay
d a @ du du du
adu=Fu=—, —, —|u=[—, —, —
dilikaas |:§x dy az:|u |:E.'x dy ﬂz]
a a4 @ fu du Bu FPu Pu Pu
laj =FFu= e M e | (| o AT M R | el LT T, e Y
il 4 [Elx ay ﬂz][ﬂ‘x dy ﬁz] Ex2+ﬂ}r1+ﬂz’

Dzigki tym operacjom mozna zapisa¢ krotko niektore zaleznoded, np. rot F =0 -
jest warunkicm (19), a grad u = F wyraga zwiazki (17).
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. Obliczyé gradient funkcji

Obliczy¢ gradient funkcji

a) x'y*z b) ax+by+cz+d
d) (ax+by+cz+d)’ € In(xyz)

) (x+y+2f
.n ex+y+z

u=x‘4+yzw punktach A =_[1, 1,1_?
i B = (3,2,0). Wyznaczy¢ punkty, w ktorych gradient te) funkcji
jest rowny 0.

Przyjmujac oznaczenie r = . /x4 y*+z*, obliczyc

1
a) gradr  b) gradlnr  ¢) grad-r-

Znalezé punkty (x,y,2), W ktérych grad(x® +y° + 73 —3xyz) jest

a) rowny 0 b) niezerowy i prostopadly do osi Oz.

x
x2 4yt 42t

dzy gradientem funkcji u w punkcie A = (1,2,2)a
tej funkcji w punkcie B = (-3, 1,0).

Dana jest funkcja u = _ Obliczyé cosinus kata mie-

gradientem

G, 2 s wektorowych F, Fy, F, i skalar-
Wykazaé, ze dla dowolnych pc-l wektorowych F, 1
ny{:h u, y, U, i dowolnej funkji f jednej zmienne) 53 prawdziwe
tozsamosci
a) divrotF =0
b) rotgradu =0 |
¢) divgradu = laplu
d) grad(u, u;) = u, gradu, +u, gradu,
¢) gradf(u) = f'(wgradu
f) div(uF) = Fgradu+udiv F
g) div(F, x F) = F,rotF, Ef‘;lm;'ﬂ
h) rot(uF) = urotF+(gradu) x
i}) rotrot F = graddivF— [apl X, laplY, laplzgd
i) laplu,u;) = u,laplu, +u;laplu, +2gradu, gradu,
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22.16. Obliczy¢ dywergencje pola wektorowego F

a) F=[x,y,z] b) F=[y*+2%, 22 +x*, x* 4
¢) F=[x*yz, xy’z,xyz*] d) F=grad(x*+)y*+7?

22.17. Obliczyc

a) div(ugradu) b) div(u,gradu,) ¢) div(uF)

22.18. Przyjmujac oznaczeniar = ./x*+y*+z*, f— dowolna
jednej zmiennej, obliczyc

a) div[x/r, y/r, 2/r]

b) divgradfir)
e) div {f[r] [x,y, 2':[}

d) graddiv[—y/r?, x/r?, f(z)]

22.19. Obliczy¢ rotacj¢ pola wektorowego F, gdzie r =
a f jest dowolna funkcja jednej zmiennej

ﬂ} F= [I,}?,Z] b) FE[Z,X,_}.']
¢) F=[y,zx] d) F=[y,x,z2]
e) F=[—y,x, fz)] f) F=[—-y/r x/r, f(2)]
g) F=[—y/r*x/r? fz)] h) F=f(r)[x,y,z]

22.20. W ponizszych tabelkach przedstawiono kilka pol skalan]y:
bedacych funkcjami odleglosci r od poczatku ukiadu, wzglednie
odlegtosci g od prostej Oz oraz laplasjany tych funkcji.

r=./x*+y*+z? 0=./x*+y*
u(r) laplu u(g) laplu
r 6 o 4
r 2/r 0 1/e
Inr 2/r? Ing 0
1/r 0 /g 1/g°
1/r? 2/rt 1/0? 4/¢*

Sprawdzié, czy laplasjany zostaly obliczone prawidlowo.
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Twierdzenie Gaussa

ktory jest powierzchnig
i obszar przestrzenny regularny {B) ma brzeg (5),

’:'1]::::“ zamknigta zorientowang na zeWnatre [B],. 1.1 ::!1: w;mml:;
FE:[X Y,Z] jest klasy C' w (B) i na [S_}_. to strumied tora {_B}’pl;l:.lﬁ
puwierz;chni; () jest rowny calce dywergencji wektora F w obszarze

zachodzi rownost
e f§ Fas = ] divFdB ¢9
L]

=
swana twierdzeniem Gaussa (Zarys 11, 5. 287).

Jesli brzeg obszaru (B) skiada sig z dwoch powierzchni zamkniptﬂ {.S"H{j‘} (np.
o WO i ; prawdziwa, alc

i sradkowych), to rownosé (33) jest 182 pr :
z::t?k];&:“;ﬂ;ﬁms;mm&:pi (§) rozumiemy Sumg calek po (Sq) i (54)
w )
zorientowanych na ZEWNALZ (B).

Podobnie jest, gdy brzeg ohszaru (B) sktada sig 2 wielw powierzchni zamknigtych.

Korzystajac z twierdzenia Gaussa, obliczyé strumienie Wysigpu-
jace w zad. 2144 a, b, c, d.

i i i bliczyé strumien wektora
. Korzystajac 2 twierdzenia (;raussa, 0 .
- F ?rzzz pi:wierzchni-; zamknieta (5) bedaca brzegiem obszaru (B)
i zorientowana na zewnatrz (B) .
a) F=1[0,2y 3z], (B) — ostrostup o wierzchotkach
1 0,2)
0,0,0), (2,0,0), (0,1,0), (0,0, .
b) ;' = [0,2y, xz], (B) — ostrostup o wierzchotkach
0), (0,0,1)
(0,0,0), (1,0,0), (0, 1, ,
¢) F=[x+y, y+2 z+x], (B)= kula{x?+y*+2* < a’}
d) F = [xy,yz,xz]

{B]=1 x?-51

0
—kuli{x*+y*+2* <, £ 4 gl

E F]
e) F=[x,y.z], (B) = stozek{0 <z < 1— x4+
f) F=[x*y.7"),
(B) = %hmli{x%ry%z2 et wxaly

(B)= {0 <z < 1%~}

}l_,},,ﬁ, 23(}}

g) F=[2%.y.%"],
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22.23,

h) F=[x+z, x+y,y+z],

(B) = potkula{x*+y*+z* < a?, z=0} _
) F=[x*2"], (B) = kula{x*+y*+z* < a®}
) F=[x+z,x+y,y+z],

(B) = walec{x*+y* <a?, 0<z<h)
k) F=[x%)%2%],

(B) = walec{x*+y* <a*, 0<z<h}
) F=[x)>%2%],

(B) = bryla{0 < 2az < a®*—x*—y*, x=0, y=0}

Przypadek powierzchni niezamknigte]. Jesli (5) jest powierzchnia niezamknigl
alc istnieje plat (T) taki, ze15) U (T') jest brzegiem pewnego obszaru (B) i zacho
rownose

[ FdS+ [ FdS§ = [[[ div FdB

5 T LE:1]

to obliczajac calki po (B) i po (T), mozemy wyznaczyé calke po (S). Jest

po (8).

Obliczy¢ strumieri wektora F przez niezamknigta powierz:
chnie (8)
a) F=[z%,xz,y*], )={z=4—x*—)% 220}

(plat paraboloidy obrotowej)

h} F= [}',Z,XJ, {S]={x2+}'2=ﬂ-z dla ﬂ:ﬂzfgh}
(powierzchnia boczna walca)
Twierdzenie Stokesa

Jesli plat (5) 1 bedaca jego brzegiem krzywa zamknigta (K) majg orientac 4
i skierowanie dostosowane do skregtnodei uktadu Oxyz (Zarys 1, 5. 289, rys. 141,
i jesli plat () wraz ze swym brzegiem (K) zawiera sie w obszarze okreslonosci pola |
wektorowego F, to cyrkulacja wektora F po krzywej (K) jest rowna m‘umj:niorwlf;
rotacji wektora F przez plat (8), czyli zachodzi réwnoéé '

§ Fdl = [[ rot FdS (35)
K} 15
zwana twierdzeniem Stokesa. |
Dzigki twierdzeniu Stokesa mozna obliczanie cyrkulacji po krzywej zastapié
catkowaniem rotacji po dowolnym placie napigtym na krzywej. I
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Korzystajac z twierdzenia Stokesa, obliczyé cyrkulacje wektora

F po krzywej zamknigtej (K) ,
a)FF — [yz,xz,xy], (K)— lamana 0ABO o wierzchotkach

0 =(0,0,0, 4=(1,1,0), B=(2,3,3) e
b) F=[z—V. x-z:,'y—x]. (K)— tamana ABC A o wierzchot-
kach A4 = (a,0,0), (B)=(0,a,0), C =(0,0,a) -
- — tamana A
F= —‘Z], }'[J:—z}, ZU’ x}]i {K} =
R o wigz[cjlrlulkach 4 = (a,0,0), (B) = (0,a,0), C =(0,0,0)
d) F=[-y,x%cl, (K)={2+y*=1, z=0} )
e) F= L, -—.K,C], (K) = {{x"a}z +{}"_b}2 =r’ 2 ={:z‘1}
— AB
F=yt4z2, x2422, x24)%, (K) lamana
Y iwigmh;lkach A =(1,0,0), B=(0,1,0), Cc =(0,0,1)
- = g%, z = 0}; jako plat na-
F=[x*1,12], [K]—{x3+yf at, z ‘
. pigt}r[iayﬂkr@gu (K) mozna przyjac¢ koto albo polsferg

2 y 2_ 5 }
h}F?Dﬁz.z\fc‘—r’,xﬂ,(fih{(%) +(3) =1,z=0p,

c=hb ; X
D F=[xyx+y—11, (K)={x"+y

At iecia si¢ walca
N F= ,{x-' 1]2, t] (K] k-fma Pm}@clﬂ-
b {xzﬁ,z_zx = 0} z potsfera {x3+}r2+zz =4, 220}

=a?, x+y+z=4a}
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Ciagi i szeregi funkcyjne

Zbieinos¢ zwyczajna i zbieznosé jednostajna

Ciag funkeyjny (Zarys 11, 5. 293) oznaczamy symbolem (u) lub zapisujesd
WZOTEm

u,(x), neA, xcE

Funkcja graniczna ciggu (1), zwana takse granicg ciggu (1)

u(x) = lim u,(x), xeE

mom: hjfc WYyInaczona za pomocy znanych twicrdzen (Zarys 1, s. 184—200)
Vistnieje, jesli ciag (1) jest zbiciny. Zbietnosé ta moe byé zwyczajna (punktowa)

A ANV A @ —uix) <e

xEs>0 § p=d
lub jedrostajna
ANVA N I -ulx) <e

0>0 & zmEn=d
Ciag zbiezny w E jednostajnic jest zarazem zhieiny w E zwyczajnie.

Ciag zbieny w E zwyczajnie mo%e nie byé zbieiny w E jednostajnie | wowezas
méwimy o nim, ze jest zhieiny w E migjednostajnie. [

Ciag zbiczny w E jednostajnic jest zarazem zhiesny i jni ;
. y jednostajnie w kazdym
podprzedziale preedziatu E. !

Ciag zbieiny jednostajnie w kazdym domknigtym podprzedziale otwartego
preedziatu E jest zbiezny w E, ale zhicznosé ta moze byé w E nigjednostajna.
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Badanie zbieznosci ciggu funkcyjnego
Badanic zhiefnodci ciagn funkcyjnego opicramy na nasigpujacym warunku
koniecznym | wystarczajgeym zhieinodci jednosiajnej:

Ciap funkeyjny u,(x) jest zbieiny jednostajnie w przedziale E do funkcji u(x)
wtedy i tylko wtedy, gdy

W, = sup Ju, (x)—u(x)]| =0 (3
xeb
Jedli warunek (5) nie jest spelniony, to cigg u, (x)

— albo nie jest zhiciny w preedziale E do funkeji u(x),
— albo jest zbiesny w preedziale E do funkeii u(x) nicjednostajnie,

Kres gérny funkcji { w zbiorze E, oznaczany symbolem
s;:;‘_:f(x} (czyt. supremum j na E)

jest to liczba okrelona przez nastgpujgce dwa warunki:

1" w kazdym punkcie x zbioru E zachodzi nierdwnost fix) = il.:gj"{x},

2° jesli ¢ = s::gf{x}, to w E istnieje punkt x, taki & fix) = c.

Rozwazmy cigg funkcyjny
u (x)=x", ned, xeH (]
Ciag ten jest zhieiny w przedziale (—1;1) do funkcji granicznej (rys.)
ux) =0, <1 ©)

natomiast w punkecie x = 1 jest staty i ma granicg 1, a poza tym jest rozbieiny.
Ma rysunku linie cienkie z numerami przedstawiajg wyrazy poczatkowe
() =x, wEI=x* us(x)=x

linia gruba i punkt zaczerniony przedstawiaja funkcje graniczng.
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Twierdzimy, ze ciag funkeyi jest zbiez
s ¥, 2¢ ciag lunkeyjny () jest zbiezny do funkji (6'), przy ezym zb

I* jednostajna w kazdym przedziale {—gigregdzic0<g<1:
2° niejednostajna w przedriale (—1;1).
Dowdd tezy 1°. Stosujac warunek () do przedziabu ¢ —g; q», mamy
W, = - = =0 =
o ] fu4y () —wa(x)| iy 3 I*—0 =g" =0
Warunek (5) jest spelniony, wige teza 1° zostala udowodniona.
Dowdd tezy 2°, Stosujac warunek (5) do przedziatu (—1;1), mamy
Wy = - _ ] — 0] = 17
Izl.‘l.c}': [t {x)—u(x)| Lﬂlﬂ:{ [x"—0] = 1" =]
Warunek (5) nie jest spelniony, zatem w przedziale {—1;1) nie ma zbiesng

jednostajnej. Ale w tym przedziale jest na podstaw] ied '
i 1 ym pr: wie tezy 1° zhieznos zwyczal
wige jest to zhiefnoss nicjednostajna. Teza 2° zostala udowodniona, 1

Wyznaczy¢ funkcje graniczna ci j I'
funk ciagu funkcyjnego u, (x) w pod:
nym przedziale i zbadaé zbieinoéé tego ciagu w tuy; przedziall

lub w pewnych jego czgsciach.
ool : nx
a) u,(x) it Go)  b) u,(x) = nrx (Oi0)

€) th(x) =x"—x""1, <0;1) d) u,(x) = x"—x?", ;1)
9w =T, (O;) D U0 =T, (Bico)
8 u,()=e" (0;0) h) u(x)=e*" (—o0;00)
) 4,x) = /2+1/n?, (—o0;00)

D ) =n(/>x+1/n - /%), 0;00) |
k) u,(x) = /145", <0;00) 1) u,(9) = JTHT", (0;0)

il
m) u (x)= sm;, (0; eo) n) u,(x)= %sinmc, (0; ao)

0) u,(x) = (cos’x)", (0;m) p) u,(x) = (cos?3x)", (—o0; co)l
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Wiasnosci ciagu funkcyjnego
Jedli ciag lunkeyjny o wyrazach
u,(x), ne#, xeE (7
cigglych w E jest w E jednostajnie zbiezny, to
1° funkgja graniczna u(x) = lj_m u, (x) jest w E ciagla,
2° calka funkcji granicznej jest rdwna granicy catki n-tego wyrazu
b b
Jlim u,{x)dx = lim Ju,(x)dx, a,beE (&)

d
Jedli nadto kazdy wyraz u,(x) ma w E pochodng ——u, (x)i ciag tych pochod-

nych jest w E jednostajnie zbiekny, to
3® pochodna funkcji granicznej jest rowna granicy pochodnej n-tego wyrazu

. el |
—Ijﬂu.{x}—jggﬁu.[x}, xeE (&)

Zbadag, czy dla ciggu funkcyjnego

_fnx(l—nx) dla 0<x < l/n
s ”"[x}_{ﬂ dla I/n<x<1

_ [n*x(1—nx) dla 0 x < 1/n
b) u,,[x}-{n dla I/n<x<1

zachodzi rownosé

1 1
| lim u,(x)dx = lim [ u,(x)dx
DH‘_"’D'} n—*mu

Zbadac, czy dla ciagu funkcyjnego
1
a) u (x)=arctgnx b) u, (x)= ;arctg nx
1
€) u,(x)= Famtg hx
zachodzi w punkcie x = () rownosc
d:. Y
Bora O e Mo
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234.

235.
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Ciag funkcyjny dwuwskainikowy.
Funkcja Dirichleta

Ciag dwuwskaznikowy, ktorego wyrazami s funkcje

U, (x}, mned”, xcE

okreslone w pewnym przedziale E i zaleine od dwdch wskainikdw 1
przedstawiamy w postaci tabeli

uy(x) owyalx) . owy (X)) .

g (x) upa(e) o owg(x)

Uy () Upa®) o Ul

! l l

Hx filx - fix)—=fix)dla xeE

Jedli dla kazdego ustalonego n (tj. w kazdej kolumnie) istnieje funkcja granic
S = lim )

i jesli dla ciggu fy(x), f2(x), . istnieje funkeja graniczna
fix)= lim f(x) = lim lim w, . (x) dla xeE
L] Ll iR o)
to funkeje f(x) nazywamy podwding granicq dwuwskaznikowego ciagu (9L

Uwaga. Jesli bedziemy wyznaczad te granice w przeciwne] kolejinosc (1
najpierw wzgledem n, a potem wzgledem m), to podwdjna granica mode miet inn
wartosé lub nie istniec. i

Udowodni, ze funkcja Dirichleta okre§lona za pomoca podwéj
nej granicy

f(x) = lim lim [cos?(n!nx)]™
przyjmuje wartosc 1, gdy x jest liczba wymierna, oraz wartosc i
gdy x jest liczba niewymierna. '
Wskazéw_k a: zob. zad. 23.1 o), p).
Masladujac funkcje Dirichleta (12), okreslic za pomoca pc-dwéj-l
nej granicy funkcje f(x), ktora przyjmuje wartosé 1, gdy x jest

ulamkiem dziesigtnym skoniczonym (zob. Zarys I, 5. 29) i wartosé
0 dla pozostatych x. '

i L o

Szereg funkeyjny (Zarys II, 5. 300

i istnicje, jedli ten ciag jest
Jjednostajna.

Szereg funkcyjny
o wyrazach u,(x), oznaczamy symbolami

3 13
1ty (x) 4 (%) ub ¥ u,fx) xeE (13)

Suma tego szeregy jest granicy ciggu sum czesciowych

5 = lim 5, (x) = lim [y (x) + -+ 40, xeE (14)

zhiezny. Zbicinoié ta moie byé zwyczajna lub

- iciowa 8,(x), sume
Wyznaczyé dla podanego szeregu sume CZeStls :
s(:g}. prza-j:iczial sbieznoéci i rodzaj zbieznosci ciagu sum czgs-
ciowych w tym przedziale

a) i x"; wskazowka: skorzystaé z tozsamosci

n=1

1-2°
l1—z

1+Z+.--+1ﬂ_1= d]az#l

b) i (=—x**1)

a=1
@ r+l

©) E’l(%'iﬂ)

d) .};‘1?; ws:kazﬁ:-wka jak w zad. a).
s {4

2 £ (7-7)

an 1 1 )
> (‘E"W

n=1



23.7.

Szereg geometryczny

Szereg geometryczny o ilorazie z i wyrazie poczqtkowym ¢, ¢ # (), zapisujen

w nastepujacych postaciach

o
ctezter’ 4. =e(l+z+2+.)=c ¥ 2

=0

MNumeracja wyrazéw szerégu moze si¢ zaczynad od 0. Przyjeto umov

w szeregach tego typu symbol z° oznacra 1 dla kazdego z (takie dla z = Q)

1 FE ] c i ) |
t“mre.zlils:l jest Ilhltzllj’ dlaz] < 1imasume l—ﬂ-.zmmnééw przedziale | — 1,
Jest niejednostajna, ale w kazdym domknietym podprzedziale tego przedziaty

Jednostajna (Zarys I1, 5. 301). Podstawiajac w miejsce z dowolng funkcje z = z

otrzymujemy szereg geometryczny funkeyiny. |

Wyznaczy¢ sume i przedziat zbieznosci SZEregu geometryczn g

a) l+Inx+In?x+ .. = E In" x
=0
b) 1—cosx+cos®x— .. = i (—cosx)*
=0
x—2 [(x-2\2 = x—2\n
c) 1 —_— -
(S imea s (504

d) 8—dx?4+2x*— . =3 f (—x*/2)

n=0

1-x2  f1-x\2 & 1—x*)\n
1 _ x
e) 1+ 5 +( 3 )+..._ Z( 3 )

n=0

D 14+(1=0)+(1-xP+..= T (1—xp

a=0Q

1 i, 4 =/ 1 \s
1+ +H— =
® I+ (x+1) b ,;a(x+1)

-1 fx—1)\2 o { x—1\r
B X - x—1
) x+1+(x+1)+"' E(:c+1

n=i
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Badanie zbieinoéci szeregu funkcyjnego

Badanie zbieznodci szeregu funkcyjnege wykonujemy za pomoca kryterium
ilorazowego lub picrwiastkowego (Zarys [, 5. 208, 209, Zadania [, 5. 89) lub za
pomocg kryterium catkowego (s. 96), przy czym korzystamy z rachunku granic
i niektdrych rownodei, np.
IR

lim e =1dlac>0, limJn=1, ]im(1+‘) =e

= A= = n
Niekiedy korzystamy tez z warunku koniecznego zbieznosci szeregu (Zarys [,
5. 204) 1 z kryterium Leibniza (Zarys I, 5. 210).

Zbadaé zbieinosé szeregu funkeyjnego

a) f% b) 3 nxt 9 Y ““:"x
A=]: A=l n=]
d T ncos’x @ E%(l—x}" D 3 nl—xy
=1 n=1 n=1
o n -] 1 a l+nx2
Ois Wl Y LT
= 14n © xnn = lnn
D& Tome, N Bpaone bhe

Zbieinos¢ zwyczajna i zbieinoéé jednostajna
szeregu funkcyjnego
Poniewaz suma s(x) szeregu jest zwykle nieznana, korzystamy z warunku
Cauchy'ego (Zarys I, s 198, 207), w ktorym wystgpuje roinica dwoch sum
czgsciowych
M

Sael) = su(x) =y () + o Fuplx) = T wfxh M>N
AmN#1

zwana odcinkiem sumowym szeregu, 1 otrzymujemy dwa warunki konieczne
i wystarczajace zbieinodel szeregu funkeyjnego.
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Szereg (13) jest zhiezny (zwyczajnie) w E wiedy i tylko wtedy, gdy
AAV A byl —syx)<e

=0 zeE § M>N>§

Szereg (13) jest zhiezny jednostainie w E wiedy i tylko wiedy, gdy
ANAN Bl —syx)] <e

=l § zeEM>N=>§

Kryterium majoranty

Majorantg szeregu funkcyjnego
W (x)+ .+ x)+ .., ned, xeE
nazywamy kazdy szereg licchowy
A ¥+ A+
ktorego wyrazy spelniajg nierownosgci
lu (x)| = 4,, ned", xeE
Uwaga. Zamiast ne 4" wystarczy przyjaé ne 4", n > ¢, gdzie c jest p
liczba.
Kryterium majoranty. Jesli majoranta (19) szeregu funkcyjnego (18) jest zbiezna,
to szereg funkcyjny (18) jest zbieiny bezwzglednie i jednostajnie w zbiorze E.
Poszukiwanie majoranty (majorvzacja szeregu). Majoranta danego szeregu
funkcyjnego mode by szereg geometryczny (5. 194) lub harmoniczny (5. 96), lub

inny znany szereg albo szereg wlasnego pomysiu. W kazdym przypadku trzeb _‘:
sprawdzié, czy jest to szereg zbiezny.

Znalezé majorante i wykaza¢ jednostajna zbieinosC szereg ]
funkcyjnego w podanym przedziale (zadania k), I), m) sa trudniej-
szc)

. |
Y Eaxﬁ"’ (0; )
= n
b) ngl T {0; oc)
- hx ;
E} ";lm, (0‘,’1), h=0
| T m:fx‘ (—o0;00)
n=1
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e ¥ R (—;00)
n=l R/
= COSHX
, (—0o0;00)
D ‘; n®+x2 (
e x
, G
g} n:gl 1+u‘2x [ )
b nx
0; 0
h) E. TR (0; o0)
ol 1
— oo
i ,; x> +n?’ ( )
@ _x!
, {(—h:hy, h>0
i} ngl x1+n'2 (
a “2

Kk Y (" +x7"), 1/2:2)

n-ll\/;!-

3 i h;oo), h=>0
D X GFai+29-(+m) (AE)
@ 1
m L GrnEsntD)’ S
Wiasnoéci szeregu funkcyjnego

Jeéli szereg funkcyjny o wyrazach u,(x) ciaghych w przedziale E jest jndni:;t;jjme
zhiginy w przedziale E {wystarczy, e jest jednostajmie zhieiny w ym
domknigtym padp{mdz:l.ak-‘ pu'md?.!ai'u E), to: >t

1° suma tego szeregu jest funkcjs ciagly w pmd " £
2° catka sumy szeregu o wyrazach u_(x) jest rdwna sumie szeregu calek ty

WYTAZOW

b b
J'[ E u.{x}]dx = ¥ lulx)dx, a,beE (21)
-] -



a jesli nadto kazdy wyraz u,(x) ma w E pochodna i szereg tych pochodnﬂ i

CIAGI 1 SZEREGI FUNKCYJINE Rozdzial 23

jednostajnie zbieiny w E (wystarczy, e jest jednostajnic zbiez 3
: ; , ostajnie zhiedn afdymn
y domknigtym podprzedziale przedziatu E), to =
3* pochodna sumy szeregu o wyrazach u_(x) jest
nych tych wyrazéw

d‘ -
E[_E u,(x) | =

w:ury_{'.‘.lj i (22) nazywamy wzorami
funkeyjnego wyraz po wyrazie.

rowna sumie szeregu pocho

b

Am]

d
- W(x), xeE

na calkowanie i rozniczkowanie szersgy

23.10. Sprawdzi¢, czy zalozenia umozliwiajace catkowanie wyraz pe
wyrazie sg speinione i obliczyé calke, catkujac dany szereg w

po wyrazie.
) dx ) dx

2 (3

xi2

v (£

23.12.

n = )

a 1 & 1
o J(£ )i o [ (2 )
1 g 2t n=1

] 1 - &
e) I(N.gl n(l +n2x2]-)dx ) J.(”;ﬂ e“h-;ﬂ)dx

23.11. Catkujac wyraz po wyrazie, obliczy¢ calke
1

0 (3 ip)e » j@ )
o !(,.i xixz")dx

Szeregi wywodzace si¢ z szeregu geometrycanego. Ze '
. 1 WZOTU na Sumeg szeregu
geometrycznego o ilorazie bezwzglednie mnigjszym od 1 i

H
x4 2"

1
x+2"

= 1
1+X+X=+,..,= i ——
Il R

n=0
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wyprowadzamy: za pomoca obustronnego catkowania od 0 do x wzory

3 ]

o 1
L g i '"=.§_=]"_1_x' lxl <1 (24)
» o = ol
s = =x+(l—x)In{l— =1 25
ratatsat-~ L o AR W @5)
a za pomocy rézniczkowania | mnozenia przez x — wazory
X424 - Tt m e <] (26)
ll;l {l"x}z
5 . =L x(1+x)
x+dxt+9x +...=an'= Il <=1 27

r=1

{1=x)**

Obliczy¢ dang catke dwoma sposobami:
1) calkujac wyraz po wyrazie i sumujac otrzymane calki,
2) sumujac szereg podcatkowy i calkujac jego sume.

. Mozna przy tym korzystaé ze wzorow (23)—27), zastepujac

w nich x odpowiednim wyrazeniem, np. ¢! lube™".

o [(gm)e » ()
g j“( )as

Obliczy¢ podang pochodna, rézniczkujac dany szereg wyraz po
wyrazie (jesli sa spelnione zalozenia umozliwiajace takie roznicz-
kowanie w danym przedziale)

i 2
nce ™"

n=1

d = 1
a) E.Eum, {0; 0)
g By
V&L O
d 2 nx
c) EE’IH—Z“’ {0; oz)
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d & sinnx [ »
d.) E.;l P {md.ﬂ.ﬂlﬂ to wymaga zastosowania krﬁrtﬂl CIAGI 1 SZEEREGI FUNKCYJNE Rozdzial 23
Dirichleta) Szeregi potegowe. Promien zbieznosci
d 2 sinnx
€) E; z 5 I — a0 00) Szereg potegowy zmiennej x o wspdlczynnikach a, i frodku x,
r=1
d Z sinnx ayt+a, (x—xg)+ayx—xg + .. = ¥ a,(x—x) (33)
Ly o g W 1 =
il ma preedzial zhieinosci (x,—R;xo+R), gdzie liczba R, zwana promieniem
g4 = 1 zhietnodei szeregu, jest okredlona wzorami
g} Ex_ E ﬂ.l 272 [ﬂ; 03} 1
n=]1 =
R (34)
h) LI e ;
dx 5w+ (") i= lim |“'T‘ = lim /ja] = lim sup J/la,] @39)
Pierwsze dwie z tych granic moga nie istnied, trzecia zawsze istnieje. Jesli pierwsza
. : lub druga z tych granic istnigje, to jest réwna trzeciej. Granica lim sup (czyt. limes
Kryterium Dirichleta :up};;ifr] jest najwicksza z granic clagoéw wybranych z danego ciagu (Zarys I1,
5
Szereg funkeyjny

E a,u,(x), xeE

Jest zbiezny jednostajnie w przedziale E, jesli ciag liceb a, dazy monotonicznie do 0
a sumy !

U ()t ug(x)+ o +ufxl xcE nes
53 jednostajnie ograniczone, tzn. istnicje liczba K, taka 7e
() +us(x)+ .. +u,(x) < K, xeE nes
Wniosek Szeregi trygonometryczne

-

Z

=
84 jednostajnie zbicime:
— dlald <r g lwkaﬁdymdomlmi;t}mpodpmdzinlepmd i Z
‘ zialu (0; 2n), & takse
przedziatéw (2km, 2(k+ 1)m), ke #; e |
—dlar > 1 w przedziale (— ao; ), na podstawie kryterium majoranty.

sinnx
n

[ 3
S ) —_“":,“"

23.14.

Sens wrorn (34), gdy A =0 lub A = oo, zob. Zarys 11, 5. 305, okreslamy umowa;
jesliA=0,to R=o0,ajeslidi=o,to R =0,
Whasnosci szeregiw potggowych
1. Kazdy szereg potggowy jest:
« Zzbieiny bezwzglednie wewnatrz przedziatu zbieznodci,
» zbieiny jednostajnie w kazdym domknigtym podprzedziale przedziatu zhieino-
i,
« rozbieiny zewnatrz przedzialu zbieinodci, jesli prredzial zbieinosci jest ograni-
czony.
2. Suma szeregu potggowego moze byé rozniczkowana i catkowana wyraz po
wyrazie (Zarys IT, s. 307).
3. Dla zbicinosci szerégu potegowego w punktach koncowych przedziatu
zhieinofci nie ma uniwersalnej reguly. Zbieinoé¢ w tych punktach jest
wilasnodcia indywidualna kazdego szeregu (zob. tw. Abela, Zarys [, s. 308).

Uwaga. Szereg jest okreslony, jesli jest dany wzor na jego n-ty wyraz

Wyznaczyc promien zbieznosci szeregu potggowego

a) fx" b) Enx‘
a=1 n=1

¢) inzx" d) ii
n=1 =1 n



23.15.

g "g:lﬂ'x", re®
g},.;?’ a>0 h) an a>0
i) lea, a=0 i i—u a>0
n= r=1
= (nl)? © 3y
Sk B
) 2y Y2 o
3"+I: 2z o i
}.E: (e+1)" “}Em’ a>hb>0

Podany fragment szeregu potegowego uzupelni¢ wzorem na

wyraz (mozna to zrobi¢ na wiele sposobow), nastepnie zapis

ten szereg za pomoca znaku 3 i obliczyé jego promien zbiezno
a) 10x+100x% +1000x3 + ...

(=1 (e—1)°

B et
) G-D+5t e
e

d) 14+2x* +dx*+8x54 ...
e) 1+x+2x?+30x3+ ..

(x+1)° b (x+17°  (x+1)
33! 5-5 TN
g) 14+3x+2-32x2+3-33x3+ ...
(x—2) " (x—=2% (x—2p
R T SR

LGP @
TR TR TR

h)

i) x+

D x+(2xP+03xP +

-~ %00 -
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23.16. Korzystajac z szeregu geometrycznego (23) i szeregow wywodza-

cych sie z niego (24) — (27), rozwina¢ funkcje w szereg potegowy
o danym érodku x, i poda¢ promien zbieznosci tego szeregu.

1
s xﬂ=ﬂ h‘)"x_, xn-_—]

1 1
c) s Xg=2 d) e Xog=2

R T LR R L R el

g) Inx, x,= 1; wsk.: szereg z zad. b) scalkowac od 1 do x;
h) (1+x)In(l+x), x,=0; wsk.: szereg z zad. f) pomnozy¢
przez 1+ x albo skorzysta¢ ze wzoru (23);

1
e i
reg (26) podzieli¢ przez x albo szereg (23) pomnoiy¢ przez ten
sam szereg (Zarys I, s. 214);

= 0; wsk.: szereg (23) zrozniczkowac albo sze-

i)

] %_:;E—ﬁ, xp = 0; wsk.: roztozyé na ulamki proste;
k) P W x, =0; wsk.: rozlozy¢ na ulamki proste

(1—-x)*(1+x)’
albo szereg (26) pomnozy¢ przez szereg z zad. a).

Szeregi Maclaurina najwainiejszych funkeji (Zarys [, 5. 311—312)

F=14+— +§+ = a: (36)
cmx=l—§+—gu—§+_.=‘i]{—l}" {::]r xed (37)
sinx -x-§+§—x—1 —*wi}: {;‘::1‘}!, xe® (38)

(14 = 14+px+ p{f;l} x+ p{p:.lz}{:;;-*.?] o= ,,i.(i) X,
pedR, x| <1 (39)
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23.17.

23.18.

Korzystajac ze wzorow (36)—(39), rozwinaé w szereg Maclaurir
funkcje '

1
a) e b) cos’x = 7 (1+c0s2x)

d) ./1+x

1 1

e Y e
9

b 1
¢) sin’x = 7 (1—cos2x)

oraz funk arct !
1+x2 C]@ gx 1+
o

x

1 1
h) ————— oraz funkcj¢ arcsinx = | —dt
V1-x § .[ 1-7
0

x2

i) e™* oraz funkcje Erfx = e "dt

[
(Erf — funkcja bledu (error function), Zarys I1, s. 310).

Calki nieelementarne

Catki nicelementarne (Zarys I1, 5. 14) obliczamy w ten sposgb, ze funkej
podeatkows rozwijamy w szereg potggowy i otrzymany szereg catkujemy wyraz
po Wyrazie. |
Jesli funkcja podcatkowa jest ulamkiem postaci

e —1 l—cosx sinx  arelgx

? T ¥
x X x x x

Arcsinx

to jako ulamek jest w punkcie x = 0 nicokreslona, ale poniewai ma w ty
punkeie granicg skonczong, to nadajemy jej w tym punkcie wartodé rowna
granicy i otrzymujemy funkcje okreslona i ciapta w catym preedziale okredlonod
licznika. Tak rozszerzong funkcje ornaczamy nadal symbaolem (40). W pra
to rozszerzenie wykonujemy w ten sposdb, Ze licznik wlamka (40) rozwijamy
W szereg polggowy 1 ten szereg dzielimy przez x.
Korzystajac ze wzorow (36), (37), (38) i zad. 23.17 g), h), e]i
obliczy¢ calke nieelementarna

- P -

CIAGI 1 SZEREGI FUNKCYJNE Rozdziat 23

x " x Y X t
a) J.-"’I—ld: b) r%mt dt ¢ Six= F‘“—d
0

o o
(Si — sinus catkowy (sine integral), Zarys I1, s. 310. Oprocz
Si x istnieje si x = Si x—mn/2).

arctgt arcsint J' 1
dt dt =t
¥ 7 28 e
i}
Szeregi trygonometryczne

Szeregiem trygonometrycznym (Zarys 11, 5. 317, 318) nazywamy szereg
%au+ Y (a,cosmx+b, sinnx) (41)
=1
Jesli f jest fonkciy catkowalna, to szeregiem Fouriera funkgji f w przedziale
{ —m, x> nazywamy szereg (41) o wspotezynnikach wyznaczonych przez wzory
Eulera-Fouriera (wzory E-F)

= : I
a, = s jf{x}msnxdx. b, = oy j‘_il"[x}smnxdx (42)
n
dla n =H,1 2054 dlan=12..
Tesli funkcja f jest parzysta, to by = by = .. = 0 oraz
.
a, =—J-f{x}m@n.xdx n=0,1,2,.. (43)

L]
i wowczas szereg (41) sklada sie ze stale] i cosinusow i jest nazywany szevegiem
COSIMUSOW.

Jedli funkcja [ jest nieparzysta, to 4, = a@; = a; = .. = 0 oraz

b_=%jj‘{x}sinnxdx. r=1,2,. 44

i wowczas szereg (41) sklada sig ze sinuséw i jest nazywany szeregiem sinusdw.
Suma szeregu Fouriera funkcji f mode byé rézna od funkeji £

.



23.19.

Warunki Dirichleta dla szeregu Fouriera. Jedli funkcja f spetnia w przedz
{—min ws_.’nrm:.k.! Dirichleta, tem, jest w tym preedziale 1° ng,
przedzialami ciggla | monotoniczna (Zarys I, 5. 227), to szereg Fouriera fun

CIAGI | SZEREGI FUNKCYJNE Rozdzial 23

Jest W tym przedziale zbiezny i ma sume s(x), ktdra Jeili funkcja f jest nieparzysta, to a, = a, = a; = .. = 0 oraz
— Wewnatrz tego przedzialu preyimuje wartodci B
Six), jedli x jest punktem cigglodei funkji f, b, = EJ. fms,-n(,,i x)dx, n=12,.. (48)
s{x_] - f{x+0}+f{x_q} et . h h
T3 Jedli x jest punktem nieciaglodci funkei f s
i szereg (45) redukuje sic do szeregu sinusdw,

(Zarys 11, 5. 320, wzér (146.9))
— W punktach konicowych tego przedzialy Przyjmuje wartodé
S=n+0)+f(r—0)
2

Warunki Dirichleta dla szeregu Fouriera w przedziale £ —h; h) 53 analogiczne
jak w przedziale { —m;n).

s(m) = .!{—-1'!} =
23.20. Rozwing¢ w szereg Fouriera w przedziale {—2;2) funkcje
1 dla x>0 0 dla|xj<1

a) x b}sgnx={[} dla x=0 c}{lﬂdlafx|=l
—1dla x<0 1 dla |x]>1

D ZEWnaLrz tego przedzialu moze byé rézna od I
inigcie funkcji w szereg Fouriera polega na obliczeni spdlczynni !
g:il:,; Dl:‘:zpizamm;m?réci nu@d.f.y ::Is:@ Elt:lﬁm: wodp-uwiw::;:;wm
oo spﬂnmun ormacji dla jakich wartosci x w preedziale {—n
23.21. Rozwinac¢ w szereg Fouriera w przedziale (—1;1) funkcjg
1-x dla 0<x=x<l1
a) x| b) x? c]{ 0 dla Xm0
—1—x dla -1<x<0

Rozwinaé w szereg Fouriera w przedziale { —m; > funkcje
1
a)x b Ix" ¢) n—|x| d) |sinx|

Szereg Fouriera w przedziale {0; &%. Jesli funkcja [ jest okredlona w przedziale
£0; h» ichcemy jg w tym przedziale rozwina¢ w szereg Fouriera, to zmieniajgc lub
uzupelniajac jo okreslenia poza przedzialem <0;h), mozemy otrzymaé na-
stepujace dwa rozszerzenia funkgi / na przedzial {—h; >

&) & n{ﬂdlax;ﬂ x*dla x>0
—x dla x =0 Odlax<o0

Szereg Fouriera funkeji f w przedziale { —h; b, h > 0, ma postad

1 o T T fix) dla O=x<h fix) da 0O<x<h
rozZszerzenie parzyste rozZszerzenie pieparzyste

wzory E-F dla tego przedziatu majg postaé

=l T 1 .
a, A fffxlmﬂ ("Ix)dx' b, = i If{x]sin(n%x)dx
=a -b

dlan=0,1,.. dian=1,2,.
Jedli funkcja f jest parzysta, to by=by=. =0oraz

Stosujgc do funkeji f wzory (47), wzglpdnie — wzory (48), otrzymamy dwa szeregi
Fouriera funkcji [ w praedziale {0; h: szereg cosinusow 1 szereg sinusow. Oba te
szeregl przedstawiaja w przedziale {0;h) funkcje f w sposob zgodny z twier-
dzeniem o szeregu Fouriera.

23.22. Rozwinaé w przedziale {0;2) funkcje

1 daldsx<l
fix) = {1;’2 dla xm=]
0 dlal<cx<g?2
a) w szereg cosinusow  b) w szereg sinusow.

s DY =

]
2
a,= 'EJ.IIIIWS(n%x)dxf a=01,2,..
0

i szereg (45) redukuje si¢ do szeregu cosinussw,
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23.23. Rozwinac w przedziale {0;2) funkcje

1 dal0<x<1
f(x) = {3;2 dis " ey
20dls 1 <»gd
a) w szereg cosinusow  b) w szereg sinusow.

Odpowiedzi

23.24. Rozwinacé w przedziale {0;1) funkcje e*
a) w szereg cosinusow  b) w szereg sinusow.




Odpowiedzi do rozdzialu 14

ODPOWIEDZI Readzial 14

141. a) bx+C, x*/2+C, ax’2+C, ax?f2+bx+C
b) x}/3+C, ax*/3+C, ax*/34+bx*2+ex+C
©) x*/4+C, ax*/4+C, 3x*+3x*—Sx2—x+C

d) _[x"dx =x"Y-1)+C= -1/x+C, —-1/2x¥)+C,
=1/x+1/2x*)+C, x*3+1/x+C

O [xdx =3 +C =2 /i34,
[x*dx = x33/(5/2)+C = %\/x_’ +C,
fx"2dx = x'2(1/2)+C = 2./ +C,
j'(x”z-x‘”z]dx - x?rﬂ;[;a;z]—-x”zﬂl,r‘ZHC =
-2 fae-3+C

3 3
f}?:";x*+c, a—;"s’x*+C, -:Tx”“+C, —;x“3"‘+c

®) Injx|+C = Injx|+In]4| = Injdx], A0,
2ln|x|+C = In(x?)+ C = In(4x?), 4 >0,

1
EInixHC =In./|x| +C, In|x|+1/x+C

14.2.

h) e*+C, 5¢*+C, e**+C, 5/n5+C

i) sinx+C, —cosx+C, asinx—bcosx+C,
—cos(x+a)+C

i) In|sinx|+C, —In|cosx|+C, Injtgx|+C,

In|sinxcosx|+ C = In %sinh +C=

1
= ln~i-+ln lsin2x|+C = In|sin2x| + C,

k) tgx+C, tgx—x+C, —ctgx+C, —ctgx—x+C

- 210 -

1 ]
—arcsinx+ C,

I) arcsinx+C, 4arcsinx+C, 5

%—arc:sinx+ﬂ

m) arctgx+C, %arctgx-frc, x+arctgx+C,

x—arctgx+C

1 1
Lex+5P+C, FEHP+C, —(1-xpP+C

6
1
‘E(K—E]“'FCF

L
s G,
3x+

b) %x‘*w.

a)
L 1+89*+c
32 '

1
~37 (1-8%*+C

1 -1 -1

cC, —+C
x—a+ x+1+
-1

=1
T R VT, | A
e) 2./x +C, %Nxax+¢+c, -
-2./—x+C

2 2
?(x+k]'""'z+ff.

—1
> 5(5x—8) e

1

~1
0(—5x7 T

2x? * ¢

d) £

1-2x +C,

'r) Ex'“z+cf

_%[1-11)”%::

%(3x+7]312+6.

g) Injx|+C, Inlx+kl+C, éln|3x+4|+(l'.

1
—<In|2-5x|+C
5
1 1
b) 40 TG Soerhal, —eThe
107 | ~10°* 21072
ban’™ o’ mp LR
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n—X ODPOWIEDZL Rozdzial 14

+C

. 1
) sinx+C, sin2x+C, 2sin§+:::, < 6gin
=larcsin[bxfa]+c

}J‘ dx _lJ' dx
V@ T ) fimxar

1 x 1 ax
o Y g, —arclg——+C
b) aarctga+ c) =F g b

1
k) —cosx+C, —cos(2x+1)+C, —2c0s= +C, 144,

: 2
—-4—(:052x+C

1
I) shx+C, Esh{ax+b}+c, ash%+C, —sh(l—=x)+C 14.5. Zobacz Zarys II, s. 12.

2d 1 1
m) chx+C, Echil—i+c, ch(1+x)+C, 146. 2) 57X +C, x*+C, xpPr+C
1 1
?chh+C1=Eshzx+C =%ch2x+(33 b) _l.erx+c dla r#0, -ime,“+c dla x#0, s£™+C
r

X
X0 dla r# -1, —+4C dla 0=xs#£1,
r+1 Inx

tx"4+C
1 .
d}lsin[px+3]+{f dila p#0, ;sm{px+s]+£l
P

3 3 2 2 | )
14.3. a} §x5ﬁ+C, —g{x—c]5f3+C, 'g‘xj'rz'l"C, —E(l—x}s'ﬂ+ﬂ
3 3 3 3
[ 1 23 D s o
) 2:4: 1 2[::c+1}u 2 4[l 2x)52. (ax+b)*3
c) aln|x|+C, aln|x+k/+C, —a/x+C, —af(x+k)+C

d) Injsinx|+C, Infsin(x+k)+C, Elnlsin-;i[-f-c,

dla x#0, sin(px+s)+C, tcos(px+s)+C
e) Injx+./x*+y*|+C dla y#0,
Infy+./x*+y*|+C dla x#0

-_X
—2ln(sin +C
{ f) In|x+./x*=y*|+C dla y#0,
e) —In|cosx|+C, —E[nlcuszx|+£f, —2In ms—;'+c, arcsin(y/x)+C dla x=0
+1
x+k i A TR A i i
—3]11005T‘+C 14.7. a) p+1+C, 2p+1+ap+1 © alp+1)
f) tax+C, 2tg(x/2)+C, —ctgx+C, —2ctg2x+C (ax+b)yF*? [c—b}[ax+b]r+1+c
_ b - a(p+2) a(p+1)
® arcsinx+C, arcsindx+C, arcsin-+C, b) Injx|+C, x+lnjx|+C, x+Inx+1+C,
1
Earcsin%i+f;‘ %x+%ln|2x+1l+(j‘
h) arctgx+C —l-amtgzx+ﬂ' lan=tgi++t: ) ]n|x|—l+t‘.? |n|x+1|——1—+r:, 1J|1|x+1|——2 +C
Y r iy g Xt x+1 x+1
1 3
-ars:tg—x-+C 2]n|x+1|——lw+C

6 2 x+1

w E1E - 213 -



14.8.

2
l]} ?[x:!'ﬂ +(x+1]3|f2]+c' %xﬁi'i';x”:'l'c,

2 2 ;
5+ | R +3 0+ 1)*24C, %[x+ 1}513—;_{;.54. 1)%2 4

e) arctgx+C, x—arctgx+C, ax+(b—a)arctgx+C,
arctg(x+1)+C
f) -2./—x+C, -2./—-x+14+C, arcsinx+C,
arcsin(l +x)+C
1 1
g]x+-2—m32x+ﬂ, —-—Ictgx+C, tgx—x+C,
—ctgx—x+C
h) —e™*+C, e*—e *+C, —e* +E‘ shx+C
1
i) x+2e*+—e**+C, 3 e?* 4+ 2x — —e'=*+c 14.9.
1 X 1
—sh Lt Sl Ve
7S 2x+2+C. 4sh:?::.: 2+1';'
j) thx+C; poniewaz th®x = 1 —1/ch?x, wigc | thixdx = 14.10.

=x—thx+C; —cthx+x+C;

+Cl = chzx'l‘{:z

1
5ch2x+C=sh2x+

a) [xsinxdx = x(—mx}—-j—'nusxdx = —Xxcosx+sinx+C,

J(1—x)sinxdx = (1 —x)(—cosx)— [ —(—cosx)dx =
= (x—1)cosx—sinx+C,

[xcos3xdx _xsmlx_-l'sm?:x i sin3x+cos3x+c !
1
b) (x—1)e*+C, —{2x——1}e3“+c —(x+1)e"*+C

1
c) X (lnx—i)ﬂi.‘ x,/_(lnx——)+£‘
z./; (lnx—2)+C
d) [Inxdx = [1-Inxdx = xlnx—‘[.x%dx =xlnx—x+C,

- 214 ~
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2x
F A 2y __ =
{In(1+x*dx = xIn(1+x?) Jx i dx
14+x2=1

d .l
= xln(l+x%)-2 | ———dx =
= xIn(1 +x%) —2x+2arctgx+C,

1 1 1
j]n\/;dx - xln.,/;—ij—dx =xlnx——x+C
x 2.0 % 2

} {3x —2)(x+1)**+C, xchx—shx+C,
xshx chx+C

2) (x*—2x+2)e*+C
b) (—x%+2)cosx+2xsinx+C
¢) (x*+2)shx—2xchx+C

a) Calkujemy dwukrotnie przez czesci i otrzymujemy rownosc
[e*cosxdx = e*(cosx +sinx)— | e*cosxdx + Const

w ktorej mozna przyjac, ze symbole calki po jednej i po drugiej
stronie roéwnoéci zawieraja te sama stala, a catka

J= I e“cosxdx

jest niewiadomg. Mamy rownanie o niewiadomej J
J = e*(cosx+sinx)—J+ Const

i otrzymujemy

1 F

J = Ee."[unsx +sinx)+C

b) -;—e‘(sinx-costC
¢) %e”[lsinx—mstC

d) %e”‘[lsin3x-3m 3x)+C

- 215 -



14.11. a) jg (x)g'(x)dx = [ g*dg = —-g +C = -—g x)+C
b) —9 +C ) Inlg(x)|+C d) —1/g(x)+C

2
2 =
e) .Jy{xl +C D3l 4+c g emic
h) sing(x)+C i) arcsing(x)+C i) arctgg(x)+C
14.12. a) Przyjmujac y = a+4x2, dy = 2xdx, mamy
3 p 1 |
j'[-a+:'x ) 2xdx = [y*dy = -3—;.r3+C = E-[a+x2]3+£‘.
Przyjmujac y = sinx, dy = cosxdx, mamy
Lo | - I- 1 .
Jsin®xcosxdx = [y2dy = FV+C= Fsin’x+C.

Pﬂ}'.imu.iilﬂ y= ].l'lx dy = —l—dx mamy

B Fo - 1
J. In®xdx = f zdyh-:,,—y +C=?1n3x+£?

1 1
Sre; |
b) 2ln x+C, -z—arctgzx+£', Earcsinzx-f—ﬂ'

1
5 :
¢) Inja+x? +C, -I]n|3+4smx[+f3, In|lnx|4+C
d) —1/(a+sinx)+C, —1/(1+e9+C, —1/a+xH)+C
> 1
€) 2\;a+smx * By Xl C; —3v2-3*+C
= 23372 1 2
n 3 [1+x } +C! __E(az_x213|f2+c", 3_(1 +cﬂ3:2+c
g) e*+C, o4, efmryc
b) sin(x*)+C, sinlnx+C, —cos,/x +C
4.4 1
i) Elnlx2+k| +C, —-—z—ln[k—-szC, In(l +e%)+C
DP2rk+rC, — /252 +C, arctgx®+C
k) arctge*+C, arctgsinx+C, arctgﬁ+£‘
- 216 -
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+1 +C

-1

) 2arcsin,/x +C, 2In|/x +/x=1|+C, In

m) -é—-sinzx+ﬁ', %tgzxa’rﬂ, Injtgx|+ C

DR

14.13. a) -%{1—x2]3’2+01 b) —/1-x*+C,
1
¢) Wsk. x* = x—x(1—x?). Odp. —3[34:‘+2],M—::c2 +C
14.14. a) Z wlasnoéci funkcji hiperbolicznych (s. 32) wynika, e

ch®x —shix =1
ch?x+sh®x = ch2x

Calkujemy te rownosci i korzystajac z rownowaznosciix na s, 20,

otrzymujemy
1 1
G = [ch®xdx = E(x+ish2x)+c
H = [sh*xdx = %(x—%shlx)+{f‘

b) Przeksztalcamy funkcje ./1—x?, a nastepnie catkujemy ja

1 x
J‘“—Jl——ﬁ?‘m

i otrzymujemy rownosé
L = arcsinx—M+C,

Przeksztalcamy catke M i calkujemy przez czesci

= J.de = Jx—i——dx =
1= J1=x
=x(=/1=x*)=[=/1-x*dx=—x/1-x* +L+C,

-217 -



i otrzymujemy réwnosé

M=-x./1-x*+L+C,

Mamy dwie réwnosci

L+M= arcsinx +C,

L-M=x./1- =

Stad otrzymujemy

1
L=j/1-x%dx= 7 (aresinx+x,/1-x?)4.C

" x* 1 ;
[ s

l:jP——-f x*+k dx=Q+J. kdx
VxXi+k 143I}a
=Q+k1n|x+\!x +k|+C,

X
=x\/x*+k+C,—P

Mamy dwie réwnosci

P—Q = kin|x+./x* +k|+C,
P+Q=x/x*+k +C,
Stad otrzymujemy

1
P=(/x+k dx-—:-fx,fx1+k+k1nix+11x*+k1jl+c
0= ,[J:TT_ (e/x +k —kin|x+ /X2 Tk )+ C'

14.15. a) [arctgxdx = xarctgx— e
14 x?

= l zad. 14,12¢I =
e 1
- Iﬂr‘“tﬂx-?lﬂﬂ +x%)+C

- 218 -
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b) | xarct xdx——l-xzarct :vr:—l "
AT i S B E T

1 1
= ]x“ = —1+{1+x’]i = E(x’+l}a:rctgx—3x+c

1 1 o
¢) | x*arctgxdx = —xamctgx—ijx—dx =

3 1+x2
x}=x+x—x= e 1 1
= =— tgx——x*4+—In(l +x?
!=x{l+x2}—x ! 3x arctgx 61: +6 n(l+x°)+C
xdx
d) [arcsinxdx = xarcsinx— | —— = ]zad. 14.12j!=
J1—x2
=xarcsinx+\g‘1—x1+C

; 1
e) | xarcsinxdx = 5 x?arcsinx —

JI —x?
=lzad. 14.14]:-] %x —%)arcsmx+—x,f1— +C

1 | 3
f) [x*arcsinxdx = x’a:rcsinx—-—j—x-——dx =

3 3)./1—x?
¥ =x—x+x3=f 1 : 1
=-§ gty !m?x3arcmnx+§(xz+2}\f1—x2 +C

14.16. [uv"dx = w'—[u'v'dx = w'—(Wv—[u"vdx) =
= ' —u'v+ [u"vdx,
jw’"dx = uv"—ju'u”dx = uﬂ"—{u’n"—ju"u’dx] -
= " —u'v' +u"v—[u"vdx
14.17. 8) (x*—2x+2)e*+C
b) 2xsinx—(x?—2)cosx+C
¢) 2xcosx+(x*—2sinx+C
14.18. a) [P E‘] ah (X}+Fr(x}]e*+c

r
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b) Plx] Sinrx—-[fﬁ:l___ P(x)

r ]msrx+£‘

c) P;Ex} msrx+[£(i]_ P *{x]
r

]smrxﬂ:'

14.19. a) Mamy . /1+x =¢, wige x =t3—1, dx=ds

I 3xdx 32 —1)2tds ? {
20 % =GP -3dt = 318

_'I':Iz—j]'FC =1+x(x— -2+C
}_“—ﬁ:_ﬂx +4x+8)4C

¢) Mamy Inx =¢, wiec x = ¢,

dx = e'dr; [sinlnxdx =

= [e'sintar = § 24 }_ 1
'I; 14.10b 2 EI{S]DI"CDS‘}-F- C =
- Ex[slnlnx-—cuslnxhc

) Mamy \/x =1, wige x =%, dx = 2¢dr; Jin/xdx =

=[2Intdr =§224- §_ of , 1 e
14 8 t*| Int 2 +C=

=x(1ﬂ\/;—--;—)+c

€) !'N;dxzj'z:e’dt-!
14.8
\,f‘x+ (3x2 +x=-2)+C

g) ?,;’2x+3 (4x*+2x—6)+C
h) Mamy . /1 +1l/x =t, wigc 14+1/x = 2,

—2tdt 1 1
dx =
[ }2 : J. 1 +

=—3+1/xP2+c

=2(/x-N)ef5+C

x=1/e*-1),
dx = [ —2t%ds = —SEPHJ o

- 220 -

i) Mamy 1+Inx =1,

14.20.

wiec x =¢' 71, dx =e'"lds;

dx dt
jm=I : =Injt|+C =1n|l+Inx|+C

) (x+1arctg/x —/x +C

2
a) Wskazowka 1 +sinx = (sin o +cos ;) = 2cos? (% _%)

2

Odpowiedz: tg (—Z-L —4—) +C.

b) Wsk. ./14+¢* =t. Odp. x—2In(,/1+¢* +1)+C.
c) Wsk. ,/; =t (zad. 14.15¢c). Odp. %x\/;amtg\/;—%x+
lMU+ﬂ+C
d) Wsk. sinx = y. Odp. —sm *x+C.
€) Wsk. sin®xcos?x = sin?x (1 —sin’x)cosx, sinx = y.
Odp. %sm x——;—-sm x+C.
f) Wsk./x = y(zad. 14.15a). Odp. 2, /x arctg,/x —In(1 +x)+C.
g) Wsk. Catkowac przez czgéci (zad. 14.10b, 14.10a).

Odp. %e‘ [x(sinx —cosx)+cosx] + C.
h) Wsk. Catkowaé dwukrotnie przez czesci.
Odp. xarcsin®x+2,/1—x? arcsinx —2x+ C.
i) Wsk. \/2x—x2 = /1 —(x—1)? (zad. 14.14b).
|
Odp. E[an::aiiﬂ[::cvIHF[::4:—l]ﬁ,r“lm:_m:‘t ]1+C.

1 i (ol
e+e* 1+4+e?*’

2
k) %arcsin§+%,,fa‘—-x’ +C

- 221 -

e* = y. Odp. arctge®+C.

i) Wsk.



1421 a) 2x(x+2), 2x(2x—~1), 2(x342). Iy_ .
D e, r Gl et Y
o8 =2 1 v
d) [[x+1}{x’—x+;|+ h )P ),
X=1)(x+2)(x+3 ek
€) (x—2)(x*+1), x{izi2+1]]fx+”2

1422. 3) x(4x+1), 4x(x—2), (x u
—v/3)x+,/3), -3
e b
eish, X et 1
d) Px+1,'l[4x*-—2x+f) B A '
X=1)x+10, (x—1)(x?
€) (x—1)(x2+1), [:+ 1}15;2: E+2}

14.23. a) Podftawiam}r x2=yj otrzymujemy x*—3x2 42 —
={u —3u+2= (u—1)(u-2) =x=1)(x*-2) =
=x=Dx+1)(x=./2 i i
Fth mﬂrﬂzlﬁ f ) |fx+ﬁ]. Podobnie otrzymuj
X=1D)(x+1)(x=3)(x+3), (x2 2
(e—1)(x+1)(x*+2) A

h =
)Ei-?{zi%ﬁ"ﬁ”’ P+ +2), (x24+1)2,

) x*+x?+1=(x2+1P2—x2 [ +1)—x] [(x*+1)+x] =

=(x*—x+1)(x* +x+ 1). Pozostale rozk}

k ady:
{x’—xﬁ+1](x*+xﬁ+1}, ‘
[x’-—xﬁ+2][x2+xﬁ+2].
[xz—xﬁ+2][xz+x\/§+2]

@ (x—1)(x+1)x2+1), (x*+x./2 +1)(x? -
{x-l][x+l}{x’+x+l}{x’—f;<-_1:: ) —x /2 +1),

P+ D —x /T + 1) (x2+x,/5+1)

€) (x—1)(x+ DOP+ 10 4% /2 + ) (x2—x, /7 +1),
[xz—x”f’2+\/2—+l][x2+x.,3’2+-\/5+1]><
Xt =x0/2=/2 4 1) (2 42, /2— ]2 +1)

1424, a) 1— 2x+1

b) 3x+ ) x—2+

-0 .

Rozdzinl 14

x+1 x—3 x242x+5

ODPOWIEDZI
O 43— O X —xhx——
x2+2 x'+1
g g Zir il
14.25. a) T b) x x+3
—15 15 3kt
d. | Ny LY —
© x—1 x+4 )x x-"+x—l
325 . 15 625 el 1
p e +{xr1}* 2x+3 D 4245 xF
x 1 L
e —— Er——— h e
® x*+3  x+1 ) e
‘ e 2 ot H2. =102
i) P T I | s sy
S Lo (LN 1. 1/4
x—1 " x+1 (x—1)2 " (x+1)
=
1426. a) In|x+al+C b s T
x+a
—1 1 X
RPN e R
] * + 1 arct i+C
W) W Ca

n 3x*+ 5a%x 3
8a*(x* +a%)? 8a
1 1

g —Elnihz +2x+ 1]“5 arctg(2x+1)+C

X
3 El‘l'.‘-tEE'l'c

h) In{x’+2x+lﬂ}"3amtﬁ'§'3ﬂ+c

1 3x+3 1
( _3x43 Hmtgi)w

Y\ Frxri0 3
1, |x—1
1427. a) < ln x+1‘+c




1 x+1 1/4 1/4
b —1 - by
S P e e e
L |x+1] 14 14
¢) ——1 L4 e
) Pl x=1] x-—1 x+1+c

1
d) Injx|—-—In2x—1|+C

1
&) Injx|+In[2x-+ 5]+ C
f) In|x—3|+In|x+4|+C
1
g) ln|x—2[——2—ln{x2—6x+lﬁ}+ 2arctg(x—3)+C

—2x% +6x—5/3
(x—1)°

h) +Infx—1]+C

1
i) —z—fxz— 1)+ 3In|x|+ 2In|x—3|+C

2

s x4+35/2 1
x

o e
-1 —l—n {x_ljz
5(x—1) 50  x*+2x+2 25

D n

k) ——arctg(x+1)+C

m) l]11{:1::"+ I]——l-ln(x3+3}+£?

5 0> 2+x./3 +1

1 1
+ arct, £
4\/_ = —xJ_+ Ex+ﬁarctgx +C

o ekl o BER 5
2| P rdxss TarclEx+2) (+C

2x%—3x? 3 |x*—1
D Ty tals +1|+c
- 224 -

ODPOWIEDZI Roadzial 14
x+1 3 x+1 3 x+1
. gl C
BT gy i B T e ST
—57x%+228x% —445x% +434x—192 57
tg(x—1)+C
B(x— 1)(x2— 2x + 27 e
+3 —10yd
14.28. a) Przyjmujemy y = ,stad x y y ':,
T 07-2)
1 Jﬁdx_ (y:—2? —mydy:
=P N =T T4 a5 S Paa)
i R 2x+3\312
=_E_[ gy s Y (s F( _1) G
3 [ 3x44)\43
o c
o) 13(1-;;) =
2 (1+x)51
c} _E(]—x) +C
6x+E S,

€) ?:x+1}ﬁ /Bx—2Z% +C

f) %{2@‘+3}[2J21+3 =3)+C

g) 2./x—3 +/2 arctg /xziﬂz

h) %3/(3x+1]2+:'/3x+1 lnf 3 3x41—1|4+C

1_2

+ X
1—x

2 ii:: +Injx+1—/(x+H(x=1)|+C

- 225 -

+C

i) ]11\ - + 2arctg




14.29,

- 2° wyznaczyé z tego réwnania t jako funkcje zmiennej x

+3
k)2t [x+3
) T —2arctg L
1+x
1) 2arc S A
8 [— —-V/I—x +c.
Inny sposéb: ,‘1+x deJ {Jl+x.\,1+x gl
1—x =% e

I+x
= I‘—Ift——;;ﬂx = aresinx—,/1—x? +C,

-3
m) o 2x+3)2/(1—x)7 +2

3 1\#5 5 1\9is
ﬂ14(1+;) _?(”?) +C

0) Earctg\/z;"x_z ,2:.1: iC

A;by zrea]tzowac podstawienie Eulera, nalezy:
1° napisaé rownanie okreslajace to podstawienie,

oraz x jako funkcje zmiennej ¢,
3 obliczy¢ dx, :
4: obliczy¢ y jako funkcje Zmiennej ¢,
i przeksztalci¢ catke.
by zastosowac trzecie podstawienie Eule .

wac trzeci ra, nalez io
wyznaczyc pierwiastki trojmianu i przedziat caikowam}r llpat.'z 8
) y=/9%—10x+1 = 3x—t, ¢= Ix—/

» I=3x—_/9x2_10
9x? —10x+1 = 9x? — x4 2 ; s
—10x+1 = —6xt +12
x(6:—10) =2 —1

-1 32— 10t+3
= of g 2D
6t—10 (61— m}z dt,

32 —10t+3

y=3x—t=-
6t—10 °’

- 296 -

ODPOWIEDZI Rozizial 14

dx dx —dt 1
e e o [ S SR R
J‘J?x’-rmx+l y .I.i'-t—5 3 | |
+C=—%ln|9x—5—3,f9x’—mx+l|+C‘

Ox2—10x+1 —1
b) y= SO —10x+1 = xt+1, t=Y% x”
O0x2—10x+1 = x22+2xt+1
9x2—10x = x>+ 2xt
9x—10 = xt*+ 2t
x(t2—9) =—2t—10

5 24+ 10t 4+9

—2t-10
T Iz_g L] dx = {tl__g}i. dt’
AT t*+10t+9
y= v (Iz_g_]: ¥

J‘ dx _j‘—zdr_ zad, —iln|t+3+
JoE—10x+1  J =9 §1450f 3 |t-3
+C=%in|9x—5+3\g’9x’—lﬂx+l|+C

¢) 9x*—10x+1=0; x, = 1, x, = 1/9; istnieja dwa przedzialy
calkowania: (—o0;1/9) i (1; c0); obieramy przedzial (1; o).

y=9x*—10x+1 = /9(x—1/9)(x—1) = (x=1)t (t>0)
9(x—1/9)(x—1) = (x—1)*2

Ox—1
—1= — 2 i
9x (x—1)t*, t=+ i
x(t2=9) =¢*-1
L | — 16tdt 8t
x—-—tz__g, dx=_[t2—9]=’ y=(x—1)t= g

-1227 -



2.::': 1 £+3J

.[,f O —10x+1 J o= im’ B
Elnlﬂx 5+3./9x*—10x+1 |+C
14.30. Przyjmujemy y = . /x*+k = x—¢t. Stad t = x— /x2+k,

i B +k
2t 21

dx dt
¥ m=J.:=““'”+C=-1nlx—Jx’+k[+C
2 1 Ix4+./x*+k '
T e ar

|x—/x? +k|jx+Jx3+k|
+C=In|x+./x+k|+C,, gdzie C, = C—In|k|

2 2
b) | /x*+kdx _I{[ 15 di -l(f--zz)--k—ln!tHC-'

8
1
=—( VX2 +k —kin|x— ,fx2+kj)+c

x*dx (12 —k)? 1 ( k*

k
= S i —
\/;_4._ ke I t) L T
=§-(x,..fx2+k+Hn]x-—...-"x2+k[)+c

Uwaga. Funkcje otrzymane w b) i c) roznig sie od funkgji
W‘_‘.’St@pujal:}f(:h W rozwigzaniu zad. 14.14c o pewne stale.

X =

X = dt,

d}J‘ t+1 i
Ve b e
*,-"x1+1—]

II T —2arctgt+C =

ODPOWIEDZI Roadzial 14
14.31. Przyjmujemy y = ./1—x? = xt+1. Stad t = (/1 —x? =1)/x,
. —2t t2—1 le__F—l
L TSR o Pt
a) j. szlt = 2arctg(—1t)+C =
1L 2
—Zarctg EhE

Udowodnimy, ze dla |x| < 1 zachodzi rownosc

arcsinx = 2arctg[(1—/1—x2)/x] (%)
Niech 0 < |x| < 11 niech F = arcsinx. Wowczas x = sinF =
2sinF/2cosF/2 2gF/2 ;

= —_— - o

ot P+ s - 1+t * 8 T2 2eF2+x=0,
tgF2 =(1-/1—x* )/x, Ff2 = arctg[(1—./1—x)/x],
a stad wynika rownosc (+) dla 0 < |x| < 1.
Niech x —+0. Wowezas @(x) = (1—/1—x?)/x = 0. Zgodnie
z zasadg usuwania osobliwosci pozornych (Zarys II, § 153)
mozemy przyjac ¢(0) = 0, a wowczas rownosé (x) jest prawdziwa
takze dla x = 0.

t}J Jﬁ+1 (r—l)ﬂ:—.
\/_—x t
L
%
1432 2) =x*13x—-2=0, x;=1, %=2 l<x=<2

¥y= \/—124‘3.‘('—2 - J-(x_l][x_z}

r_:.l_z t —2ede 1l !
o ST ey VT

- 229 -

=(x--- I}f, I‘.:"’U,

_ [2=x
B 1TV TR

X =



J‘ J’ —2dt
\/:Tix___ 41

2—x
1 +C

= —2arctg

Inny sposob:

J‘___i‘x____nj‘ dx
V=x +3x—2 1_-_(____‘=

14.4a

-2&rctgr+c =

= l T 1= arcsin[zx—3]+cl

h}f/m__ J‘tzzd: }145‘

= *fmtsj_—+c_ ~/Z arctg f 2 e

c) J.
v =X +3x—- Lr*+1}1 f

_ §wzor =ia:ctg:+l t
(19) 2 2 241
—iarct L
2 & x—1 35

d} 1—-xz=[] xl__l xznl

s 1“:, . 2t
I+ A+ 7= 1o
‘[ J' =24t
V1-x2 i
= —2arctgt+C = —2arctg_[-—> ;¢
1+x

- 290 —

—1l=zx=1.

y=,/1—x2 =V{I=x)(1+x) =(1+x), t>0,

2-x)(x-1)+cC

(2 +1)+1
(£ +1)2

L=

1—x
1+x’

ODPOWIEDZI Rozdziat 14

Uwaga. Otrzymana tu funkcja pierwotna rozni si¢ od funkcji
arcsinx o pewng stalg.
¢) —x*4+x=0, x,=0, x,=1, 0<x<]I,

ye= \/—x2+x = /x(1=x) =xt, t=0,

i 0y _=2ar ¢ [T=x
TER T e e T

= —2arctgt+C =

dx _Ium
= —2arctg 1—;i+\t23

Inny sposob:

Imfﬂtt

= j“\/-'—'l—_[—zx——:? = arcsin(2x—1)4+C,

f) —x*-x=0, x,=0, x,=-1, —-1<x<0,

V= -x,

y= —xt—x =/—x(x+1) =xt, t<0,

- _ e WA
TR i o | i e
x+1

J‘—udi— = I.:E:‘i = 2arctg(—1)+C =



14.33. a) —2In|8x+5—4,/4x? +5x+1|+C
5
b) —-ln|x+E—1x’x1+5x+4|+C
©) 2arctg[(2—./—x?—x+4 )/x]+C. Inny sposéb:

dx _ dx
ey

2x+1

- | Zd. = arcsin
14.4a A
3— 1 .
d) —arctg .r‘ - Y Farcsin(x—2)+C,

[3x—2
e) arctg e +C. Inny sposdb: J -
xy/—3x*+8x—4

= dx. _ .8 o

+C,

_2x-2 J 1
H = Earcsms+C1 =
2
2

3 32
f) 21n1r1~31n|2c+ "+ET+C’ t=x+/x*+x+1

g) Rozdzielamy calke na dwie catki i korzystajac z zadan 14.11f

. . 1
1 14.14¢, otrzymujemy E(Exz+3x+2],fx2+l +

1
+Eln|x2+\;x2+l |+C

h) Podstawienie y=./—3x24+5x—2 = (1—x)t daje wynik |

- 232 -

ODPOWIEDZI Rozdzinl 14

.JZ_ arctg | ;.:_zi +C. Sposobem wskazanym w e) otrzy-

mujemy : arcsin hedt +C
ST = PR 1
V2 x
(S - 4
i) 2arctg : ﬂ:+9 2 +C= arcs:in—{:lg_—+ C,

14.34. Jesli tg% =t, mM-rn<x<(@m+l)n,

7 AP NN A
W, 5inXx = sin 3 =

(Esinicusi):mszg- ztgi

x
to E = arctgt + nm,

x =2arctgt+2nn, dx=

A 2 2 2
= 25in—cos— = = =
i 2 2x+in2x  cos? X 1+'sz
cos?=-+sin’=- |:cos’ > g’
” .
1412
Podobnie wyprowadzamy réwnoéé cosx = (1 —t2)/(1+t%).
. ds 1 dx
14.35. Ieihm-tgx, tﬂﬁ'—m, ds = st
d sinx:cos®x tglx s*
sin?x =
(cos?x+sin?x):cos?x  1+tgix 1+

Podobnie wyprowadzamy rownosé cos®x = 1/(1 +5%).

1+22 24t dt
1 - =] it In
o ]ISInx J 2t 1+22 j.r B Lom

tg—|+C

1+tg(x/2) 1
b) InlT ot FC © Fialdte+2+C
B =~ ppotg 2 Rk &

Bl

- TAR



ODPOWIEDZI Rozidzial 14

COs" Xx

1437, ) [tg?xdx = | sin? vady of
} .{ g x '[3111 x fm{.ﬁ:_g_amtgs_,._c =

=gx—x+C, {
1 ik 1 I : =J v = —tg(x—q)+C, =
b) 'z_mtg('fmx)"“c 0 7 arctg(21gx)+ C (sinx — 3cos x)* 10cos?*(x —q) ; 10
_L NP 3 _L tgx+§ o
14.38. a) _ITcns’xdx:-jmszxmsxd,x=_|‘{1_H1]du=u__1_u3+c — 10 1+texteq: . X, 10 x-ltgx -
3 3
; 1
= sinx——sin®*x+C 1 i 1
3 f) In S \/_ g) Etg2x+ln|msx|+c
b) lln 1 +sinx LE Y i]n l+sinx 1 sinx 2\/3 s;nx+4+\/"
2 l—sinx 4 1—sinx ' 2 cosix +C h) Korzystamy z rownosci (27) i z zad. 14.36a; otrzymujemy
. 1 x+x/3
14.39, a] j.Sln:!de = ISiﬂzsinxdx HES J‘{l_vzn_dﬂ;l rh Elﬂ t P +C
1 1
= —-u+§-u3+c= —ms_x_i__imax_’_c & A
_—— 1 2 ——
b) % cosx—1 i ] [cﬂsx-—l T 5 14.41. a) 3 sin“ xcosx 3 cosx+C
b Imsx+l 2 sin’x ¥ b) imszxsinx+g—sinx+{f
’ z 3 3
14.40. P 1 1 o 3
a) /65 amtﬂ( 131!5)+C b) Tig'x—~tgx+x+C ¢) —sin’xcosx—Zsinxcosx+o-x+C
d) %mszxsinx+%sinxmsx+%x+ﬂ

c) l!!irl“.'&c—lsi::u‘“‘,a4:+.f,'— LT
4 6 o —;EDS I+Em x+C, 1 i A
e) —cos*xsinx+-—cos*xsinx +—sinx+C

d} —x—2In 1-—tgil+(:‘ 5 15 15
1 1 1 1
) Podstawienie tg{xfl}=; rowadzi d f) —sin®xcosx———sin®xcosx — —sinxcosx+—x+C
Pﬂdstamam_v tgx = q © zmudnych rachunkow. | 24 16 16
f : . f dx A TR et £t :
(su:lch—Jm_gx]i (tgx—3)2cos’x _[s_—-T]F = 14.42. a) [sin’tdt = —{t—mtmst}+ﬂ = —{arcsmx—x*,.-"l—x )+C
1
+C b) J‘ctg £, ctg t+C = ——(,flv- /x)*+C

sin®t
¢) Podstawiamy x = 1/cost dla x > 1 w ¢éwiartee 0 <t < w2
oraz dla x < —1 w ¢éwiartce n/2 < t < nisprowadzamy dana
catke do postaci

+C=
5—3 I—tgx
Inny sposéb: zgodnie z (27), mamy
sinx—3cosx = . /10 0 cos(x—gq), tgg= —1/3, zatem

— 234 - -235 -



cos*t .
Y= —— sintdt
sin?t

Z dr._:ﬁnjcji pierwiastka, bezwzglednej wartosci i symbolu s
wynika dla dowolnej liczby rzeczywistej z rownoéé '

2 =|z| = zsgnz

Stosujac te rownoéé do calki ¥, stwierdzamy, Ze sgn sin t = +
W obu wymienionych éwiartkach, natomiast Sgn cosi =
=sgnx =g, gdzie e=+1 w pierwszej éwiartce i & =—
W drugiej c¢wiartce. Zatem Y= [scostdt = gsint+C

=8 /1—1/x* +C=g. /33 —1 o)+ C = /53 —-1/x+C

x>1orazdlax < —1.

1443, g) [058, _ =1 o —fcos®t+sin’t /cost
sint sint sint/cost
i 1+ 2
=% ic
X
b dt ¥ gad. 1. 1+sint
} = = —|In - =
cost 14.38b 2 1—sint
g 1+x//1+x? 1 14+x2 +x

+ Q= M LT T
1—x//1+x? 2 S14x*—x
In(/1+x* +xP+C = In(x+/1+x?)+C

1 g 1
c) J.Icmtdr = Ismt+£‘ = Ex,f‘ d+x* 4+C

2
2
1
2

14.44. 1) a:csin-';i+c b) 2arcsin [XtT

+C;

14.45. a) Przeksztalcamy wWyrazenie ﬁodpierwiastkuwc
(x—a)(b—x) = —[x?—(a+b) x +ab] = L[( x

- 036

+C=

+C=

a+b
2

)2_

14.47.

ODPOWIEDZI Rozdzial 14
b—al?] . g
s i podstawiamy s = x—(a+b)/2,r = (b—a)/2,
- ds . 8
dx =ds,  otrzymujemy — =arcsin—+C =
rz_sz F
2x—a-Fb
— arcsin—x s +C
b—a
x—da
b) 2 i C
) 2arcsin 'Ilb—n +C,
14.46. Jedli x = sht, to t = arshx = In(x+./x*+1), cht = /1 +x?,

dx = chrdt. Ze zwigzkéw tych otrzymujemy:

a) [dt =t+C =In(x+,/x*+1)+C

1 1
b) (ch?tdt =§ 2% § = —shrcht+—t+C =
) § 14.71 s e +2 1

1 1
= Ex~11+x= +Eln[x+
jak zad'; =%x,f’1+xz —%h{x+,f1+x1]+c

14.46b

14+x2)+C

¢) [sh?tdt =

Jedlix>1,x =cht,t >0, to t =archx = In(x+./x3—1) =
=In|x+./x*—1| Jedlix < —1,x = —cht,t > 0, to —t =
; 1
= —arch(—x) = —In(—x+4./x*-1)=ln———8———=
—x+./x*—1
i v T
=In Bl =In(—x—/x*—1)=
(—x+./x*=1)(=x—/x*—1)
=In|x+./x*—1|.

Ze zwigzkdw tych otrzymujemy:
a) dlax>1 [dt=t+C, =In|x+./x*—1|+C,,

dlax<—1 —fdt=—t+C,=In|x+./x*~1[+C,
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1 o l_lnﬁ+1fl+msx+c
e],11+msx 22 /2—/1+cosx

(x*—1)arctgx+x

14.7i
1 1 o
=-§x xz-‘—l+EInr.‘:+ x3_1|+cls

dla x < —1 —jchzrd£=-—%[~nx] x2—1+

b) dla x> 1 jchzm'r=’ zad-{ =

+C
. f) 4(1+x?)
+EI:-.|x+sz—-1!-luc:;t 1 (/Fe™)
g) arctgl./3 e**)+C
dt she xi=1 23
o dax>1 |- =tht+C, = Gm+Cy = X— 1. - B
In(x*—x+1) 1 x &
T hy - ————In———+./3 arctg +C
dlax < —1 —J‘?Ei—r= —tht+Cz=—E+C, ) x 2 xP—x+1 J_ ﬁ
—-Xx
i) —(lnsinx+1)ctgx—x+C
14.48. a) Rozumujemy tak jak w zad. 14.47a 1 uwzgledniajac, Ze Inr je
stalg, utm:imu]emy dla x > r oraz dla x < —r wynik i) lln 1+,/thx —amtgm+ C
In|x+./x*—r | +C. 2z 1-.fthx
b) Otrzymujemy 2arsh. /(x —r)/(2r) +C, dla x > r oraz | e 2t—1 3 T
—2arsh \/(x+r)/(—2r) + C, dla x < —r. Kazdy z tych wWYni- k) E]n 1—t+12 —ﬁarctg \/3_, AIE Ak s B
kow daje si¢ sprowadzi¢ do postaci podanej w a),
. 2 ! I) arcsin(lnx)+C
14.49. a) Rozumujemy tak jak w zad. 14.45a i otrzymujemy dla x > b : 1
oraz dla x < a wynik In|x—(a+b)/2+./(x—a)(x—b)| +C. m) — 3 ;T SR +E~f[x2+l}3 In(x2—1)—
b) Otrzymujemy 2arsh . /(x—b)/(b—aq) +C, dla x > b oraz
—2arsh \/(x—a)f(a—b) + C, dla x < a. Kazdy z tych wyni- & ﬁln VX + _\E T
kow daje sig sprowadzi¢ do postaci podanej w a). 3 i+ 2
1 1—6x 1 2tgx—./5 |
L e e el 0 In +C
W " Boxt 1P ) 4./5  |2tgx+./5 |

b) %[{x+3]‘m—xm]+c p) x—e *arcsine*—In(1+./1—e¥)+C

1 ;
c) gts—*u"‘+13t+3u[1+52]—zlarctg;+c, t="5/x q) Elﬂlxz—ll—lnleC r) —In|l—sinx|+C

d) ;1_+c

e : +larctgx+C

: X
i) oty
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9 —l-ln x+1‘ C={a:rthx+c dla |x| <1 ODPOWIEDZI
4+ =i arcthx+C dla |x|>1
3
: tisidy — ) (3 — (13
u) jm a4 b 1452, 8) —7(6+x—-2x)(2-x)'*+C
x—1
1451, a) xf+1 M 2"/_+n._/_+1‘+

\/_- x“+ﬁf+1 :
X X
2 J——=2arctg [——4C
b 3/ |-in(1+ [1-3/ )-aresind/ +.c o i

3
©) 26 ~3* 4+ 6t—6In(t+1)+C, = 5% d) E(5x2—12x+3ﬁ]~3£[x+2 i
d) —-;—(e*+1]—2+c e) Ea.rctgﬁ+(f
: 2 1 2 x+132
€) /sin’x (E--——sinzx)+f3 f _E( = +C
i
1
f) — —(arctgx)® + 2xarctg x —In(1 + x? x dla x< —1
2 e 1453. a) F(x) =<x%3-2/3 dla |x|<1
g) In(e*+./e?*—1)+arcsine ">+ C x—4/3 dla x>1
1
h) —=In|l—In*x|+C dla x< -1
b) Fix)= 2,-"2+1,."2 dla |x|<1
i) tgx+C dla x=1
j}2x¢1+€‘-4 1+ex_2]nv1+ﬁx—l x*3—x dla x= —1
v ,,r‘1+n=3‘+1-'-lC ¢) Fi(x)= 23 dla [x] <1
K V22437 —2Inx+ 14+ /Tt 2|+ C 200 x+4f3dldla x;:
1 d xs —
)] Eex{xsinx—xmsx+m3¢]+c d) F{x]—{l dla |x|<1
R x= dla x=1
m) 2./1+41
‘ g X2 dia. x <0
) /x*+1 +In|x*+./x* 1| +C e) F(x) =<0 da 0€x<1
% ﬁ { ¥»—2x+1 dla x=1
0) 5 +35sin2/x) +cos(2 /x) +C dla x<—1
x+1 f) Flx) = 2,-"2+x+1,.‘2 da —1<x<0
P) xarccos [~/ & x224x+12 dla 0gx<1
i TVx +1-2arctg /x +1+C x*f /2 St
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x}2  dla xzof =3

1454, a) F[x;,={—x*f2 dla xﬂﬂ} 1

15.1.

b) F(x]-——.{er_ dla x<0
—e %42 dla x=0
T
i F[x]={ zx 24+x da x<1
x22—x+1 dla x>1
x33—x dla x< —1
d) F(x) = —x*3+x+4/3 dla Ixl <1
x3—x+8/3 dla x=1

:xz;'z_x da x< —1
& Fx) ={*2+x+1 dla —1<gx<0
—x*2+x+1 dla 0<x<i

x*2—x+2 dla x>1
3
N Fp=4"% da x<0] _
) {x’ dla x=0 = I
%) F[x]={°°” dla x<0
—cosx+2 dla x>0

b) Fx) = cosx +4k dla (2k—1)r < x < 2kn
—Cosx+2+4k dla Zkn < x < (2k+ D m, ke

Odpowiedzi do rozdzialu 15

ll:'odstaw}amy dan,? funkc_jg 1jej pochodna do réwnania roznicz-
OWEgo 1 otrzymujemy rownanie liczbowe:
a) 0 =1; réwnanie to nie ; ; i
; ( ! Jest tozsamoscia; dana funkcia nie ;
;}uz;mczamem rownania roézniczkowego; e
X = 1+ x* réwnanie to nie j 5 ici
) 2 Jest tozsamoscia; ]
nie jest rozwigzaniem; Hiaslen
) Cosx = 1+sin’*x; rownanie to nie
funkcja nie jest rozwigzaniem;
d) 1/cos>x = 1+tg2x: to réwnanie iest tos funk
) 1 : g°x; nanie jest tozsamoscig; dana -
CJa jest rozwigzaniem rownania rozniczkowego, e

— N

jest tozsamosciy; dana

ODPOWIEDZI Rozdziat 15

15.2.

155.

15.6.

15.7.

15.8.

Postepujemy, jak w poprzednim zadaniu; otrzymujemy

a) 0 =0; dana funkcja jest rozwiazaniem;

b) 0 = 1; dana funkcja nie jest rozwigzaniem;
¢) 1 = x?% dana funkcja nie jest rozwiazaniem;
d) 1/x* = 1/x? dana funkcja jest rozwigzaniem.

1° Funkcja f(x,y) = 2y/x oraz jej pochodna f(x,y) = 2/x sa
ciagle dla x # 0, zatem obszarami jednoznacznosci sa polplasz-
czyzna x > () i polplaszczyzna x < 0;

2° wstawiamy dane wyrazenie do rdéwnania rozniczkowego
i otrzymujemy tozsamosé; krzywymi catkowymi sa: dla C =0
polprosta y =0, x >0 i polprosta y =0, x <0, a dla C#0
polparabole y = Cx?, x # 0;

3° podstawiamy w rozwigzaniu ogélnym x=x,= -2,
¥y =¥y =3, skad otrzymujemy C = 3/4; podstawiamy w roz-

3

wigzaniu ogblnym C = 3/4, skad otrzymujemy y = Ix*, x<0.
1° Obszarami jednoznaczno$ci sa dwie polplaszczyzny:
G, ={(x,5):y>0}i Gy ={(x,)):y <0}

2° wyrazenie I jest rozwiazaniem ogélnym w G,; wyrazenie II
jest rozwigzaniem ogdlnym w G,; krzywa catkowa jest kazdy
potokrag o drodku (0,0) i promieniu JE zawarty w G, lubw G;
3" punkt (3, —4) nalezy do G,, wigc nalezy skorzystac z wyraze-

nia IT; otrzymujemy y = —./25—x2, |x| < 5.

1" Obszarem jednoznacznosci jest cala plaszczyzna Oxy;

2° dane wyrazenie jest rozwigzaniem ogolnym; krzywymi cat-
kowymi sa hiperbole, ktorych wspolna asymptota jest os Ox;
3° podstawiamy w rozwigzaniu ogolnym x = y = (i otrzymuje-
my 0= 1/C, czyli sprzecznosé; natomiast rozwigzanie dodat-
kowe y =0, nie objete rozwiazaniem ogélnym, spelnia dany
warunek poczatkowy.

a) Rownanie y' = —2x/e’ jest okreslone i rozdzielenie zmien-
nych jest mozliwe na calej plaszczyinie Oxy
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dy -

dx @
e'dy = —2xdx
Jerdy = [ —2xdx

e’'=C—x* (CO) - calka ogolna (s

Mamy C = ¢’ +x? dla kazdego x i kazdego y, wiec zbior wa

C jest przedzialem (0; o), co wyrazamy nieréwnoscig C > 0,

RﬂZWiqzqum}’ rownanie (+) w 4
& 5 d zgledem vy i otrzyvmui
wiazanie ogélne ¥ ymujemy

y=In(C-x3), C>0, |x<./C (RO)
Krzywe catkowe przedstawiono na rys. 15.8a.

L=g g
y*-zxg;r_z —~ —f=
Rys. 15.8 a, b
b) Réwnanie y' = —2xy? j 3 :
Jest okreslone na cale pt i
Oxy. Rozdzielenie zmiennych i e o ] plaszczyzme
jemy odpowieds ych jest mozliwe, jesli y # 0. Otrzymu-
I
przy czym, jesli C > 0, to xe 4, a jesli C < 0,10 x* # — C; nadto
J"=ﬂ dla XeER {RD}
Krzywe catkowe — na rys. 15.8b,
w A

ODPOWIEDZI Rozdzial 15

¢) Rownanie y' = x/y jest okreslone i rozdz. zm. mozliwe, jesli
y # 0. Rozdzielamy zmienne ydy = xdx, calkujemy i zgodnie
z uwaga 3 piszemy %yi = -%-xi +%C, czyli y* = x* 4+ C. Zbior
wartosci C jest przedzialem (— oo ; co). Zakres zmiennosci x zale-
zy od C. Odpowiedz

y=1./x*+C; C>0, xe®; C<0,lx| <./—-C (RO)
d) Rownanie y' = 2y/x jest okreslone dla x # 0 i jest spelnione
przez funkcje y = const = 0, x 3 0; rozdz. zm. mozliwe, jesli
x # 01y # 0. Otrzymujemy

LR ]
¥ X
Inly| = 2Injx|+1n|Cl, € #0, xy#0
vl = |Cx?|

y=Cx) C#0, x#0

Jesli dopuscimy wartos¢ C =0, to ten wzor obejmie takie
rozwiazanie y = (), wymienione na wstgpie. Ostatecznie mamy

y=C*, R x#0 (RO)

¢) Rownanie y' = 1/(2xy) jest okreslone i rozdz. zm. mozliwe,
jeshi xy # 0.
Odpowiedz y = +./Injx|+C, Ce®R, |x|>=e ¢ (RO)
f) Rownanie y' = y* jest okredlone na calej plaszczyinie Oxy
i jest spelnione przez funkcje v = 0; rozdz. zm. mozliwe, jesh
y#0.

y=1{C-x), CeR, x+#C (RO)

y=0, xed (RD)

g) Rownanie y' = sin? y jest okreslone na calej plaszczyznie Oxy
i jest spelnione przez kaida funkcje y = const =y, gdzie
siny, = 0; rozdz. zm. mozliwe, jesli siny # 0. Stosujac wielo-
znaczna funkcje arcctg (Zarys I1, s. 58), otrzymujemy
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Rys. 158 ¢

y=arcetg(C—x)+kn, CeR, xecR, ke

y=kn, xeR, kex
Krzywe calkowe — na rys. 15.8g.
h) RO: y =tg(x—C), Ce®, [x—C| < rn/2
i) Dla y* # 1 otrzymujemy réwnanie
(obliczenie lewej catki — zob. zad. 14.50t).
Otrzymujemy dwie calki ogélne

arthy =x—C, Ce® dla |y <1
arcthy=x—C,Ce®R, x#C dla |y >1

1 stad dwa rozwiazania ogélne
y=th(x—C),Ce®R, xe® dla ¥ =<1

— UG -

(RO)
(RD)

ODPOWIEDZI Rozdzal 15

159.

! 2 i)
y=1y?

Rys. I5.8i

y=cth(x—C),Ce®,x#C dla |y=1

Istnieja nadto dwa rozwiazania dodatkowe: y = +1,.xe®.
Krzywe calkowe — na rys. 15.8i,

Wstawiamy x = Xx,, ¥ = ¥, do RO i otrzymujemy réwnanie,
ktorego rozwiazaniem jest pewna wartos¢ C, stalej C. Po
podstawieniu w RO za C tej wartosci C, otrzymujemy RSsWP,
Wartoé¢ poczatkowa x, powinna naleze¢ do przedzialu istnienia
tego rozwiazania.

a) RO: y=In(C—x%),C >0, x| <,/C
1) 0 =In(C—0), C =1; RSSWP: y = In(1—x3), |x] < 1
2) 1 =In(C—0), C =¢; RSSWP: y = In(e—x?), |x| < /e
3) 0=1In(C—1), C = 2; RSsWP: y = In(2—x?), |x| < /2
4) 1 =1n(C—1), C = 1+e; RSsWP: y = In(l +e—x2),

€] <./14e

o BT



b) RO:y=1/(x*+C); C>0,xe®; C<0,x>./-C

albox< —-./—C,albo —./—C <x< . /—C.

Nadto RD: y =0, xe &

1) 0 = 1/C, C nie istnieje; mamy RD; RSsWP: y =0, xe #
2) 1=1/C, C=1; RSsWP: y = 1/(x2+1), xe &

3 1=1/{1+C), C=0; RSsWP: y = 1/x?, x>0

4 1=1/{1+C),C=0; RSSWP: y=1/x2,x <0

5) 1=1/(4+C), C=—3 RSsWP: y = 1/(x*—3), x > /3
6) 1=1/(4+C),C = —=3;RSsWP:y = 1/(x*=3),x < —ﬁ
7 =1/3=1/C,C= —3; RSsWP: y = 1/(x*=3), |x| < ﬁ

¢ RO:y=+4+./x*+C;C>0,xeR C<0,x>./—C albo

x< —o/—C

1) 2=1./14C, C =3, znak +;
RSsWP: y = . /x* 43, xe®

N1=1+./1+4C,C=0,znak +, x>
RSSWP: y = /X2 = |x| = x, x>0

3) 1/2= +.,/1+C, C = —3/4, znak +;
RSsWP: y = \/x*—3/4, x > . /3/4

4) Warunek y(1) = 0 nie moze byé rozwazany, gdyz punkt
(1,0) nie nalezy do obszaru istnienia rozwiazan.

5) —=1/2=+./14C, C = —3/4, znak —;
RSsWP: y= —./x*=3/4, x> . /34

6) —1=+./1+C,C=0,zmak —, x>
RSSWP: y= —/x* = —|x| = —x, x>0

7) =2=+./1+C, C =3, znak —;
RSsWP: y = — /x*+3, xe®

1=1+./14C,C=0,znak +,x<0;
RSSWP:y=,/x_2=|xI= —x,x<0

9 —1=4+./1+C,C=0,mak —, x <@
RSSWP: y= —/x2 = —|x| = x, x <0

10) 1/2 = +./1+C, C = —3/4, znak +;

RSsWP: y=./x*—=3/4,x < —./3/4

- 248 -
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d) RO: y = Cx? Ce®, x>0 albo x <0

1) 1 =C;RSsWP: y=x%, x>0

2) —3=C; RSsWP: y = —3x*, x>0

3) 3=C; RSsWP: y=3x* x <0

4) —1=9C,C=—1/9 RSSWP: y = —x*/9,x <0

¢) RO:y= +./In|x|+C, Ce®, x> e Calbo x < —e™°

Dl=+ In1+C,C =1, znak +, x> 1/e;

RSsWP: y = /Inx+1, x> 1/e
2=t /nl4C,C= 1, znak +, x < —1/g;

RSsWP:y=\/lEIxIT,x-:: —1/e

3) 1 = +./lne+C, C =0, znak —, x> L;
RSSWP:}!-———\ﬁn_x,x}l

4 —1=+./lne+C,C=0,znak —, x < -1

RSsWP: y= —/In|x|, x < —1
f) RO: y=1/(C—x), Ce®, x> Calbo x < C;
RD: y=0,xe®

1) 0 = 1/C, C nie istnieje (zob. s. 39); RSsWP: y =0, xe #
2) 1=1/C,C=1;RSsWP: y =1/(1—-x), x < 1
3) —1=1/(C-2),C=1;RSsWP:. y = 1/(1—-x),x>1
4) —-1=1/(C+1), C= -2 RSsWP: y =1/(—2—x),
x> =2

g) RO: y = arcctg(C—x) +km, CeR, xeR keZ,

RD: y = kn, xe ® o )

1) 0 = arcctgC + kn. Zbior wartosci an.?ctg{l‘ jest
przedziatem (0; co), wigc C nie istnigje (zob. s. 39);
RSsWP: y=0, xe#

2) & = arcctgC +kn, C nie istnieje; RSsWP: y =, xe &

3) /2 = arcetgC+km, C=0,k = 0
RSsWP: y = arcctg(—x), xe & )

4) 10 = arcctgC +km, czyli arcctgC = 10—kn. Zbior war-
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tosci arcctgC jest przedzialem (0;n), wiec nalezy wy
znaczy¢ takie k, aby 0<10—kn<n Ponie
3n =942477, wigc mamy k=3 i rowno
arcctgC = 10—9.42477 = (,57523. Stad
C = ctg0,57523 = c’tg(ﬁ,ﬁ?ﬁﬂ- liﬂ ) =
= ctg32,958° = ctg32°57'29" = 1,5421.
RSSWP: y = arcctg(1,5421 —x) +3n, xe &

h) RO: y = tg(x—C), CeR, |x—C| < n/2

1) 0=tg(-C),|-Cl<n/;C=0
RSsWP: y = tgx, |x| < n/2

2) 0=tg(1-C), [1-Cl<x/2, C=1;
RSsWP: y = tg(x—1), |[x—1] < x/2

3) 1=1tg(—C), |-Cl<n/2, C= —=n/4;
RSsWP: y = tg(x+n/4), |x +n/4| < n/2

4) 1=1tg(4—-C), 4—C| <n/2, C =4—n/4;
RSsWP: y = tg[x—(4—m/4], |x—(4—n/4)| < r/2

i) RO: y=th(x—C),Ce®, xe® dla |y <1
RO: y =cthix—C), Ce®, x> Calbox<Cdla |y >1
BD:y=1,xe@ZRD:y= —1, xc®
1) 0=th(—C), C =0, RSsWP: y = thx, xe®
1
2) 1/2 =th(-C), —C=a:rth5=|s. 32‘ -%]n3=
1
=E-2,3D26-153 = 0,5493, C = —0,5493;

RSsWP:y = th(x+0,5493), xe R
3) RSsWP: y=1, xe®
1
4) 2 = cth(—C), —C=arct‘h2=[s, 32] =E]n3=
= 0,5493, C = —0,5493;
RSsWP: y = cth(x +0,5493), x > —0,5493
5) —2=cth(—C), —C =arcth(—-2) =

= l s, 32 l —%ln—} = —0,5493, C = 0,5493;

RSsWP: y = cth(x—0,5493), x < 0,5493
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15.10. a) RO: y=In(x*+C), C >0, xedh: C < 0, x| >/ —C

b) RO: y = —In(C—x?%), C >0, x| < e

¢) RO:y=C/x* Ced, x#+0 L

d) RO: y = —1/(x*+C), C >0, xe C<0,x*#—C;
RD: y=0,xc@®

e) RO: y=1/(x—C), CeR, x # C;RD:y=0,xed#

f) RO:y=C|x**, Ce R, x#0

g) RO:y=C—1/x,Ce®, x#0

h) RO: y=Ce ", CedR, xeR

i) RO:y=+1//C—x, Ce®R x<CRD:y=0 xR

15.11. a) RO: y=In(x—C), Cedh, x> C

1) y=Inx, x>0 2) y=In(x+1), x> —1
3) y=In(x+2), x> —2; 4) y=In(x+e), x> —¢
5) y=In(x—e+1/e), x > e—1/e

b) RO: y=C/x* Ce®R, x>0 albo x<0
) y=1/%x>0 2) y=1/xx<0; ) y=0x=0
4) y=8/x* x>0

¢) RO: y=In(x*2+C),C>0,xed# C< 0, |x| =/ —2C
1) y =In(x*2+1), xed; 2) y= In{x?*/2+e), xe R
3) y =In(x*2+1/e), xe; 4) y= In(x?/2+1/2), xe R
5) y =In(x%/2), x > 0; 6) y=In(x?2—1), x> /2
7) y=In(2-1), x< —/2

d) RO: y= —2/(x*+C),C>0, xed; C <0, x2 % =G
RD: y=0,xe#
1) y=0,xe 2) y=—2/x*-2 il <2
3) y= —2*+2), xed 4) y=—2=3) <3
5) y=0,xed®; 6) y=—2/x*+1), xeR
7]}’=—2fx1=x}ﬂ; 8]}"'_.2?;:‘:!);{{'
9) y = —2/(x*—101), |x| < /101
10) y = —2/(x*—99), x > /99

15.12. a) RO: y =In(e*+C), C =0, xe &, C<0,x>In(-0C)

b) RO: y = —In(x*~C), C20, x| >/C: C <0, xR
.



¢) RO: y = Ce"z, Ce®R, xR

d) CO:x*+y2=C,C>0,y#0
e} CO: 3x>—4y> =C, Ce®, y # 0
f) RO:y= +1//C—x2, C>0,|x| <./C;RD: y =0, xe )
g) RO: y=x+In|x—1|+C; Ce® x#£1 ,
h) RO: y = Ce*, Ce R, xe R

i} RO: y = Ce*—2, CeR xecR

1513. a) RO: y = 1 +Cx, Ce® x#0
) y=1-x,x>0; Ny=Lx=0 ) y=1+x/3x<

b) RO:y= +1/./x—C, Ce®, x>C,RD:y=0, xeR
) y=1y/x+1,x>-1; 2) y=1//x, x>0
Ny=—-1//x—1,x>1

€) RO: y= +,/2(C—x?), C>0,|x <./C
I} y=—/2(17—x%, |x] < /17
2) y=/2(17—x3), |x| < /17
3) Punkt (1,0) nie nalezy do zbioru okreslonodci rownania.
d) RO:y=+./2(x*+C), C > Oxe@R C=x0,x2> -

N y=-V2’-1),x>1;,2) y= - /2(x216), xe &

3) yz—xﬁ,x{[}

1514. a) y = —In{C—e*, C >0, x < InC

b) y = In(C—cosx), C > —1, cosx < C

¢) y=1/{1—-Cx), C#0, x #1/C, x #0; nadto
y=0 dla x#0 oraz y=1 dla x#0

d) y=sh(x—C), Ce R, xe R

e} y=Ce'™, Cedl, x #0

f) y* = €+C,C20,xe®, C<0, x > In(—C)

g) y=Ce™ CcR, xcR

h) y = 2arctgCe* + 2k, C = 0, ke, xed; nadto
y=kn xR

i) ¥ =lnx*—(x?+C), C < —1, Inx* > x* +-C

15.15. a) y = —In{C—x), Ce®R x<C
b) y=1./x-C,Cel,x>C
) y==+./C—x,CeR, x<C

o DED
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d) y=4+./2(x-C),Ce®R, x> C
e y=11+./x—(C-1},Ce®, x>C-1

f) y=3/3(x—C),CeR, x#C

g) ¥ —=3y—2(x—C) =0, Ce®R, xeH. Rozwigzujemy to row-
nanie wzgledem x i otrzymujemy x = %{_}'3+3}'}+ C, a stad
mozemy wykreslié krzywe catkowe.

h) -3y—-2(x—C)=0,Ce®, x =%{y3—3,-.=]+c

i) y=arctg(x*+C)+kn, Ce R, xR, ke 2, nadto
y=n2+kn, xR

Punktami niejednoznacznosci rozwiazan w zadaniach a}— h) sa
wszystkie punkty prostej y = 0, a w zadaniach J), k) wszystkie
punkty prostej y = 1 i prostej y = —1.

a) Jednym z rozwigzan jest funkcja y =0, x= 4.

d

D]ay}ﬂmamjfz—y=dx, y =x—C, stad Cef oraz

Yy

x—C=>0.Zatemy=(x—C)?, Ce®, x>C.Teostatnia nie-

rOwWnos¢ mozna zastapi¢ nieréwnoscia x = C, poniewaz funkcja

¥y =(x—C)* w punkcie x = C spelnia dane rownanie réznicz-
kowe. Ostatecznie: y=(x—C), Ce®, x=C; nadto
y=0, xed

b) y=(x*+Cy?; C=0, xc®, C=<0, |x|=./-C;
nadto y =0, xe®.

¢) y=(cosx+C)*; Cz=1, xe#; |Cl<l, cosx+C=0;
nadto y =0, xe# (zob. rys. 15.16c).

g yo (G- AeR, x>4
Y=1-(x—B), Be®, x<B
(zob. rys. 15.16d).

e {(x1+C]2, e 2y =i G2 0paxel®

—(*+CP, C<0, = ,/-C
nadto y =0, xed.
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y=-2Vy sin x
Rys. 15.16 ¢

d) 0y

Wi
/171777

I
y=21ul
Rys. 15.16 d

l.}y={[-:+r:-s~;vc+l'3}“; Cz1l, xe®; |Cl<l, cosx+C >0

—(cosx+C)%; C< —1,xed; |C] <1, cosx+C <0
nadto y =0, xed.

g) y=1./(x=C)?, Ce®, x=C;nadtoy=0, xed

h) y=(x—C), Ce®R, xe®R;nadtoy=0, xedi

i) y=1/(C—x)*, CeR, x#C;nadtoy=0, xed
Punktow niejednoznacznosci nie ma.

- D5
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) oyt
2l s A
S

o=vigt
Rys. 15.16 j

j) y=sin(x-C), CeR, |x—C|<n/2;
nadto y= +1, xe2 (zob. rys. 15.16j).
chix—A4), Ae®R, x=A
k) y={sin{x—C], Ced®, |x—C|<n2
—ch(x—B), Be®, x<B
nadto y = +1, xe (zob. rys. 15.16k).

v %
x yy=:
Ox
y=-1
A
P o
=7 0 <
y=1/11-y¥

Rys. 15.16 k

Gdlay=0 y=<0
—1ldlay<0 B—x, Be®, x=B
Punktow niejednoznacznoéci nie ma. Obszarem jednoznaczno-
Sci rozwiazan jest cala plaszczyzna Oxy (zob. rys. 15.161).

ldlay>0 x—A, Ae@R, x=A
hy= {

e



15.17. a) y = explexpx) =e*?, xe®

15.18. 15.8c — wierzchotki hiperbol polozone na osi Ox oraz poczatek

15.19. 15.8c— siodlo, 15.8d — wezel dwukierunkowy, 15.10c — siodto,

15.20. a) Krzywe y = C(x2+1), Ce &, xeR.

Y.
NVANNN

y=sgn y
Rys. 15.16 1

b) y=In(2—e™), x> —In2
¢) y=2Inx, x>0
d) y=x, x>0

ukiadu, ktory jest punktem osobliwym; 15.8d — prosta x = 0;
15.8e — wierzcholki krzywych polozone na osi Ox i prosta x = 0.

15.10f — wezel dwukierunkowy, 15.12d — centrum, 15.12e
— siodlo, 15.14c — (0,0) siodlo, (0, 1) wezel wiclokierunkowy;

15.14e —(0,0) dla x < 0 wezel dwukierunkowy, dla x = Osiodlo; :

15.14i — (1,0) centrum, (—1,0) centrum,

b) Krzywe y = Cx*, Ce ®, xe ®. Nadto prosta x = 0.

Wezet (0, 0).

¢) Krzywe y = Clnx, Ce#®, x > 0; sa to dla C # 0 wykresy
funkcji logarytmicznych (Zarys I, s. 267, rys. 525)idla C =0
polprosta y = 0, x > 0. Nadto prosta x = 1. Wezel (1,0).

d) Krzywe y = x%, Ce®, x > 0 (wsrod nich polprosta y = 1,
x > 0 i polprosta y = x, x > 0); sa to wykresy funkcji potego-
wych (Zarys I, s. 265, rys. 52.3). Nadto polprosta x =1, y = 0.
Wezel (1,1).

=Rk ~
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15.21.

15.22.

e) Krzywey = e®*,Ce®,xed;satodlaC # 0 wykresy funkcji
wykladniczych (Zarys I,s. 266, rys. 52.4)idla C =0prostay = 1,
xe . Nadto polprosta x = 0, y > 0. Wezet (0, 1).

f) Krzywe y = %, Ce 4, x # 0. Nadto polprosta x = 0,y =>0.
Siodlo (0, 1).

g) Hiperbole y = (Ax+1)/(x+ A), A® #1 oraz prosta y=x
i dwie proste y = +1. Nadto dwie proste x = & 1. Wezly (1,1)
i (=1, —1). Siodta (1, —1}i (—1,1).

h) Hiperbole y = x/(1—Cx), C# 0, x # L oraz prosia y = x
i prosta y = 0. Nadto prosta x = 0. Punkt (0, 0) jest wezlem dla
1i III éwiartki oraz siodlem dla 11 i IV éwiartki.

i) Proste poziome y=m2+krn, keZ i proste picn{w.:e
x = nf2+kn, ke Z dziela plaszczyzng Oxy na kwadraty, z kto-
rych kazdy jest wypelniony krzywymi y = Arctgitgx+C),Ced
(uwaga: Arctg jest funkcja wieloznaczna, Zarys I, 5. 269).
Wsrod tych krzywych sa dla € =0 proste y = x+km, k:sf:’f,
Obrazy zawarte w poszczegolnych kwadratach sa przystajace.
Kazdy punkt wspolny prostej poziomej i prostej pionowej jest
punktem osobliwym {(wezel/siodlo).

a) y =2y/x b) y=2xy/(x*+1) € y=—xly
d)y=xfy €y=—N>x f) v =y/x

o
ot A i e I &gy v
a) Dane jest rownanie dy/dx = (x+y)*. Przyjmujemy u = x+).

Otrzymujemy réownanie pomocnicze du/dx = 1+u? (zob. zad.
15.8h), dla ktorego wyznaczamy RO: u=1tg(x—C), Ce®,
|x —C| < m/2. Stad i z rownosci u = x+y obliczamy dla danego
réwnania RO: y = —x+tg(x—C), CeR, |x—C| < m/2.

b) Przyjmujemy u = x+y. Rownanie pomoenicze du/dx = u?
(zob. zad. 15.8f), dla ktorego RO: u = — 1/(x—C), Cg&i, x#C
oraz RD: u = 0, xe &. Stad i z rownosci u = x + y obliczamy dla
danego rownania RO: y = —x— 1/(x=C), Ce®R, x# C oraz
RD: y=—x, xc&.

M .



15.23.

©) u = x+y, du/dx = u>—1 (zob. zad. 15.i). Rozwiazujemy
rownanie, a nastgpnie dla danego réwnania wyznaczamy
RO: y=—x—th(x—C), dla [x+y| < 1, Ce R, xeA;

RO: y = —x—cth(x—C), dla |x+y| > 1, Ce®, x C;
RD:y=—x+1, xe®

d) u = x+y, du/dx = (1+u)*. Dla tego rownania znajdujemy
RD:1+u=0,xe® orazRO: u = —1-1/(x—-C),Ce®, x + C
Stad i z réwnosci u = x+y dla danego réwnania wyznaczamy
RD: y=—x—1, xed oraz RO: y = —x—1 —1/(x=C), Ce®,
x # C.

€) u= Erx_+ 3y+4, dufdx =2+3u. W przypadku 2+3u=0
rﬁwnann_s Jest spelnione. Jesli 2+ 3u # 0, to rozdzielajac Zmienne,
otrzymujemy calk¢ ogolna 2+ 3u = Ae®*, 4 # 0, x e #, ktéra dla
A = 0 obejmuje poprzedni przypadek. Stad dla danego rownania
mamy RO: y = Ce* —(6x+14)/9, C = A9, CeR, xeR
Du=x—y dufdx=1/u, w*=2(x—C), CeR x> C:

(x—y =2(x~C); RO: y = x+,/2(x—C), CeR, x > C

a) RO: y=x+1g(x—C), Cea, Ix—C| <=2
b) RO: y = x—1/(x—C), Ce®R, x+C: RD:y=x, xe®
c) RO: y = x—th(x—C) dla |y—x] < 1, Ce#, xei

RO: y = x—cth(x—C) dla [y—x| > 1, Ce®, x#0C;
RD:y=x+1,xe®

d} u=x—y, du/dx =cos’u (zob. Zarys II, 5. 58). Dla tego
rownania mamy RO: wu=arcig(x—C)+kn oraz RD:
u=m/2+kn. Dla danego rdéwnania mamy RO: y=x-
—arctg(x—C)+km, CeR, xeR oraz RD: y = x—mn/2, xeA,
keZ.

€) RO: y = —(a+bc)/b* —ax/b+Ce®*, CeR, xe

f) u=x—y, dufdx=—1’. Dla tego rownania mamy RD:

u=0oraz RO:u= +1/,/2(x—C), Ce®, x> C.
Dla danego réwnania mamy RD: y=x, xe# oraz RO:

y=x11//2x—C), Ce®, x > C. f
g) RO y=—x+4./2(x—C), Ce®R, x> C
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15.24. a) Przyjmujemy x = 0, y > 0, u = y/x. Stad ﬁ B - s :

15.25.

u=e™ Ced, x>0, zatem y = xu = xe®, Ced, x > 0.
Ten sam wynik otrzymujemy w obszarze x < 0, y < 0.

b) y=xe'**, Ce®R, x#0
2z b 2 2
&8 R BL) e g (8 @ T
dx x x % X tdx x
y = xu= xtg(lnjx|—C), Ce®R, |nlx]-C| < n/2

d) y=+x/2,/lnjx|-InC,C >0, |x| > C

du sinu
- =,

) u=—, —=

x dx x
u = km, ke, sa rozwiazaniami dodatkowymi. Jesli sinu # 0, to
rozwiazujemy (*) i otrzymujemy tg(u/2) = Cx. (Zarys 11, s. 42,
wzor 101.3), C #0, zatem u = 2Arctg(Cx) (Zarys I, 5. 269).
Stad RO: y = 2x Arctg(Cx) = 2x[kn + arctg(Cx]],

Jesli sinu =0, to funkcje stale

C#£0, x#0 RD:y=knx, keZ, x#0
du 1+u*
'D =) _—— — =
fly#x,x20,u=yx, el arctgu—C

=1n./x*(14+u?), CO: arctg{yfx]—(?=]n,fx1+y'f, Ce®.

Wprowadzamy wspolrzedne biegunowe x = rcosg, y = rsing,

skad y/x = tgo, /x> +y* = r,astad otrzymujemy ¢ —C = Inr,
Ce @ (spirale logarytmiczne).

g) CO: arctg(y/x)—C = kln .. /x*+y*, Cedt, czyli
p—C =klnr (dla k+#0 spirale logarytmiczne, dla k=0

polproste).

a) RO:y=x—C/x, Ce®R, x#0
b) RO: y = x(C+Inlx]), Ce®R, x#0
¢) RO; y=x/(InC—In|x]), C=>0, x#£0, x#C

RD:y=0, x#0
d) CO: 2x*—2xy+y*=C, C=>0
e) CO: (y+3x)}(y=3x)* = C, CeR (zob. Zarys 11, 5. 64)
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15.26.

15.27.

f) CO: (y+kx)~(y—kx)t! = C, CeR
g) CO: x = Y(C+Inly)), CeR, y + 0:
RD:y=l),x#ﬂ[pnr.zad.b}
I!) CO: arctg(y/x)— € = In(x? + 3?2, CeR, czyli p—C =2
) RO: y = —xInln|x/C], € > 0, |x] > C '
i) CO: x = Y(C+In|xy)), Ce®, xy #£ 0
RD: y=0,x#0
k) RO:y =+x./2 \/InC—Injx|, € > 0, x| <C
I) RO: y = xarctg(ln|x|+ C)+ knx, Ce R, ke & x#0;
RD:y=x{n;'?+kn},kEE",x;‘—'U. ; *

a) ws;
l“ﬂ— 2X-Y

AT (zad. 15.25d), 2X2—2X ¥+ ¥?2 =C,C>0;
2°2x—y=7 X—y=3%x=4y=1:
. ] L] = tJ’-],X=x+4sY=J’+L
g 2cr::rr: 2[x:4]2—2{x+4,‘l[y+I]+U’+I]2=C, C>0, czy
x Z—Ex_}r-l-y +14x—6y+25 = C, C>0, czyli Exz-—Exy-F-
-I;y +14x—6y = C:,, Gy J=C—25 > —25. Sprawdzenie: Jesli
otrzymana calke ogolng zrézniczk ujemy wzgledem x, pamigtajac
ze y = y(x), to otrzymamy 4x—2y—2xy’+2yy’-—l4-—ﬁy’={]
2x—y+7

1jesli stad obliczymy y/, to otrzymamyy = — - °
x—yp+3

,czylidane

rownanie rézniczkowe.
b) w#0;
1ﬂ£ _2X-Y
T 2 s (zad. 15.2523), Y= X-C/X,Cem, X #0;
2 x—y=7 X=5y=3X=x
3 » 1 ¥ =3, T +5: Y= }r+3?

3 £+3 =k 5—C/(x+5), Ce®R, x #—5. Sprawdzenie: Jesli
ir.tq wyraz]m'}r C przez x, y i zromiczkujemy wzgledem x, to
fzymamy rownosé, ktora po przeksztaleenin ; ‘
i o Lt po p sZtatceniu Jest danym row-

¢) w = 0; rownanie typu (13), podobne do ré i
, ownanie 15.22f:
RO: y = xt,/2(C—x), Ced, x < C.

) x*+2xy—y?—4x—8y = C, Ce® "
b) 3x*+4+2xy—dx—2y = C,Ce®

i)
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15.28.

15.29.

du

Su+2
= - 2 1’—=—;
c) w=0u=x+2y+ =

u—%lnliu+2| = 5x+ 4,

AeR; 5x+10y+7 = Ce™ 1% CeR
d) x?4+2xy—y*—4x+8y=C, CeR
e) P—xy+y*+x—y+1/3=C,C>0

2 —1

B i eicrller CoR

I3 TR ew
a) Rownanie dy/dx = — 5y ma rozwigzanie zerowe y = ( (kazde
rownanie liniowe jednorodne ma rozwiazanie zerowe). Jesli

y#0, to
ﬂ=J.—5.|:il;'c
¥y

C#0

dy

— =—5dx,
¥y

In|y] —In|C]| = —5x,

et
C

y=0e % C%0, xRk
Jesli przyjmiemy w tym wzorze C =0, to otrzymamy roz-
wiazanie zerowe, zatem wyrazenie

y=Ce >, Ce®R, xecR
jest rozwigzaniem ogélnym, obejmujacym wszystkie rozwiaza-
nia.

b) y=C/x%, Ce®R, x #0

a) 1° RORJ (zad. 15.28a) y = Ce™**; stala C zastepujemy
funkeja u(x); 2° iloczyn y = u(x)e™ ** wstawiamy do RN, skad po

¢) y=Cx* CeR, x#0

zredukowaniu i scalkowaniu otrzymujemy u(x) = %]n(es" +1});

3° RSRN: y = u(x)e™ > = %e’ *In(e**+1).

b) y=1/x c) y=2x° d) y=1/(1+5x)
e) y=x""Inx ) y=x"Inx
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1
1535, a) y = g{Zsinx—msx}e’% =

b) y = xe*+Ce*
P POR O<x#1;—1<A4<0,x>0,u#x # fedzie, f s pierwiast-
=l by kami rownania x?(2lnx—1)=4; A =0, 0 < x # /e; 4> 0,

'}r_'l X —C05x +5in2x +cos 2x + Ce ™~ 2* 0 < x # v, gdzie y jest pierwiastkiem réwnania x*(2Inx — 1) = 4;
E}y=.2_x2+cmsx$x#ﬂf'2+kﬂ R[}f:ﬁ,x}[}
e s R U e 1539, a) y = &*[1—1/(x—C)], Ced, x # C

= - x2 1
g) y=1+Ce b) y= o +—— CedR, 0#x #e°
b) y = x(?+3)/(x + 1) 4 Cx2 + 1) 1 g‘: T
i) ¥ =—2(sin2x+cos2x) + Ce?x 8 e L AeR 0£x#£Y 4
x

d) y=l—l,-"{l cﬂﬂﬂ“} C<0,xe® 0<C< Je,

x#14+./1-2InC; C> . /e, xcR

) y=x—¢* / J.% e*dx, calka nieelementarna

1536, a) y = [§x2-2x+ )e**+ Ce* b) y = x+ Csinx, x # kr
c) y= Tﬁ_[4x+ 11)e?* 4 Ce 2=

| B
d) y= T[m2x+c052x}e‘+ Ce™*
1540. a) y = Cx—C? Ced, xeR, y = x*/4, xe R

€) y = e*sinx+ Ce** ) y=—e~*4 Ce

g}}’=%x3e"+ce‘* s e b) y=Cx—2\/E,C}G,xeﬂ;y-:—l;'x,x}ﬂ

i) Fm g bk Ol E ) y=Cx+C(1-InC),C=0, xe2, y =¢*, xcR
Dy=1/{1+x)+Ce* d) y=Cx—1/C,C#0, xe®R, y* =—4x,x <0

e) y= Cx+J1+C, C>—1, xe®; y=—x—1/(4x), x <0

f) y=Cx+./1+C?*, CeR, xeR, y=/1-x*,|x| <1

b
k) y= E{smx+casx}+[; +C)e* I y=xi—14Ce-*

1537 a) y = —xsinx—(x+I)cosx+2¢* 1) _}r=.-;_x3 g) y=Cx+ /I-C2,|Cl <1, xe®: y= /1422, xeR
© y=x*-x—-1/2  d) y=sinx+acosx, |x| < /2 h) g = Cx+,/1-C? —CarccosC, |C| < I, xed; y = sinx,
LXET

BRI CO: U =iice o
0, =
Xl < /—In(=C); RD: y =, pEt mlzden . ip p-1 dx
y=0xe® 1541. a) y=x+p —lp[*),-‘E:-:—z[—P——i Dldqulmam)f————l

b) CO:y* = 3/2x)+C/x*, C > 0,x # 0: C<0,0+#x#-2C/3
c}]l:g -"'"sz[x Cldax>C y=0dlax< <C Ce® x=2p+C,CeR y=p*+C,y =—{x C)* +C (rodzina para-
y xeR

» bol). Podstawiamy w (*) p = 1, sks,d otrzymujemy y = x—1
d) CO: 1)y Cx+lnx+l CeRRD:y=0,x>0 (obwiednia rodziny parabol).
'I‘.':I CO: 1.-"}’ '—[A—xz{Elnx-—l}] e i 1—

—L,x>0;4=—1, . sotade o BOSD)
b) y =(x+1)p* (%), = 2p[._ﬁ_i},IZI]&'.ZH'E.K'%-&1maaumy
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15.42.

15.43.

15.44.

15.45.

15.46.

dx 2

= s x+1=Cl(p—10, y = Cp*/(p—1)%.
Pl B g Cllp—1), y=Cp*/(p—1)
Rugowanie parametru p.

W przypadku C = 0jest x+1 =0, y = 0.

Dla p > 1 otrzymujemy y = (\/x+1 +./C)? (krzywa K,).

Dla p < 1 otrzymujemy y = (,/x+1 —,_/E )? (krzywa K ).
Suma K, v K, jest parabolg (x+1—y+C)* = 4C(x+1).
W przypadku C < 0 analogiczny wynik vzyskujemy w obsza
{x+1<0, y <0}

Rozwiazania liniowe.

Dla p =1 mamy y = x+1 (oé parabol).

Dla p = 0 mamy y = 0 (obwiednia parabol).
e) y=—In(e™-C), C<0,xeR, C>0,x<—InC;dlaC =0
otrzymujemy rozwiazanie liniowe y = x.

d) x=Ce 7=2p+2, y=Ce ?(1+p)—p*+2. Te dwa rowna-
mia okreslaja rozwiazanie y(x,C) za pomoca parametru p.
Wyrugowanie p jest nieelementarne. Rozwigzan liniowych nie
ma.

) y=x+2e*—e ¥ -2x

1-¢? el—g?
b) y=x+ i et + = e
a) y=x*+A4Ax+B; A, B, xe R

b) y=¢*+A4x+B; A, B, xe ®

¢) y=—In|cosx|+ Ax+B; 4, Be R, x #n2+km keZ
d) y=—In|x|+4x+B; A, Be®, x #0

a) y=x>+2x+1 b) y= —sinx+1

c) y=xlnx—2x+5 d) Jr’=]i5x2\/;+x

a) F=%xﬁ+x-3 b) y=7x—9

¢) y=—xln|x|+x d) y =shx—xshl

a) y=Ae*+B; A, B, xeR

b) RO: y=B—In|x—A|; A, BER, x = A, RD: y=C; C, xe®R

¢) Wyrazenie y = Ax>+B; A, Be# jest rozwigzaniem dla
wszystkich x oraz rozwiazaniem ogolnym dla x = 0.

= O5G =
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d) y = Aln|x|+B; A, B, x #0
e) y=A/x+B; A, Be®,x#0
f) y=Ae *+x+B; A, B, xe®R

g)y= i%{x-—fi}\fx—-ﬁl +B: A, BeE®R, x> A

h) RO: y = A—cos(x +B); A, Be &, |x+B| < /2
RD:y= +x+C,Ce®R

; — A+Be*; A, B, xe®
g :; fr= —;le—BI,A BE D,Beﬁ,x_ - EIA;A =0,B#0,xe¥,
wynik ten jest zgodny z odpowiedzia do zad. 15.46b.
= Be**: A, B, xe®
::1]} };{0: y=1—1/(Ax+B), A # 0, Be®,x# —B/A; A=0,
B#0,xed;RD:y=1, xeH
¢) Poréwnaé odpowiedz do zad. 15.46h.
f) y= A(x+By/4+1/A; A#0, BeR, xR
1548. a) y = B exp(x®+4x); 4, B, xe®
b) y = B exp(Ax?); A, B, xe#
c) y =B xexp(4/x); 4, Be®, x#0
d) y = B exp(A./|x|); 4, Be®, x #0
¢) y = B./|x| exp(dx); 4, Be R, x # 0

1549. a) y* =x>+Ax+B; A, Be# £ ’
b) Wyrazenie y =+./Ax*+B jest rozwigzaniem ogdlnym
w obszarze {x >0,y >0, y=0}iw analogicznych obszarach.
Nadto istnieje RD: y =0, x4t

¢) y = Bexp(x*/6+Ax); A, B, xe®
d) y?* = 2x+Alnjx|+ B; A, Be #

e) y= i%[x+zl]3”+ﬂ; A, Bed; x>—A
f) y=Ax*+B; A#0,Be#®, x#0

1550, a) r2—2r—3=0,4=16,r,=3.1, = -1,y= Czlea‘-i-cze"‘
h] 1‘2—4T-|-4 = D, d = ':l, rﬂ, = 2, }I‘ = {Cl"l"sz-_}e *
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15.51.

15.52.

€) r’~2r+5=0,4=~16,./4 = ./—16 =
=i./ 16 = 4i,
2+4
r——ié—£~—1+2: e =

= ¢*(cos2x +isin2x), y = e*(C, cos2x+ C,sin2x)

JoT./i5

ell +20x _ ox.2ix _

8) y=C,e**+C,e™ b) y=(C,+C,x)e*
¢) y=e*(C,cosx+C,sinx) d) y= C cos2x+ C,sin2x

i 3
e) y=¢ xfz(ﬂlms‘—g_—x+czsin \éix)

f) y= C, ""“'--"2'3?"Ir

a) y=x+2+C,e+C,e’"
b) y = 2e3*+ C,e*+ C,e**
€) ¥ = 2sinx+cosx +e**'3 (C, cos 4x/5 + C,sin 4x/5)

dy= ez’{mn3x+cns3x}+ﬂ eX*+ C,e**
e) y=x3—6x+C 1cosx+C,sinx

D) y=xe"+Ce*+Cpe™ >
g) y =sin2x—2cos2x e 2 (Cicus—" 2£x+(32 sin ‘/zi-g_ x)

195, 1
h) y= Ixs:nzx-5x2m52x+ C,cos2x+ C,sin2x

i) y=x%"+(C, +C,x)e*
D y=e""4+x*+1+(C,+C,x)e>
k) y =e*+e™*+e¥(C,cos2x + C,sin2x)

Dy= x+sinx+e‘*’2(clms"—é_3—x+ﬂfzsin ‘f_x)

: 12 .
m) y = 3sinx +—5-51n2x——:-m52x+si:13x+

+e** C,cos V15 y 17 x
4 4

x4+ C,sin

|
n) y——{3x+1}e +E{150x +355x +46)e?* +
+{C| + czxja_ax

=368 -
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15.53. a) y = —xcosx+sinxln|sinx|+ C;cosx+ C,sinx, x # kn

b) y = —e**cose *+C,e*+C,e**

€) y=xe (%—-;-inx)+[£'1 +C,x)e", x>0

d) y = (xarctgx—In . /x*+1)e*+(C, + C,x)e*

1 08
1554. a) y = _?4.&: b) y= Tk +x41 |e?
2 i
) y= Esmx—mszx+sm2x d) y=1+e*—xe?*+2e*
1 +sinx

15.55.

15.56.

15.57.

f) v = cosx+4sinx—cosxln

1 :
e = —xe"sinx
= cosx

g) y=e *(l—x+xInx)
a) y = x(C,sinx + C,cosx)
1

b) P=I[cle’+cze“],x;eﬂ _
1
ﬁ‘—z), lx] # 1
1—x

1

E_r:"dx (catka nieelementarna)

e} y= Clx+Cz(xln

d} }' — Clxex'l‘{:zxﬂl

a) y = x+x(C,sinx+ C,cosXx)
b) y = xe™+x(C,sinx + C cosx)
1
)y = x+;{C1e‘+ Ce™®, x+0

| | 1
d) y= Ex———+;{c1¢x+cze_x} =&+ I{CEI"' Cae™7),

x 2
C=C,—1/2,x#0

a) y=C;x+C,y/x

b) y =(C, +C;Inx)/x*

¢) y=C,coslnx+C,sinlnx
d) y = x}C,+C;Inx)

PR



15.58.

15.60.

15.61.

€) y = x(C,coslnx+C,sinlnx)
f) y=Cx+C;x*?

a) y=x"+Cx+C,/x

b) ¥ = 1/x+(C, + C,Inx)/x*

c) y =lInx+C,coslnx+ C,sinlnx

d) y = x*+x*(C, +C,Inx)

e} y= \/;+x{-‘:1ms]nx+ C,sinlnx)
) y=x"=2x+x+1+C,x+Cx?

. 8) y=Cie P +Ce "+ Cye”

b) y=Ce*+C co8x+C,sinx

¢) y=C,e"+Coxe*+ Cie™ ¥

d) y = C,e*+e ™ ¥{(C,cosdx+ C,sindx)

e) y=Ce*+Ce *+Ce¥ +Ce™ 3

f) y=C,+Ce " +Cye "4+ C,e*

g) ¥y =Ce*"+Ce” ¥+ C,yco82x+ C, sin2x

h) y=Cie 3 *+Coe™"+ Cye*+ C,e%" + Ce**

i) y=(C, +Cx+Cyx*)cosx+(C, + Csx+ Cex?)sinx

a) y=Cie" ¥+ Cre "+ Cye" +e¥

b) y=C,e*+C cosx+ Cysinx+x34+2x2 —x+1
€) y=Ce*+Coxe*+ Cye™ ¥ + 2x +sinx

d) y = C,e*+e™**C,cosdx+ C,sindx) + xe*

e} y=Ce*+Ce "+ Ce?*+ C4E_3I+Lx4+ﬂxz L fa

gis s g ey

f) y=C,+Ce”* 4+ Cie™*+ C, o™ +€%sinx
g) ¥y = C,e**+Ce " *+ C,c082x + C,sin2x + 2e ~ 3=

h) y=Ce” +C2B'I+C3¢‘+C4E3I+C E“"+Lsmx—

340
-—EECDSI
i) y=(C,+Cyx+Cyx%)cosx +(Cy+Cex + Cex?)sinx + 1+
+-;-shx

a) y=e"(C, +Cx+C3x%)
B) y = C, +Cpe* 4+ Cyo*
) y = Ce™*+e™(C,cos3x+ C,sin3x)
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d) y=C,e*+C,co82x+ Cysinx

) y=C,e¥*+Ce” ¥+ Cpe¥*+Cre™ ™

f) y=(C,+Cyx+Cyx*)e*+C, e*"

g) y=(C;+Cx)e*+(C:+Cyx)e™"

h) y = (C,+C,x)e"**+C,sin2x+ C,c0os2x

15.62. a) y = C, "+ Ce™ +Cie** +x% +x
b) y=(C, +sz]e"‘+£'3¢3‘+5m2x
¢) y=C,+Cx+Cyx*+ C,e”+e*(sinx +cosx)
d) y= Cl +C.e " +{C,y + Cyx)e* + x%e*
e) y=Ce *+C, c08x+C,sinx+x+e >
f) y=C,e”*+Ce"+Cycosx+ C sinx+ xe™ +sin2x

1 :
15.63. a) y = (1 +—2x—§x2) sinx
|
b) y= xe"+a“+x—=-zsinx

15.64. a) y = C,x+C,y(2x*—1)
b} y = C,sinx+C, (l—smxln

a(i+3))

1 |
15.65. a) y=E¢"+;[CIE_"+Cze"]
b) y=C,x*+C,(x+1)—x

15.66. a) x3y" —dxy +6y=0 b) xp"—2x+1)y+(x+1)y=0
¢) y'sin2x—2ycos2x =0

1567. a) y"—y'—y+y=0 b} xy"—y'=xy'+y=0
1568. a) M +y"=0 b y" =

15.69. a) RO: u—10 = Ce™™. Po podstawieniu u = 100, ¢t = 0 otrzy-
mujemy C = 90. Po podstawieniu u = 60, t = 5 otrzymujemy
k =0,1176. Zatem u— 10 = 90e~ %117 Podstawiamy u = 20,
skad otrzymujemy ¢ = 18,68 min. Odpowiedz: 13,68 min.

1570. R = 1/(Cln2)
e T



2m — 2m
15-?1- n} T= T Up » .S = E Eg h} T= o0, S = %Ug
C} T=8=m

k : n [m

1570 T ) a:n:t( f—) PO L KL

kg e mg ’n:—IEcT 2 kg

szﬂ.nm(r /E), AL
k m Uy =tm

m :
1573. X = [— arche®™™ lim X = oo

kg E=um

Y= f% tharche*™ = %ﬁlm', lim Y= .I'%
Som

1o, —1/v m
1 ]Il{l.?o.n"l:l]] ? k d ]'n[ﬂﬂ-l'lrul}
1575. a) x=cht b) x=cost ¢) x=/1+2 &) x=./1-¢
15.76. a) x = acost b) x = qe~ 35 isin £+msi£
4 5 3
s 4 3t 3t
e sl ot S = i
c) x = ge (3sln5+ms 5)

d) x=at+1)e* e x= —;—{e'z'+2e“"2}
1577. a) X = —¢/x?, x=y(x), %= },ﬁl
dx

dx
A= 2c/a, g i =4/ 2¢ 4/ 1/x—1/a (minus, bo x < 0), stad
rownanie /x/(a—x) dx = —, /2¢/a dt, ktore catkujemy, pod-

stawiajac /x/(a—x) = 1/u, i jego catka
—/x(a—x) —aarctg /la—x)/x = —t./2¢c/a (1)

Pozostale wyniki podajemy w tabeli, w ktorej h = aﬁ Fof B,

= —¢fx?, y*=2¢/x+ A,
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x 0 al4 a2 3a/4 a
th | = [ S3+2n3| 14wm2 | SBR4r3| 0
y? o0 6c/a 2¢c/a 2¢/(3a) 0

b 2= —clxt, S=p(x) E= }rj—i = —¢/x?, y*=2/x+A,
A = p*=2¢/b.
Przypadek 4 <0, czyli p* < 2¢/b. Oznaczmy A = —2¢/n,
o> b Mamy y* = 2¢(l/x—1/u), dx/dt = y = \/E_cm
Stad rownanie ./ x/(oc—x) dx = . /2efu dt i jego calka

—o/ x(e—x) —aarctg. /(a—x)/x =t./2c/a —B {2)

gdzie B = m — uamtgw .Ruch punktu M w pra-
wo z predkoscia malejgca do 0 konczy sig w chwilit = B, /x/(2c)
w pozycjl o, gdzie M zatrzymuje sie. Zaczyna sie ruch w lewo wg
rownania (1) z podstawieniem a = o

Przypadek A=0, czyli p*=2/b. Mamy j*=2¢/x,
dx/dt = y = ,/2c/x ,stad réwnanie . /x dx = ,/2¢ dt i jego calka

x/x =t/9%/2+b./b (3)

Jeslit — oo, to x —+ oo, X — 0. Predkosé p = ./ 2¢/b jest najmnigj-
sza predkoscia poczatkowa wystarczajaca do oddalenia sie
punktu M z pozycji b do oo wbrew przyciaganiu punktu
materialnego Z.

Przypadek A>=0, czyli p* > 2¢/b. Oznaczmy A = 2c/a,

a > 0. Mamy y* = 2¢(1/x+1/a), dx/dt = y = /2¢ /1/x+1/a.
Stad rownanie ,/x/(x 4 x) dx = ,/2¢c/a dt i jego calka

qfx{u+x}—%ln[z..ﬁx{u+x}+2x+a]=.t,z"2c,-’a+f3 )

gdzie C = ./bla+b) -i;-ln[zﬁ /b(a+b) +2b+a]. Jesli t — oo,

to x— oo, x—=/p*=2c/b >0
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15.78. a) X = ¢/x?,

16.1.

x = y(x),

A=2a, dx/dt=y=./2¢/a./(x—a)x. Stad rownanic
xf(x—a)dx = /2c/a dt i jego calka

N X[x—a) —%]n [2x—a—2./x(x—a)] = t./2c/fa—B (5)

i= y% =cfx?, = —2¢c/fx+A,

gdzie B = —g—lna. Punkt M porusza sig w prawo do oo, tj. x .~ oo,
przy czym t » oo, X ~ ./ 2c/a.

B E=ch, f=y( E=yar—cpd, yi= —efxid,

A=p*+2/b > 2c/b>0. Przyjmujemy A =2fa, 0<ax<b,
zatem y* = 2¢(lfa—1/x), dx/dt = y = —/2¢ \/1fa—1/x (mi-

nus, bo & < 0).

Stad rownanie xix—c)dx = —./2c/mdt i jego calka

~ Xlx—a) —%In[?x—m—ﬁﬁx[x-—u}] = —t/2cfa+C (6)
gdzie C = /b(b—a) —%]n[ﬁb—a—z. /b{b—2) ]. Punkt M po-

rusza si¢ od pozyci b w lewo do pozyvgji o, gdzie w chwili
1
= ./ af(2e) (E olno +C) zatrzymuje si¢ i zaczyna ruch w pra-

wo wg rownania (5) z podstawieniem a = «. Jesli p rosnie do oo,
tozdazy do 0, ale pozostaje > 0icharakter ruchu nie zmienia sig.

Odpowiedzi do rozdzialu 16

a) Dhugoic kazdego przedzialu czgiciowego h = 1/n.

15 n
Argumenty (prawe): g ST e
Warlgioi ke, = = e
non "

-274 -

= by R Sl

ODPOWIEDZI Roadziat 16
Suma catkowa (8}
Ll 8 B e 1 S
SF:(?:* ’7)— AT T T
1
Calka = lim S, =-.
b) 1/3 ¢ 1/4
162. a)1 b) 1
163. a) 8, 4/3, 16, 64/3
b) e—1, (342, 4(e¥*—ell), ;{e" <1}
¢) 2, In/2, 1+./3/2, —1/4
d) In./5/2, n/4, %ln% In2
1
164. a) 26/3  b) 2(a —arctg/a) ) a3  d) 12
1 1 2e
¢) a’njd 1) \/; arcts\/; ® I ) m/dab)
i) In/32  j) a’(n/4—-2/3) k) na?/2 ) n/6
foig
b) Calka funkcji nieparzystej w przedziale { —a; a) jest rowna 0.
)2 d) o/ /27 ) J45arctg,/1/5 ) Ind
7
g) 2—2In2 h) 7/(6./ab) i) 1uL29>[l
D 2(/e—1 —arctg /e—1) k) In2
166. ay1 b0 ¢) nfd—1n,/2 d)1 e e-2

f) 2(In?2—1nd+1) g) e2—1 h) n/12+./3/2—1
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167. a) a%4 b) ‘i::‘: 0 -_f‘—az d2r &1 f) —2n
16.8.
a) b) c) d) e)
5 0,919403 0351221 1,381261 0923806 3011843
S 1076483 0420535 1,55308% 0894517 3109467
hP 0,997943 0,385878 1467175 0909162 3060655
Sg 1000003 0,386283 1462681 0909607 3,059120
War- e
Calki nieclementarne
todé do- | 1,000000 | 0386294
i (zob, 5. 13)
Odpowiedzi do rozdzialu 17
171. a)e-1 W23 ‘916 d) 8/3
e) 8/3 f) 12524 g) 15/8—In4 h) Ind—1
i) 2 Ding2 Kk m2-1/3
17.2. a) a’n b) abn ¢) In/8 d) 2n

17.3.

17.4.

175

17.6.

e) 3/4—In2 f) %(&_1;&}_1 g) 3n

4 3 2, im,_
a) —mna b}ljaj;n: ﬂm(: ]

3
d) ;-rmz e) a’/2 ) a’nfd
g) a*n/2  h) a®nfd i) a®n2
a)ab2 Bab2 o a2 d) In3
a) xa?h/3  b) %mﬁ 0 %nazbz d) nh? (a+h/3)

e) nph® f) n*/4
i) mhi(h*+1)+narcigh

a) na./a*+h*  b) 4ma® o) %’u’[\/}_:{,flh+p *—p*]
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g) 3n32  h) n(e*—1)2

ODPOWIEDZI

d) x[2./2 +n(3+2,/2)] ¢ %{, /1000 — 1)
f nfe./1 +e1~—ﬁ—1n{w’ I+ez—e]+ln(ﬁ—1}]
g) Oznaczamy k = c*/(a®+ c?); otrzymujemy

gl % m+k|nlh+,m=+kl—klnﬁ)

178. a) V=4na’/3, S= 41:{1-1_1;\/5}&2
b) V=n(n—4/3)a®>, §S= 2q(n—2)a?
c) V=mn(n+4/3)a®, S= 2n(n+2)a?

1
179. a) ﬁ,."2+?ln{2+ﬁ] b) In(2+./3)

W1+e2 —1)(/2 +1)
) 1+ oY
- J_ (Vi+er +1)(/2-1)

d) In3—-1/2
z
1 chx 1
e}y-Fshx L__[sh ﬂ'x-ln(e+ )
4/5
1
f L= J‘ X+ x+1
32
-2¢dt 1.8 33
= = Sy
L [tz_l]z 2 nz 4{] —1233
3

Cigeiwa Iaczaca konce tej krzywej ma dlugosé 1,274,

a
17.10. a) —2-[211:\,=“1+41'1:1 +In(2r+./1+ax2 :.:I
b) a(e*™—1)./1+m*/m ¢) an d) 8a
17.11. Sa to calki nieelementarne (Zarys [1, s. 14 i 40)
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17.12. a) 13/3 b) 8a

= n
a) [a\/1+3cos’2pdp b) [a./1+8cos?3p do
0 1]
2n
¢) [a./1+15cos4p dp
o

¢) an?2

1713. 8) 4 b 12 o 2x d)2

Ji
e [ /P+2dt=/24In(,/2+1)
o

Jip
f) g 40241 dt =§+éln[ﬁ+2}

Odpowiedzi do rozdzialu 18

181. 3)2 B2 02,2 o €32 H3I g w
Hn2 D1 83 k1 D —1 m)e n) 163

182. a) 1722 b)2 ¢)oo d) o e) 1,2 l}m’4+%ln2
g 12 b) bAa*+b%) D) n/2,/2) ) —1/8 K) 1/a
D13 m) 1/4 me o) —1I p};]nz qQ 1/,/2
r) calka rozbiezna s) 1/2

183, a)

-

dla =[x“']:=1 by . 4 T
rel Lsps b sgag il — i g
: dla =1

1 5 = ]nx] =0—(—co)=
J?dx= r=1 [ x—~0+0 e ors e
0

dla _[x‘"’}’" 1
r>1 1= w040 1-—r s ) e
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18.4.

18.5.

a)co b)e—1 ¢ lfe

ODPOWIEDZI Rozdzial 18

b) - iy3

dla £ = = -_— 1 = o0

r{i __1-—!" x = ] l—r

1 F, dl.a — _]nx:l-‘.‘m= -,'_‘,Q—{}: oD

J—d‘x =} § e
1 =

dla §_[>" dii T SN

r>=1 __,1—" . 1-r r—1

2

d) 1-1/e

n i
a) Dlax>1ljestx*>x, e ® <e™, ja"zdx < je_“dx,
1 i

zatem [e ¥dx< e *dx=[—e"*]P =1/e

1 1
b) Dla x>1 jest 1/ /1+x3® <1/ /x*, zatem
1 1
————dx € | —dx =2
J..,;’l-f—x3 J‘dx3
1 1

¢) Dla 1 <x <e wykres funkcji y =Inx lezy pod styczna
y=x—1 (narysowa¢) i mamy O<Ilnx<x—1 oraz
1/lnx = 1)(x—1) > 0, zatem dla 1 < h < e mamy

(dx [ dx _ | le—1
Jinx = ) x=1 " |h-1
] ]
[ dx [ dx

> = 0
Jinx " ) x-—1
1 1

d) Dla 1/e <x <1 wykres funkcji y = Inx lezy nad prosta
y=2x—2 (narysowa¢) i mamy 2x—2<Inx<0 oraz
I/Inx < 1/(2x—2) <0, zatem dla 1/e < h < 1 mamy
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18.6.

18.7.

18.8,

18.9.

h
~

dx _ dx 1| k-1
JiInx ] 2(x=1) 27| tje~1
1te 1fe
1 1
" dx - V1 e ¥,
LT J 2(x—1) i,
1/e Ije
a)n b)) 32 o) n/\/3  d) rozhieina e) —2
0 3(1+3/2) g) 63/2  h) rozbiezna i) rozbiezna
a) 2 b) © o n d) rozbiezna
¢) rozbiczna  f) 2 Siix h) In :+:
i) t—2arctge j) 1 k) 1
) rozbieina m) e—1 n) rozbiezna
a) Jey=e = [Inlnx]3Z% = oo, szereg rozbiezny
a
| e bies
o AT e 8 v LR P R et
2
c) zbiezny  d) rozbiezny  e) zbiezny ) zhiezny
[ [ g I
S = 1=x o e 4 v a
a) j s"ds e :IF’ x_],zhmzn:,r
/ i
] B 1 o
. J ;;ds 1 idlnx jI;I T iy LA
1
5 s ds_:calkujemy _ Inx+1 X
V% =} e | = ey iy
1 CERSCL
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19.1.

19.2.
19.3.

194.

19.5.

19.6.

19.7.

19.8.

Odpowiedzi do rozdziatu 19
a) 1 ¢) —2c*(b—a)
d) (a>—1)Ina
f) ("M t=c"7)

b) a*h
e} (b*—a®) (g>—p’)

i) In/2

?}} 1_4 '13 én_ml I 4

a) 104 b) 72a+326* ¢ O A

a) In31n4 b) ml,T—D ¢ 4/3-4 d —7ind
& @ 1057) 0 > (/3-1)

) —16 B3 2 dHEe-1 ¢2x H2

a) 192 b) ln% ¢) 2 d) (55 ~2,/2-7)3

€ 2 f) In2+/2)-In(1+,/3) g /16

Nie istnieje, gdyz funkcja podcatkowa jest nieograniczona w sa-

siedztwie punktu: a) (—1, 1), b) (2, 1/2). Wartos¢ calki itero-

wanej: a) 3/8, b) 1+./3/4—n/3.

Rysujemy proste, wyznaczamy ich punkty wspolne, rysujemy

obszar (G), Tozpoznajemy czy jest to obszar normalny wzgledem

Ox, czy wzgledem Oy i zaleznie od tego IPIZEdS[E.‘F.\"lamF go

w postaci (2) albo (3), piszemy odpowiednia calke iterowang

i obliczamy ja.

1 L= i

a) fdx [ (x+y)dy=—=
0 ] 3

chl d)2 e 16

Postepujemy podobnie jak w poprzednim zadaniu.
a)1/12 b 1+ln2 ¢ %4 &2 e 98

f 20% g) 16./2/3 h) 64/3 i) 4/13

v 2 h
b) Jdx[ydy =
0 x

T



19.9,

19.10.

19.11.

Ryseljemy krzywe, wyznaczamy ich punkty wspolne, rysujem
obszar (G), dzielimy go na obszary normalne (G,), {gzj J(i
uznaAMy 1o za celowe), obliczamy catki w tych obszarach
i doclajemy je. '
a) (O)=1{0<x<1, x2<y=<2x), (G)=1{1 <
x/2<y<2/x}, Ind ) aeiiia
b) 4/3 ¢ 52 d) 32

) —61/10
D cls IO sz ‘

f) 7/12

S BRI e
258

f 2./2 g) 92 h) Ind
k) n/4—1/6 ) 6-4In2 m) 7In2

d) 1613 ) 323

)92 j) n2+1/3

2
a) [ Ay [f(x,y)dx
0 r
Z . =
b) | dx :I S(x,y)dy
(1] —%

i ¥y 2 \.'":?—__L
¢) [dygf{x,yldﬁj'dy [ fx, ) dx
o 1 o

54 A
|

2 2 s
d) [dx i[f[x,}'}dﬁz]rdx J(x, y)dy
i) 2 Q

¥id 8

4 e
e) [dy J"f(x,yldxﬂdya}’ flx,y)dx
Sy 4 0

4 2 [

G-y
0 [y [SOy)dx+[dy | f(x,y)dx
RS 4 0

L]
I 1, pdy

— x+d

o

g) Idx
)

F AN

W fay]feendes [ @™ | fiey)ds
o 2

0

¥ "
D Jay{ e nass fay | 7eas
1 2

¥a
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14+x

0 1 1
D Jdx [ flx,y)dy+[dx | fx,y)dy
-1 ] 0 Uk

1 ¥ 2 Z-¥
k) [dy | fx,y)dx+[dy [ f(x,y)dx
0 1} 1 0

¥
[ flxy)dx

[ flepdx

11— 1—p*

1
) {dy
0

1

1
m) [dy
1]

dx—x

[ flx,pdy

[i]

1 x x
n) [dx[f(x,p)dy+]dx
o o 1

-2y

| flxy)dx

V¥

1 ey 1
1912 a) [dy | f(x,p)dx D) gdy
0 ¥
1 -3
¢ fdy [ flx.pdx
o ¥
19.13. Oprocz oszacowania calki podajemy wartosc calki, a niekiedy
takze numer zadania, w ktorym ta catka wystgpuje. Catke
oznaczamy litera I.
A m=1,M=46=22<I<81=5
) m=0,M=96,G=12,0<I<1152, ] =192; 19.5a
gm=0,M=a*G=na’,0< I <na* I =na*2
d) m=9, M =25 G=4n, 36x << 100m, I = 56n
gm=0,M=1,G6=10<I<1,1=02231; 195
Pm=00M=2G=1,0<1<2I=04506; 19.5d
g) Wprowadzajac  wspolrzedne  biegunowe  x =rcosg,
y =rsing, otrzymujemy f(x,y)=r*sindg, (Gl={0<r<a
D<p<nfd), m=0, M=a’, G=mnd*8 0<I<nas,
I=a*fs.

1914, 2) 3 b) 383 ©) 372
19.15. a) poltokrag x*+y* =1,

- 388 =

y=0



19.16.

19.17.

19.18.

19.19.
19.20.
19.21.
19.22.

b) poltkole x*+y* <1, y=0

¢) wycinek kola x*+y* <1, |y|<x
d) piericien kolowy 1<x*+y*<9
€) prosta x=1

f) odcinek x =1, D<y<l

gl irgjkat 0<x<1, O0<y<x

h) okrag *+(y—1 =1

i) kolo x*+(y—1P <1

i) kolo x?+(y—3/2)% < 9/4

k) réinica dwoch poprzednich két.

a)r=1L,0s¢p=n

¢ 0=sr=,0<sp<2n
e 0<r=1,|p <n/2
g r=0,|p|l <mn/4, h) r =0, |p| < arctg5
i)r=z0,p=n/4 Hr=00=>5n/4

k) 3,/2<r<5/2,0=n/4 1) r>0, ¢ = arctgm

m) 3<r//1+m* <5, ¢ = arctgm

n) r=2csing,0<p<n 0) 0=<r<2csing,0<p<n
p) r=1/(cosp+sing), —n/4 < ¢ < 3n/4

r) r = 1/(sing —mcos ), arctgm < ¢ < n+arctgm

8) r=1/(1—-cosg),0<¢p<2n

a) ma*/2 b)me ¢ n d) [(1+ad)n(l+a?)—a*]n/d

h] r=lsn‘€¢£2'{t
d) 1<r<2,0<p<2n
N0<r<1,0<¢p<nMd

e) S6n  f) n® g) m(n—2)/8 h) a*/8 i) 329 j) 2/3
k)23 D112 m)(J/2-1)3

a) a*/2 b) a’n/8 ¢) 3a*n/2  d) a®(2+m/9)
e) a*2—n/4) ) a’(d4n/3—/3) g) 8n+9./3

h) m?/6 i) %]n:

a) 28 b) 8ix

a) dck?, ¢ = k(la|+1b)) b) mek?, e = k. /a*+ b2
a) 16/9 b) a2 o) 3 d) 23

a) [abcl/6  b) 12 ¢ 152/3

d) 1396 € 72/5 f) 88/105

- 084 -
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1923. a) 4 b) 89 ¢ 6n—9./3/2
& V,=14n, ¥, = 18n
b) 2mh*(3a— h)/3

d) 128,/2/15

19.24. a) 16a%/3 ¢) 2a3(3n—4)/9

19.25. a) /26 b) /a>+b7+1 ¢ 2
d) 2n(/8 —1)/3 e n(5./5—-1)6 f) 14x/3
g) 13 h) 207 i) 4./24%3
j) ma?/2 k) 4a®
D =[/2 +In(1+./2)]/2 m) a¥(n—2)

19.26. a) 4a>  b) {ﬁ—ru}%[a,a"az—i-bz +bIn(afb+/a* + b2 /b)]
d) a’(n—2) €) 2rnd-2na

1927.a)1 b 43 cnd dn e n*d4 f)n®
g) 0 (antysymetria funkcji wzgledem prostej y = x)
h) 98 i) n/2+In2

b) 1+./3/4—n/3

19.29. a) 2na b) 3na?? ¢) 4na'? d) na*(lna—1/2)
¢) 2ra(lna—1) f) 2na(lna—1) g) 2na h) n*

1930. a)r b)2n ¢ d)y=n
1931.a) 2 b) 1/4

1932.a)1 b) 23 ¢ n*4 d) n/4
19.34. 6n

19.35. a) 15n/2 b) 4n

19.36. a) (@) = {0 <u < 1,|| < k}, k = arctg(ma/b), catka = abk/2
b) (@) = {0 <u<1,]v| <nj4}, catka = ab/d

¢) (f—o)a*(cosy—cosd)

19.28. a) 3/8

19.37. ; a*ln2
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19.38. -jinz ODPOWIEDZI Rozdzial 2()
19.39. 1/3 Q) o) o
B 0xe i p=1/2
1940. G = In(s+. /s — b A N 0 -
n(s+./s Ly 2 2—1, S /// |
Gy, = —[ln[s + /=1 /5 oy firvy) *=tbxy p= () p=2sin 29
xx = —1)}+s./5°—1] Ay (&) A I
N b :
1 . -
19.41. a) (e—1 s (] 7 Ox (1] F; op
) e—1)2 b) S22 onf6 dn12 eo Rys. 1943 a
f) n/2 g 1
19.42. gk . . i
a) 1/8 (rys. 19.42a)  b) 2,/3 —2n/3 (tys. 19.420) Odpowiedzi do rozdzialu 20
a) ’
0 -
l % =1 e 201. a)18 B4 ¢ 3+e2-3e'—e d) 6(/2-1)
el NI
P—ﬁ?":f X x+y
v=2/ =t =0 Fogeasts 202. a) jdx jd}r j zdz =724 b) 1/12
¢) -1,-’6 d) /12 e 1/4
0 y=0 Ox [ -3 y P S
) |dyldzlzdx =1/24 dz |dy|zdx = 1/24
Rys. 19.42 a ) fafirfaacipe o fasfarfean =y
] 1 ] 1 1] 0
5) o, h) [ dx[dzfzdy=[dz | dx[zdy=1/4
=1 i x 0 - x
ﬂ#t lw 2 1 ¥ ¥ 1 z Etx
ol L4 4 i) [dy[dz[zdx=1/24 j) fdzfdx | zdy=1/4
Ary=4 ,l;:r ————— —_ 0 0 = 0 0 =z-x
i x x 1 x x
= 5 k) fdx|dy{zdz = |dx[dz|zdy=1/8
| g 0 0 0 et
0 B
Rys. 19.42 b 20.3. Stosujemy wzor (7). Calkowanie wzgledem z, jednakowe dla
Z zadan a)— g), daje wynik x + y + 4. Calkowanie wzgledem x, y jest
19.43. a) o =0, o = 2sin2¢ G 4f3[ zalezne od obszaru (G).
T T 5“1 ' rys. 19.43a) :
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b) (G} 0<x<1, 0<y<2—x}: odp. 32/3.
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20.4.
20.5.
20.6.
20.7.

¢) (G)={—y<x<g2=-2y, 0 <y<2}; odp. 28/3.
d (G)={-2<x<2, —x<y< 1—x/2}; odp. 56/3.
e) (G ={—-1<x<1, = fl1=x* e ye f1— 3%

albo

@={0<sr<1, 0 < ¢ < 2n}; odp. 4n.
D@={-1<x<1, 1-/1-2 <y<1+./1-x7)
albo

@={0< r<2sing, 0<¢<n};odp. 5n.
8 (@) ={-/3/2<x<./3)2,
1-/1-x* <y </1-x%}; odp. 3x—9./3 /4.

a) e—ljfe—2 b) d—e—1l/e ) 2e+4/c—4
2n
a) 10/3  b) 16/3 «¢) Tn/2  d) 9n/2

a)0=sx<1, 0Ly, 15252
b)0<x<1, 0<y<l, 1<2<2+x2

r Jl. 1 -
¢) Z ukladu réwnan: z = 2+§-x, z = | otrzymujemy x = —2;

stad —2<x <0, 0<y<, <z 24x/2.
d) Z ukladu réwnan: z = 2x, z = 0 otrzymujemy x = 0; stad
0<x<1,0<y<1,0<z<2x.
€) Z rownania x*+y* = 16 otrzymujemy y = +./16—x? dla
x| <4;stad —4<x<4, — /16—x> <y< /16—x2,
0<z<g5,
f) Z ukladu réwnad: x*4+y? =22, =6 otrzymujemy
x*+y? = 36. Jest to rownanie okregu ograniczajacego rzut (V)
na Oxy. Stad —6<x<6, —,/36—x* <y<./36—x%. Dla
ZmiENnNe] z mamy  nierdOwnosé

4. /x*+y* <z<6.

B —/25—-x*—y* 25 /25—-x7 -7,
X ﬁl’ﬁ\/z_s—xz, —5<x<5

b) /3y 2. /25-2—32,
—V22-x* Sy <\/25)2-x%, -5/, /2 £ x<5/,/2
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208. a) a’/4

D — /BB €2€. /B3,
—JS16—x* £ y< J16—x*, —4<x< 4

2
D 202+ <2< /T2 =7,

—34—x? <y < J34—x?, — /34 <x< /34

h
k) 0<z<h—— /x4y, —/a®—x* <y < Ja*—x7,

—aEX=ad

b) a®/48 ) 40/3  d) 2/3  €) 83/420
f) 162 g) 12821 h) a¥/12 i) —5/16+In/2

209, a) 7/15 b)3n2 cywfl2 d)45 e 4xn ) n/6
g) 12 h) 47%/24 i) n(8./2 —7)/6
20.10. Oznaczenia: | — calka, u — funkcja podcatkowa.

a) Z okreslenia (V) wynika: 3 < x+y+z < 9. Przyjmujemy
m=3 M=9. Otrzymujemy F=8. Odp. 24 < I < T2.

b) Funkcja ¥ ma minimum wlasne u,,, =0dlax=y=z=10
oraz maksimum warunkowe na sferze ograniczajacej (V) rowne
U, =a’. Przyjmujemy m=0, M =g’ Otrzymujemy

V=4na*3. Odp. 0 < I < 4na’/3.

c) Sposob 1 (szacowanie u). £ okreSlenia (V) wynika |x] < 1,
Mi<l, lzZl<1, stad |x|<1, -2y <2, 22| <2, stad
|x—2y+22| <5, czyli —5<x—2y+22<5. Dodajemy 6
i otrzymujemy l1<u<]1l Przyjmujemy m=1, M=11
Otrzymujemy V= 4n/3. Odp. 4n/3 < [ < 44n/3.

Sposob 2 (wyznaczenie ekstremow u). Funkcja u nie ma eks-
treméw whasnych, ale ma ekstrema warunkowe na sferze ograni-
czajacej (V):uy, = 3, uy,, =9 (Zadania I, s. 155, zad. 11.19a).
Przyjmujemy m =3, M =9. Odp. 4n < I < 127.

d) Sposéb 1: 4m,/3(10-3/3) < T < 4n,/3(10+3,/3).
Sposob 2: 28n./3 << 52m,/3.

20.11. a) Odcinek 0sx<1l,y=z=0.
=399 —



it 20
b) Odcinek 0<y<l,x=z=0. ODPOWIEDZI Rozdzial

€) Odcinek 0<:z<1, x=y=0.

d) Okrag x*+y*=1,z=0.

¢) Powierzchnia boczna walca x> +y*> = 1,0 < z < 10.

f) Walec (pelny) x*+y* < 1,0 f-; z < 10.

g) Roznica dwoch walcow 1 < x2+y2 <4,0<z < 10.

h) Kolo x*+y*<1,z=1.

i) Powierzchnia boczna stozka z = x* +y? dla x2 +y2 < 1.
j) Stozek o wierzchotku (0,0,0)i podstawie x*+y* = 1,z = 1.
k) Stozek o wierzcholku (0,0, 1)i podstawie x> +3y? < 1,z = 0.

D Kula x*+)% <4, 2| €. /4—x"—).

m) Polkula x+)? <4, 0<z< . /d4—x2—y2.

f)

n) Odcinek kuli /3 <z<./4—x*—)% dla x*+y* <1, 0z
0) Wrycinek kuli ﬁ,fx2+y2 £z J4=-x*=y* dha z=Va'r*

x2+y1$1.

z
20.12. Przekrdj figury plaszczyzna Orz jest przedstawiony na rys. 20.12 Jﬂ

a) 0<r<a, 0<op<2n, 0<:z<h N
Nilsrsn " sncor — s esrs Td¥ 2
) 0<r<h, 0<p<2nm, at—r* €z2< . /a*—r?
d)0sr<a, 0<o<2n, hr,.-’a-'-":z{h
e)0=xr=<a, 0<o<2n, 0=z<h- .‘ir,-"a
f)0sr<e, 0<¢<2nm Lz< Ja—r*; ¢ jest od- g) 2 i) 0z

cieta punktu przeciecia polokr@gu z=/a*—r? prosta J' Sk h

z=mr;c=al./1+m? i 0]
g)0<r<e, 0Sso<2n, m*<z<hc=./him 1
h)O<sr<c, 0<¢p=2n, —aézéh—mr,czﬂ’[a+h]fm
DO0<r<ec, 0<op<2n, m*<z< Ja*t—r*; ¢ jest warto-

4cia r spelniajaca rownanie mr® = | /a* —r?*;

¢? = (—1+./1+4am)/2m?) 3

Rys. 20.12
20.13. a) Sfera x>+ y*+2z% = 1.

b) Kula x*+y*+z2 < 1. - N R
¢) Réznica kul 1/4 < x*+y>+22 < 1. A {\/1—-5—_}3
d) Potudnik x*+)*+22 =4, y=0, x > 0. @), Fulele tnl mal 55
e) Rownoleinik x*+y?+z2 =4, z2=1. b) Craszaz=./1-x—y* dlax’ TE

- 290 - -291 -



20.14.

20.15.

20.16.

i) Wycinek kuli ./x*+y? <z < 1—x2—y?
dla x*+y* < 1/2,

i) Plaszczyzna z = 1.

k) Odcinek kuli 1 <z<./4—x*—)? dla x*4+y2 <3

D Stozek \/x*+)7/ /3 <z<1dlax?*+)2 <3

m) Roznica potkuli g) i wycinka kulii); 0 <z < /<2 + ¥y dla
xX*+y?<120raz0<z2< . /1-x2—y2 dla

12 £ x*4y2 < 1.

a) R =a, O0<f<m, 0 <

b) 0<R<a, Osf<m, Uégéiﬁ
c) R=a, 0<0<mw/2, O<p<2n
d 0<R<a, 0<0<m2, O0<p<2n
e) R=a, 0<f6<nf4, D<o<2n
f)0<R<a, 0<0<mn/4, 0<op<2n
g) R = b/cos0, 0<0<mn/2, O0<p<2n

!ilbfcosﬁéﬂsga, 0 <0 <arccoshfa, 0<op<2n
i) 0 < R < bfcosd, O<f@<arcctgm, 0<¢p<2n

In a k
a) (do[dr{ridz = 2nha’/3
¢ 0 0

in a h
b) [do[dr | rdz = na*/10
0 0 Ma

F——
JI z*rdz = 4na®/15

— I

c) ?dw;dr
s P © iy

= 1 F
d) [do[dr|rzdz = n/12
o 0 n
2x n @
a) [do[df|R*sinfdR = 4na’/5
o o o

Ix /2 a

b) [do | df [ R*cosfsinfdR = na*/4
i} 0 o
n = a

¢) [do[df|sinfdR = dn(a—b)
a a b

-292 -
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in arccos{b/a) a
d) [dp [ db | R*sin0dR =
o o Bicosd
In  JSEP
= [dp | (Ja®=r —byrdr= %{2&3—-3325+53}
o o

in w4 a T
e) [do | df[R*sinfdR =?{2—ﬁ][a3—b3}
o 0 b
2

in nf2 acos
f) fdp [d0 [ R*sin0dR =na®/3
L] w4 o

2 1k
20.17. a) I d-:‘p_[rdrjdz = hx

o 0% o

n 1 1-r

b) [do[rdr | dz=mn/3
o 0

n L 1
¢) [ do | do[R*sinfdR = 2n/3
o o

L]
2 & 1
d) [ dp | d0[R*sinfdR = n/8
L o o

2 w2 a

e) [de | dfR*sin*0dR = 4na®/15
-l 2 S

f) [ do

w1 Ieosg
fen
_"i‘] 4]

k
dr{dz = hn
1]
=2 Zeosp ]
g) |de | r’dr{zdz=8h%9
1] i} Q
¢) ma(8—5,/2)30  d) 32n/3

g} ;ﬂ{ﬂa—-(az _bzls.rz]

20.18. a) mha/4 b) mh*/4

€) 5n/6 f) b*hn
20.19. a) dabc(a®+b*) /15 b)) abc*n/8
20.20. a) %abczﬂ: b) abx
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2021. a) 1/8  b) 1/4 o) 112 d) (e—1)/4

2022. a) (V)= {0 < x+y+z< 1, 0<y/x<1 da x,y,z 2 0},
@D={0<po<1,0<p<nid, 0<p < m/2}; rys. 20.22a,

BN
N |

Rys. 20.22 b

=y,

) (M={0<x+y+2:<2 dla x,y,z =0},

Q)= {0 2
[rys}.chzzf,ﬁwms 0), 0<0<m2, 0<p<n2);

¢) sci,anaz? ldla x+y< L tj. dla x+y+z < 2; stad
0 = 1/cos Bdlag<2tjda0<d<ni
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20.23.

Rys. 2022 ¢

Sciana x+y=1 dla z<1, tj. dla x+y+z<2 stad
o= 1/sin0dla p<2 tj.dlan/d <0 <mn/2

be l/cos’f dla 0 <0 < m/d !
{ﬂ}—{ﬂﬁgﬁ{umzﬂ dla n;4gﬂgn;2}’n£¢£“ﬂ}’

rys. 20.22c.

a) Jesli w rownaniu (S) przyjmiemy x 4+ y = const, to otrzymuje-
my z = const. Zatem powierzchnia (5) jest uslana prostymi
rownoleglymi do wektora [1, —1,0]. Powierzchnia (S) przecina
plaszczyzng Oxz wzdluz krzywej x = ﬁz —z oraz plaszczyzne
Oyz wzdluz krzywej y = \/a? —z. Stad mozna wnioskowaé
o ksztalcie figury (V). Podstawiajgc (25), otrzymujemy
(Q)={0<p<acos?d, 0<O<n2, 0< o <n2};

V= a*/60 (rys. 20.23a).

b) Podobnie jak w zadaniu a) powierzchnia (S) jest uslana
prostymi rownoleglymi do wektora [1, —1,0] i przecina plasz-
czyzng Oxz wzdhui krzywej z = x—x? oraz plaszezyzne Oyz
wzdhuz krzywej z = y—y*. Podstawiamy (25) 1 pamietajac, ie
¢ musi by¢ nieujemne, otrzymujemy

s T



ﬂflﬂ

Rys. 20.23 a

v‘ﬂ\ | Z
z

Rys. 20.23 b

(@) = {0 < p < (sin®0—cos?d)/sin*f, w/4<0<m2,
0 <@ <n/2}; V=1/12 (rys. 20.23h).

¢) Jesli w rownaniu (S} zastapimy x przez y, y przez z oraz z
przez x, to rownanie nie zmieni si¢. Zatem powierzchnia (5) jest
symetryczna wzgledem prostej (I) = {x = y = z} ijest to symetria
rzedu 3, tzn. obrot (§) dokota () o 1/3 kata pelnego daje w wyniku
to samo (5). Przekroj powierzchni (5) plaszezyzna x+y+z = 3t
istnieje 1 jest krzywa zamknieta, gdy (30)° < .t gdy 0 <1 < 1/9
(wynika to z rozwazenia rodziny plaszczyzn x+y+4z =3t

~ 206 -

ODPOWIEDZI Rozdziat 21

21.1.

[ e

=
R
[
| [h

e
Py

-
|||||'|'
N
11
|I|I

=2

Rys. 20.23 ¢

i powierzchni xyz = t*) 1 taki jest zasigg istnienia (V) wzdluz
prostej (). Stosujemy (25) 1 otrzymujemy

() = {0 < ¢® < sin*fcos’Bsin’pcos’p, 0<0<m/2,

0< ¢ < nf2}; V= 1/360 (rys. 20.23c).

Odpowiedzi do rozdzialu 21

a) 2./2 -1 b) %u?\/ﬁ-z,ﬁ) ) %uﬁ—n
d) %{2ﬁ—1) e) 153/5 f) 2

g) n h) 1 i) 2.,/2
Diai2 k) 10,/10-2./2 ) 8/9

m) shh—sha n) Jesli przez L{x) oznaczymy funkcje
Lix) = 3+E]n l
to odpowiedzia jest roznica L{b)— L{a).

o) E (ﬂﬂ: tge —arctg ul) p) 22
a =

, gdzie 5 = . /1+e?*
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a2
r) ﬁ(ﬂa—zﬂ-s—-f?e_1+34] s) me/2

1
212, ) ~a’[(1+2sh*1)*2~1]  b) 2%,/ + b7 (a2 +4b?n2/3)
©) 4a’  d) /15 ) 256a%15 ) 2./2(1—1/e)
g) 40x2 h) 4 D 1+ /215 j) 140C+V3)
2

—

a 3 ﬁ
k) E[3 a1 +5In(1 +2,fﬁ}] D) —na’e./a*+c2

2

213 ] (c+y)dl= j@x_l)ﬁdx _5,
. ]

2 P

}ijﬂ}df = fzﬁdx =4./2
o

Rys. 21.3

Na odcinku AC zamieniamy role zmienn

Na o ( ! ych x, y. Przyjmujemy,
ze x Jest funkcja zmiennej y o e

X = x(y) = const = 0, =lgsyg2 E£=U.
y
/ dx \?
dl= [J14]— =
+(dy) dy = dy
— 208 _
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2
[ (x+y)dl = | ydy=3/2
AC -1

Odpowiedz: /5 /2+4./2 +3/2.

214. Dazielimy okrag(l) na dwa polokregi: gorny ()i dolny (1,). Dzieki
symetrii wzgledem osi Ox funkcji podcatkowej i tych potkregow,
calki po tych potokregach beda rowne.

(h):y=Sax—x*, 0<x<a, cﬂ=——ﬁ—dx,
2. ax—x?
fP) = Jfax,
a a a
dl = —2  _ix=—afafa—x| =a®
{iJ:}ﬂP] gﬁ 2. Jax—x? aﬁ ek o ?

Odpowiedz: 24,
215, AB:x=3—4t,y=2-3,0<t<]1,dl =54,
1
[ f(P)dl = [ (25¢*— 36t + 13)5dt = 50/3
AR [i]

T 6/13-16

217. a)3 b 12 ¢ /3120 d) %(zﬁ—n e) 1/,/2
f) 2na®/2/3

218. a}—c;:—:-[{1+4a2]3ﬂ—1] d) na® /2 € 2n

219. a) (9./3 -8,/2+1)15 b) (/2 -1)/6

0 =(5./5 —1)/6 d) 1 €) 4,/2/3
21.10. f(}u u?+1 du)du = 13(2ﬁ—1}

LN ]
2L11. 44x?

=200 _



21.12. a) 2ma'2x  b) 2ma-2md ) 2ma-2n(A%+4%2)
d) 2na-2n(4® +34%/2)

21.13. 2n(3./3 —1)/3

2114 2) 7(3./3-1)3  b) n[/3 +/12In(/2 +/3)]

21.15. Dla rozwazanej polsfery jest () ={0 < 0 < n/2,0< ¢ < 21}
a)0 b0 <¢)nR*® d)2rR%15 € nR?

f) 2nR* g) ;ER“

21.16. Aby wyznaczy¢ (£2), trzeba wspolrzgdne cylindryczne wprowa-
dzi¢ do okreslenia powierzchni wycinajacej plat (S).

a) Plat (5) lezy na (W), wigc na calym (§) jest
X =acosp, J=asing (*)

Brzeg plata (5) lezy na (T), wigc na tym brzegu liczby (») musza
spelniac okreslenie (T). Podstawiamy (+) do (T') i otrzymujemy

lz| = acosep dla || < /2

i to jest brzeg (S) we wspotrzednych cylindrycznych, czyli brzeg
zbioru (). Zatem

(@) = {|z] < acosep dla |g| < n/2}
Teraz, majac (£2), stosujemy wzor (15). Odpowieds: § = 4a’.

4
b) () = {lz| <a./cos2@,|p| <nfd4};S=2a" [ ,/cos2e do.

Jest to calka nieelementarna (eliptyczna). M;:tjcrda trapezow
otrzymujemy § =~ 2a%-1,096.

) (2) = {lz| € a./cosp—sin’ @, |p| < c},

, 5-1 g e

gdzie ¢ = arccos ‘/_2 i 8§ =2a* | /cosgp—sin’e dy, catka
nieelementarna, #i

2117, (/3 —1)In2+(3—./3)2

21.18. n(l+./2)12
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21.19.

2 m/3+(25,/5 —Tym/20

21.20. a) (5./5 —1)/6  b) (125./5 —1)/420

21.21.

21.22,

21.23.

21.24.

21.25.

21.26.

21.27.

21.28.
21.29.
21.30.
21.31.
2132

a) R®°n* b) %R“n ¢) 2Rn* d) w

a) ?R"‘n b) 8R*n  ¢) 4R d) w

= =2
a) [ rlcosplrdp =4r* | cospde =4r*  b) r'n
0 0
2z 1
c) rdip = oo
) Ticos]
in @ i I
a) | 2r ms~.rdqr: =d4r’*fcos—dp=8r* b) 4r'n ¢) x
0 2 gl
a) xg=4/3, yo=1 b) x5=3/2,35=1 ¢) x,=4/3, y,=1
4
a) xo =0, }'ﬂzzﬂ.m b) xu:{}:.}ru=§a.l'r“

€) X =Yyy=0, 2, =a/2 d) x, =y, =0, z, = 3a/8

a) */3 b) 0 ¢) 2na® d) na® e) a*/3

f a'/12 g ma*2  h) ma*/4 i) 4na*/3 j) 4na3
k) 4na’/15 1) 4na®/15 m) 24%/3 n) Ta’/12

o) 2nha®  p) mah(2h?/3+a®) q) mha'/2

1) nath(h/3+a2/d) §) mha*/10 t) mha? (h2/30+a?/20)

u) na®./a®+h? 2 v) may/a® +h?* (a*/4+H2/6)
a)2 b0

a) 91/60  b) 49/60
a) =32 bmnrn
a) —2/3 b) In/4
a) 6 b) 81/4
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21.33.
21.34.
2L.35.
21.36.
21.37.

21.38.
21.39.
21.40.
21.41.
21.42.
21.43.

21.44.
21.45.
21.46.
21.47.
21.48.
21.49,

a) 4 b) calka rozbieina

a) 0 b) 17/10 o) 13

a) 4n b)) ma® ) —14/15
43
Ze wzgledu na modut wystepujacy pod catka dzielimy hik (/) na

tuki (1,) 1 (I,) odpowiadajace przedziatom {0;1> i {1;2>. Na {l,)
jest |¥| = 1—x2, na (I,) jest |y| = x*— 1. Otrzymujemy
1 2 2

JIvldx+xdy = J(1—x?)dx+ [ (x* = 1)dx + [ x- 2xdx = 22/3
) 0 i o

-2

a)il4 b)92 ¢)3

a) —2na* b) —2rab ¢} —6

a3 . o

a) —2/15 b) 2—n/2

a) 243n/2 b)) —16%/3 ) 2nrth  d) 4n

&) (n+1)8 0O
h) 2rnR7/105

a) 3> b)4rR® ¢ 18 d)0
n/3

4a°

/24

a*(n—2)

g) r’hf3+r*h*n/8

Stosujac wzory (39), za u, v przyjmujemy odpowiednio @,
i obliczamy wektor A. W celu uproszczenia rachunkow przyj-
mujemy ozZnaczenie

p=./x*+y* = A+acosa
WOWCZas

X=pcos@, y=psing, z=asina

h=[pacosacosqp, pacosasing, pasina]
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22.1.

22.2.

22.3.

Z ostatnig] wspolrzednej wektora k 1 rysunku torusa (5. 113)
odczytujemy, ze wektor A jest skierowany zgodnie z osia Oz dla
0 < « < m, a przeciwnie dla © < « < 2n. Zatem orientacja zgod-
na z h jest orientacja zewnegtrzna.

a) F=[x,0,0] =[pcos¢,0,0); Fk = p*acosaxcos? ¢
catkujemy Fh wzgledem o i o; otrzymujemy 2nd - na’.

by—c) 2nd-na® d) 6nd-na’ € 0

Odpowiedzi do rozdzialn 22

a}u=x2—y2+x}r—3j,-', L=-2
1
b) uzixzsinzy, L=1/2
c) u=%x2+xln}r—m@y, L =1/2+cosl
3

d) u=xy2—x+3_1=2, L=1
€) u=%x2}r2+x—yﬁ Li—1

: 5 2 1
f) u= xsin2y+ ylncosx +y~°, L=?nln5
g u= x}*+%sin2}*+}; L =4n

a) Pole wektorowe F = [X, Y] = [2xy,x?] spelnia w #* waru-
nek wystarczajacy istnienia potencjalu, zatem potencjal istnigje,
a cyrkulacja jest zerem,

b)—e) Dowdd analogiczny do a).

Rownost (7) jest spelniona wszedzie poza punktem O = (0,0).
Jesli punkt O lezy zewnatrz (I) (rys. a), to istnieje jednospojny
obszar, ktory zawiera (I), nie zawiera 0, w ktorym zachodzi (7),
a wiec i (6). Teza 1° zostala udowodniona.

Jesli punkt O lezy wewnatrz (I) (rys. b), to wewnatrz (J) istnieje
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224.

225,

22.6.

22.7.

Rys. 22.3

okrag (k) = {x*+y* = r*}, na ktérym cyrkulacja jest rowna 2n
(wykonaj obliczenie). Pokazemy, ze cyrkulacja po (f) jest rowna
cyrkulacji po (k). Mamy

j+j+_|f+j= § =0 (wniosek z tezy 1°)
ABC CE EFG GA  ABCEFGA
[+[+f+f= ¢ =0 (wniosek ztezy 1°)
CbA AG GHE EC CDAGHEC

Dodajemy te rownosci. Poniewaz [+ [ =0, [ + [ =0, wige
CE EC AG GA

[+ | =0, czyli §—¢ =0. Teza 2° zostala udowod-
ABCDA  EFGHE itk
niona.

a) —3a}2 b) 2a%3 o 12 d) —64/3
e ma*2 DO g) 0 h) —na’/8

a) abn  b) 8/15 c} 2/3 d) 3n

a) u=x+xy+3x+2y +2y+3:22 -6z

by u=x*—3xyz+y*+23

¢) u=xyz(x+y+z)

d) u=xyz+In|xyz| dla xyz # 0

e) u = —arctg(x/y)+arctgz dla y # 0 lub
u = arctg(y/x)+arctg z dla x # 0

a) u=r, L=h-1, lim L= oo

b) u = lar, L =Inh, limL=ocw

g u=—1/r, L=1-1/h limL=1
- 304 —
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22.8.
229,

22.10.

22.11.
22.12.
22.13.
22.14.
22.16.
22.17.

22.18.

22.19.

2222

22.23.

22.24.

a) u=(x*4)%2 b)u=xy c¢) nie istnieje

a) nie istnieje  b) u = —arctg(x/y) dla y #0 lub
u=arctg(y/x) dla x#0 ¢) nie istnieje

a) [3x%y’z, 2x%yz, x*y*]  b) [a,b,c]

e) 2(x+y+2) [1,1,1] d) 2(ax+by+cz+di[ab,c]
) [1/x, 1/y, 1/z] B e e 11

[3,2,1], [27.0,4]; =x*+y* =0 (punkty osi 0z)

a) [x,y.z)fr  B) [x,y,20/r* € —[x,y.2]/r°

a) x=y=z b Z=xpx#yluby£zlubz#x
—8/9

a)3 b O

a) (grad u)® 4+ ulaplu
b) gradu, gradu, +u, laplu,
¢) udivF+ Fgradu

¢) 6xyz d) 6

D2 BSOS ) SO0
& 10,0, )]
a) [0,0,0]
d) [0,0,0]

by [1.1,1] ¢c) [—1,—1,—1]
e) [0,0,2] f) :—a[xz,yz,r2+zz]

B 25 0xy.] ) [0,0,0]
a) 10/3  b) 3/8
D 3n8 g0

k) %ﬂazh{3a2+2h2] I) a*(4/15+/48)

¢) 4na’

h) 2ra®

d) 3na*/16 e =

i) 1—5211::15 i) 3nath

a)dnr  b) 0

a) 0 b) 3a® ¢) a*/3 d) 2n e) —2mrt
) 0 g —na*8 h) O i) 0 i) —mn
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Odpowiedzi do rozdzialu 23

W tym rozdziale w odpowiedziach przyjeto nastepujace oznaczenia;
h — dowolna liczba dodatnia,
g — dowolna liczba dodatnia mniejsza od 1,

Wy = Sup e (%) — x|
xaE

23.1. a) Wyznaczenie funkcji granicznej — zapis skrotowy:

t(x) = —— {0 dla x > 0} = u(x) (rys. a)
Dowaod zbie?.noscl JednnstaJnEJ {D.zb.j.) w przedziale <0; o)
w, = sup|u,(x) —u(x)| = sup : _;}‘ - l 0.
xz=0 xz0 h

Rys. 23.1 a, b
nx X
b = - — = . b).
) u,(x) g g {x dla x = 0} = u(x) {rys. b)
; x2 h*
D.zbjw<0; hx:w, = sup —-X sup P oA |
Osxshl BHX ogxsp BEX N

Dowdd zbieznosci niejednostajnej (D.zb.nj.) w przedziale <h; oo);
2

X X
= = — =
SCiRenl o Bl o R
e) () =x"—x""" = {0dla0 < x <1} = ux) (rys. c).
i

D.zbj. w {0;1}: Funkeja u,(x) ma w punkcie x = 4
n

: s 1
maksimum mniejsze od —, zatem w,(x) < l -+ 0.
n n
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o 4 ) i
|
o
| |
—— .
Rys. 23.1¢,d
d) u,(x)=x"—x*"—>{0dla0<x<1}=ulx (rys. d).

D.zb.nj. w €0;1): Funkcja u,(x) ma w punkcie x = /1/2
maksimum rowne 1/4, zatem w, = 1/4, w,(x) nie dazy do 0.

D.zbj. w €0:q): w, = sup |x"—x*"| < g"=0.
Osx=g
X" {ﬂ dlad=sx=<1

—=41/2dla x=1 }=u{x} (rys. e).
i 1 dals<sx<om

€) u,(x) =

Funkcja u,(x) dla kaidego n jest w przedziale {0;c0) rosnaca.

: g
D.zbj. w {0;4>: w, = sup -0 = —<q =0
] AT T+gq
D.zb.nj 0;1) 0= b
.ZDh.1mj. W{ 3 ] Wn—ﬂilizl 1+x" —"1—'_-';_-1- = 7
7)
ot
?I__ Bk A
|
|
|
] g T T
Rys. 231 e, f
=307 =



D.zbj. w <h; m}h}lw*izg T+ % 11=m—>{}
D.zb.nj. w {1; 0} w, = sup A =3 p_.I_=lr
1<x 14x* yes LR 2
f) u,(x )— mc —*{ﬂ' dla x = 0} = u(x) (rys. f).
; 2nx 2
D.zbj. w {g; o) w, = izf mq[} {T:EH =_"E_,U

Funkeja u,(x) dla kazdego n ma w punkcie x = 1/n wartosé

Ko

Dzbn] W (U,m] W, = suplun(x}__ﬂl = u, (%) ]

Dgx
I $ax=0
B ab)=e = {{} mz i > u} i) (xys. g).

D.zb.j. w {g;0) w,=suple ™ -0 = ™.
Jsx
D. zb. nj. w (0; 20): w,, = suple ™ —0| =e® = 1.

O=x

h)
o
| 1 3
& I
|
I |
: ] 2 1 ] | EHIEEr
] ] 1 2 3 A
Rys. 23.1 g, h
h) u(x)=e""=¢"={0 dla xeR} = u(x) (rys. h).

D. zb. j. w (— o0 h): w, = sup |e¥/e"—0] = e*/e" — 0.
x<h
D. zb. nj. w (—o0; o) w, = sup |e¥/e"—0] = oo.
xed

D) wx) = /X +1/n* = {/x* = |x| dla xeR} =u(x) (rys. i)
- 308 -

Rys. 23.114, j

D.zb.j. w(—w0;) w,= sup|\,."'x2+lfnz —J/x?| =

1/n?
i\/_ \/__ f+\/_ ;:E Jx2+1fn2 +\/x_2$
1/n?

Jn?
l}uix]—"m-x/_l-ix/ﬁ b—ﬁ

=1n-=0

M

— - dl > ﬂ} = u(x) {rys. j).
Jx+1gn+,/§ L.ﬁ a
] 1 1

. J» W Ch; 00k W, =
Sl sl e ilfa[:|\/x+1;'n+ﬂ 2./x

,.-’x+1,-"n \/_ ,fx+l;'n—ﬁ=
T (xtUn+ x]l\/_ 4x

{f f—\m\f .

= §U =
a..;[: 4x(\/x+ 1/n +ﬂ}
1
< sup— .o

1/n
hex Ex\/_ Eh\/_
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D. zb. nj. w (0;h): w, = sup |

1 1 |
u~::-:a|.fx-|-ljn +\/—'_2ﬁ|;

x=1/n,

= ( -3

[wlasn ° s, 139"’ B2=/2)/n > .

dla 0 x
k —"I x" — =
) ufx) - { ik S5 } u(x) (rys. k).
D. zb. j. w {0;1>: w, = sup |2/1+x"—1]|=2/2 —1 0.
IS4

D.zb.j.w<{l; ) w, =sup|l/1+x" —x|. Dlan > 1,x = 1 funkcja

x>l
yox) = 3/14x" —x ma pochodna ujemna, wiec jest malejaca,
zatem sup y,(x) = y,(1) = :/5— 1 —+ 0. Stad wynika, ze w, — 0.
xxl

Ciag funkcyjny zbieiny jednostajnie w kazdym z dwoéch prze-
dzialow jest zbiezny jednostajnie w sumie tych przedzialow, zatem
rozwazany ciag funkcyjny jest zbiezny jednostajnie w przedziale
{0; o).

I/x dlal0<x<]
I =21+1/x" =" =
) u(x) +1/x { e oy } u(x) (rys. ).

D.zb j w (0;1» w,= sup |{/1+1/x"—1/x. Dla n>1,
Dzxal

0 < x < 1, funkcja y,(x) = /1+1/x" —1/x ma pochodna dodat-
nia, wigc jest rosnaca, zatem sup y,(x) =y, (1) = \/_ -1 =0

Dexsl
o Y ”E
| |
| 1 i !
| | ’
| | 4
1 | b,
| |
| I | I
I | | |
2 e oy M M | B e A S P e
0 1 X _él' 1|_ Ty
Rys. 23.1 k, I
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Stad wynika, ze w, — 0.
D. zb. j. w {1; 0% w, = sup |2/ 1+ 1/x" —1| = 2/2 —1 0.
x=zl
Rozwazany ciag funkcyjny jest zbiezny jednostajnie w przedziale
(0; c0).
m) u,(x) = n —{0 dla x >0} =u(x (rys. m).

D. zb. ). w {0; k) Funkcja sinx, gdzie x jest miara lukowa kata, ma
te wlasnosé (Zarys I, 5. 224), 7e jesli 0 < x = n/2, to

0 <sinx < x

. : : S
Niech n > h Wowczas dla O <x < h mam}'ﬂ{:{:{l <

< w2, zatem
ok, X
D<sin—= —<—
n n n
h
W, = sup sini—ﬂ <——0
Nx=h h n
: o
D. zb. nj. w (0; c0): w, = sup [sin -ﬂ-—{]l = 1.
[LE-% £
1
n) u,(x) = ;sinnx - {0 dla x>0} = u(x) (rys. n).
1 |
D. zb. j. w (0;c0) w, = sup [—sinux—0]=——=10.
Dex<on | T n
n)
1 # 3 1




1 dlax=0
0) ufx) =(cos’x)" <0 dlaD<x<mn (rys. o).
1 dla x=x

D.zb.j. w {g;n—q): Z zaloZenia 0 < g < 1 wynika, 7e cos’g < 1.

w,= sup |cos®x—0| =cos?"g—0
gox<RE—g

D. zb. nj. w (0; ). w, = sup |cos¥"x—0| = 1.

Dxcm

¥ | Fid | e R
| : I
7 g
Rys. 23.1 0
1 dla x =kn/3, ke
ufx) = (cos?3x)" — ; e
P) u,(x) = (cos*3x)" {ﬂ Ak voinatine s } u(x) (rys. p).

Na podstawie wynikow zad. o) stwierdzamy, ze powyzsza zbiez-
nosc jest:

— jadncfstajna w kazdym przedziale o tej wlasnosci, ze zaden
z punktow x = kn/3, ke #, nie jest ani elementem, ani kofnicem
tego przedzialu,

Rys. 23.1
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— mniejednostajna w kazdym przedziale, ktdry nie ma tej wlasno-
sci.
23.2. Niech L oznacza lewa, a P prawa strong rownosci. Wowczas
a) L=0,P=0 b)L=0,P=1/12
233, a) L nic istnigje, P=0o0 b L=0,P=1 ¢ L=P=0
234. Funkcja u, (x) = [cos®(n! nx)]™ ma okres rowny 1 dla kazdego
m i kazdego n, wiec takze funkcja

fx) = lim [cos3(n! mx)]™

ol

ma okres roéwny 1 dla kazdego n. Podobnie jak w zad. 23.1 p)
otrzymujemy (zob. rysunek)

1 dla x=k/nl, ke
Julx) = {U dla pozostatych x & R, au
o) raf! tytol
| | I
't e L e e AL
' ! | | | AR L
| | | | | R O O A A
—L___ é —i é i -JF—O—é—dL—é—Jr-$—-b
A B s AL EKe S 0 g 534 if B4
Rys. 23.4

Jedli x jest liczba wymierna, to x = p/q, gdzie pe &, g .47, 1 W tym
punkcie x kazda funkcja f, o wskazniku n = g ma wartosc f (x) =
= 1, zatem f(x) = lim f(x) tez ma wartosé 1.

Jesli zas x jest liczba niewymierna, to kazda funkgja f, ma w tym
punkcie x wartosc 0, zatem f(x) = lim f[x) = 0.

A—+00

23.5. f(x) = lim lim [cos?(10"mx)]™

A—+od m— ol
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23.6. a) s,(x) =x+x>+.. +x" = x(1+x+..+x"71) = xd;al =
1—x" X
_xl_x,S(x)_l—x dlﬂlxl{l‘

23.7. a

23.8.

zbieznos¢ niejednostajna (zb. nj.)
b) 5(x) = (x—x3)+(x?=x¥) +..+(x"—

sl {x dla |x| < 1}, bt

1y g 1
R }_x_xn+|

0 dlax=1
2 " xnt1 xnt1
% Six}:("‘?)**“*(?‘ HH)”‘m*

s(x) = x dla |x] = 1, zbieznosé jednostajna (zb. jd.)
1 1 1 I dla
d - — = —+..
) 5 [x) = + +f. x(l+x+ +x,,_1) iy
=1 lulfx
T P=Th

1 1 1 1 1 1
e) s.(x) = iy +..+ = o

_Jijx dla |x| > 1
“"}_{n dla x =1

1
s(x) = i dla |x|] > 1, zb. nj.

1 1 1 1 1 1
9 *-‘x)-(;‘ﬁ)+ +(w_m) FRITFSIFa
s(x) = 1/x dla |x] = 1, zb. j.
1 1 1
}1—]]1 —‘:X{E h}m,x#‘kﬂ,kEf
8
C} s_x,—I{x{fj d}m, |J€|{ﬁ
2
e)H_—xz,lx]f-:ﬁ f) 1/x, 0<x <2
1
g) s x>0 Iub x < -2 h}ﬁ-}—,x}{}
a) szereg zbhiezny w {—1;1)  b) zb. w(=1:1)

¢) zb. dla x # 2kn, ke 2
e) zb. w (0;2%

d) zb. dla x # krn, ke 2
f) zb. w (0;2)
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23.9.

g)zb.dlax<—1lubx>1 h)zbdlax<-—-1lubx>1
i), j) szereg rozbiezny dla kazdego x

k) zb. w (—oo;c0) 1) zb. w (1; o)

Rozwiazanie polega na znalezieniu majoranty E A, (s. 196)
i stwierdzeniu jej zbieznosci. Ll

4 < dlg £ : = A_, szereg geometryczny zbiezny

n dla
g gril o Nﬁ
e o

1
kryterium pierwiastkowe (kryt. p.) </ 4, — 5 26T, zb.

dla nh
""'-f‘u. i A ]
©) +2" 0<x<h - Pl »
kryt. p. /A, — %. szer. zb.
d) oosznx < iz = A, szer. harm. zb.
n n

€) g = :ﬁ = A, szer. harm. zb.

nﬁ n

COSHX 1
f) T = ey A,, szer. harm. zb.

% dla 1 1
= =—<—=A, . harm. zb.

8 Trnx !x:;o? TR e
h) Pl B e < iz = A,, szer. harm, zb.

14n3x e A 1 el

—+n
1 ] :

N —- = A,, szer. harm. zb.

x*4+n?

i A harm. zb
j =4, . harm. zb.
) x% +n? i|=s;h | S
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k) Badanie funkcji x" + x ™" wykazuje, ze najwigksza wartoscia tej
funkr:ji w przedziale {1/2;2) jest 2"4+27",

I e e
J_ P S

e 2 2"*1 = A, kryterium ilorazowe (kryt. il.) —A:; L0,

(x"+x™7) <

n! i
szer. zh.

) | nx {} dla z{ nx %
[(1+x)(1+2%) 4. +(1+nx)| $x=>h} ~ x 2x-..-nx
LB 1 & 1 ]

el T e e W T S R i

kryt. il. /== An+1 — 0, szer. zb,

J't

m) Wyraz ugyx) = jest w sasiedztwie punktu x =0

1
x(x+1)
nieograniczony. Oddzielamy ten wyraz od szeregu i majoryzujemy
reszte dla

1 | 1 1

< = <—=4d.
(x+n)(x+n+1)| nin+1) a2 "
szer. harm. zb,

n=1

=

23.10. a) Majoranta szeregu podcatkowego w przedziale (— oo ; ao) jest

szereg o wyrazach 1/n?, ktory jest zbieiny, wiec szereg podcal-
kowy jest jednostajnie zbiezny w przedziale ( — oo; 00) i mozemy
ten szereg catkowad wyraz po wyrazie.

J(£ 5o £ e B[

(=11 g 3 @ 2
- n x 33+5_3+“‘_,,_1(2n—1]3

Uwaga Otrzymany szereg jest zbiezny, ale obliczenie jego
sumy wykracza poza ramy tej ksiazki.
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23.11.

b) Rozumujac jak w poprzednim zadaniu, otrzymujemy

= [Tini fe=goavs o0 10 0 1beiioo el SRIRIERT

E,[ n? l_ﬂ_l CET) ‘“_,Zl 2n—1F 32
SRR G

VIw~§ VLw=

U wa ga. Wyniki zadan b)i c), trudne do obliczenia, podano wg
literatury.

€) Szereg podcalkowy jest rozbiezny w punkcie x = 0, ale jest
zbiezny jednostajnie w przedziatach (—oo; —¢) i {g; ), gdzie

g jest dowolnie mala liczba dodatnia. Calke niewlasciwa |

-
0

uwazamy za sume dwoch calek niewlasciwych | +

- |

l':-tr—'rS

Odpowiedz: ©°/6.

o T (5 ereiem (5 ) e

m= — &

() (e )=l

ge0il. Zarys I, 5. 214

1

%) _[(,,_0 +2") _i ! x~|1-2"

] =1
g [11::{::—1—2 }:|:=0 —
1+ '

¥ 50
Yy i
..Eu lnn|=|u[l+1, ) m(z Sy )
(Zarys I, s. 399}

|1

b) i nln 2:- =i ]_[ (1+1/2 =In
n=1

s H s. 399)

c) z n[1-In(l+1/m™], m=2"

n=]1
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I+x  3+(x-=2) 1+(x=2)3

o I ] 4 6

= é[l— xf +i.i+(— xf)“-r...], R=3 23.17. a) e¥ = Eﬂ xn! - '+JIT+E+¥+
e) In le = In ]_{l_x} - !T;'j;! AR b) cos®x =%[ -—g;}i+ [2:!]4—,.,]= 1_%.:.?',[_”"“%
= —x+£;—xT3+...+{_—:r-+..., R=1 €) sin’x = %[[2;]2 - [2;}4 + {2;]6 —J -
D+ =t =y 22 OO -3 Etrtily
fertan 0 - (1)
g) Inx = (x—1)— [x-;l}z {"‘_3”3 e I8 = 1+%x—-;-x2+ll—ﬁx3-—%x4+.,,
=§1{-1f‘“@,3=1 €) \/EEH 2";(—:’2)3‘,:
h) {1+x]1ﬂ[l+x}=x+%—.i%+m¢ = l—%x+%x2—_1%x3+%x4._
~ x+§1(—1}““ n;::rll}'ﬂ =1 f ;’_x =§D(_:”E)[_x}ﬂ=
i) (1;:= 14+2x+3x2+...= ¥ (n+1)x", R=1 SRR RIS
—x) = 258 e hiks
) xfi;iﬁ = xiﬁ_x_l'i' :Tlac,nts+1_ig' ki e e 1—x*+x*—x®+.. = Eﬂ(—t)”x’“
= ";ini-xfﬁﬁuix“ = ni[(—%)hﬂ]f’ R=1 arctgx = x—x—;+f;——f;+.., = éﬂ{_ 1y ;::;
k) m=x+x1+213+2x4+3x5+3x“+..,= h) _Hl_lrx_zmui(hrIIKZ)(ﬂx,r:
=%n§1[ﬂ+i2_”::|x'1ﬂ= ; - 1+—é*xz+§-x‘~r-ml'%xﬁ+,,.

< =321 =



7 g e _:? # ODPOWIEDZI Rozdzial 23

41 . 1 i T
sgnx=—[snn(;x)+§sin(3;x)+—1—sin(5£x)+,,,], 1 2 5 5‘“("3)
i 5 2 2322 a) gy =1, a,,=jms n—-x)dx=——, n=12..;
le {2 o 2 k19 mn
sin(nn) jﬂ cos Snx
2 x 2 2 =3 n o i
€) ap=1, a, = il'cas(nfx)dx= e f(x) =§+;|}:us(§x)— 3 + : =l
LT 0<sx=<2
0 dla 1 : = U
i doye pres sk I G 1 e
12 dlax=1p=5——]cos| x| b) b, = [sin(u—x)dx=—~-———-—, n=12..;
1 dla|x|>1 0 2 r R
T
1 T 1 T sin(il—x)
gt bt il e 2
3 cus(3 5 Jt)-l— 5 l:os(ﬁ 5 .x) ], x| = 2 f(x) = %[sin(%x)+sin[m;}+ o sonn A
3 f=1pay i (Snx)
— = 51N Sy
m1. E} ﬂnml, ﬂ'=“—2-n—2) bJT:U’ ":1'2‘“‘! + 52 +___:|’ﬁ{x€2
4
|x| = = ——5| cos{mx)+— cos (Inx)+—5 cos(5nx —..,], : :

2 = ¥ gl 2323. a) g, =3, a,= jms(uix)dx+j2cos(n£x)dx =

Ix <1 0 2 i 2
. b
e s A i 3 sm(ni)

1 4 1 n
xz=-3——n—z|:oos{rl:x]—?cﬂﬁ{hx}+%m(3nx}—...], 3 2 = ms(E%x) WS(S"'E“I)
Jx] < 1 J{x) = 5T ;[cos (T x)— 3 + - —]

0<sx<2
c}an=[},b,=i, T
nn 1+cos ng —2cos(nm)

1-x dlad<x<1 b) b,=¥ - S b
{ 0 dla x=0 }:. 5 % o

Sy diaisl = %0 f(x]=;[3$in(ix —sin(mx}+sin(33x)+
_ 2| sin(mx) sin(2nx) = sin(3nx) 3 T
i n[ i’ 2 * e Il < 1 +E5m(55x)—,,, D=x=2
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1—e(—1)

2324, a) a, =2(e—1), a, = —-21—+n—2-;[-z—-, n=12..:
¥ =e—1 —2[%ms(m]+%m{2nx}+
+1_1|_%ms(3nx}+m Ly 0xx =1
b) b, = 21:%@, n=1,2.;
=2 [%sin (mx)+ Tt;ﬂ? sin (2mx) +

I(1+e)
14912

sin{31rx}+...]¢ D=x<l

Niektore calki nieoznaczone

Stale calkowania opuszczono. Inne stale: a # 0, k£ 0,n = 2,3,

B T
aZ+x* a & a

[ dx = 1 e 4 1 e x
@R 2 a2 ey

L

e ¥ ool nfeed
@2 +x3* 22 g} aP+x*"r " -2 a* | (@ + 2

w

fodx 1 ek

Ja*—x* " 2a Ma—x

b o . T R 1 1n|a+.‘:lr:|

J(@=xF 2 a*-x*  42®  |a—x|

f dx Sl x +2n—3 1 dx
J@—x*r 22 *@—x""' 224 ) (@—x!

~
-\/-:Ix_ﬁ = In|x+ ./ xz-i-kl

4k dx =% X +k +i,:-ln|x+ﬁfx*+k|

Jedli y = Jax* +bx+c,a>0, A =b*—dac #0, to

Lo In]2/ay+2ax+b|

1 ¥ e

[ 2ax+b A [dx

d4a Ba | ¥

ydx =




2

[/a*—x? dx=%,m’—x2 +%arcsin§

|sin*xdx = %x—-;-—sinx COsX

jmszxdx ES %’-x+%sinxuosx

[sin*xdx = %m’x—ms:c

, b
[cos*xdx = smx-?smjx
o S {5
[sin*xdx = — x ——sinx cosx ——sin’x cosx

8 8 4

. 3 :
fcos xdx=—x+—smxmsx+zmnxms x

8 8
Catki |[sin"xdx, [cos"xdx — zob.s. 31.
"dx_llnl—cusx__ x
J sinx e TR 2
Pl 3 E i
1+sinx g 1—sinx x
E 1+tg— = 1—tg—
2 2
" dx 1. 14sinx T X
J cosx _Em 1—sinx e tg(?""?)
Foalm - e o
1+4cosx g}':’ 1—cosx 52

2—
= —%amtg(—“;{_iltg%), k* > 1
J' dx < 3

|J1—k2 tg2+(k+1}|
V1 |~,.-"1—k2tg——[k+1}|




