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Przedmowa

Niniejsza ksiazka jest zbiorem zadan z matematyki wyzsze). W jej zakres
wchodza: logika, rachunek sieci, przestrzenie metryczne, réwnania
liniowe, macierze i wyznaczniki, wektory i ich zastosowania w geometrii
analitycznej, ciagi i szeregi liczbowe, rachunek rozniczkowy jednej
i wielu zmiennych, funkcje uwiktane, ekstrema warunkowe, linie 1 po-
wierzchnie drugiego stopnia, elementy geometril rozniczkowej na
plaszczyznie 1 w przestrzeni.

Kazda grupe zadan poprzedzono podaniem definicji, twierdzen
i instrukcji umozliwiajacych Czytelnikowi rozwiazywanie zadan takze
w przypadku, gdy nie pamigta on pewnych szczegolow teorii wylozonej
w ksiazce. Zadania ulozono w kolejnosci: od tatwych — do trudniej-
szych. Na koncu ksiazki podano rozwigzania. Dla pewnych zadan s3 to
szczegblowe rozwiazania wzorcowe lub dokiadne wykresy, dla pozo-
stalych — wskazoéwki i odpowiedzi.

Ukdad tresci i podziat niniejszego zbioru na rozdzialy jest taki, jak
w ksigzce R. Leitnera Zarys matematyki wyzszej, czes¢ 1 (1977 lub 1981).
W tej ksigzce Czytelnik znajdzie potrzebne wiadomosci i do tej ksiazki
odnosza sie odsylacze w niniejszym zbiorze. Jednakowoz, dzigki infor-
macjom i instrukcjom podanym w tym zbiorze, mozna z niego korzystac
takze bez pomocy Zarysu.

Obecnie wydano czes¢ 11 i cze$¢ IH ksigzki R. Leitnera Zarys
matematvki wyzszej, wydanie zmienione, zawierajace rachunek catkowy,
rownania rozniczkowe, funkcje zespolone, przeksztalcenia Laplace’a
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1 Fouriera, rozszerzenie teorii macierzy oraz dwa rozdziaty: rachu-

'r'ne; prawdf)podobxe_nst“_fa I statystyk¢ matematyczna, ktore napisat
. act‘larskll. 'Odpowwdmkaml tych dwoch ksigzek beda opracowywane

obecnie czgéc I1 i czesé 1 Zadas z matematyki wy3szej,

Warszawa, kwiecienn 1990, ROMAN LEITNER

WOICTECH MATUSZEWSK]

Znzistaw RoJkk

Rozdzial 1

Logika

Zdanie

W logice zdaniem nazywamy wypowiedz oznajmujacg, ktora w ramach danej nauki jest
albo prawdziwa albo falszywa. Prawdziwosc i falszywosc sa to dwie wartosci logiczne
zdania. Prawdziwo$é oznaczamy cyfra 1. falszywosé — cyfra 0. W iej ksiazee ograniczamy
sie do zdan z zakresu matematyki.

1.1. Ustali¢, czy ponizsza wypowiedz jest zdaniem i jaka jest wartosé
logiczna tego zdania
a) Czy liczba n” jest wigksza od 10?
b) Nalezy zbadaé, czy liczba n? jest wigksza od 10.
¢) Zbadajmy czy liczba = jest wigksza od 10.
d) Liczba n? jest wigksza od 10.
e) Liczba n? jest mniejsza od 10.
f) Liczba naturalna n jest mniejsza od 10.
g) Pewna liczba naturalna jest mniejsza od 10.
h) Kazda liczba naturalna jest mniejsza od 10.

Rachunek zdan

Rachunek zdan jest to wyznaczanie wartoéci logicznej zdania ztoZonego, gdy sa znane
wartoici logiczne zdan sktadowych. Jesli sa dane zdania p, ¢, to za pomocy spdjnikow
logicznych (funktorow)

-13 -



nie i iub implikuje Jest rownowazne
oznaczanych symbolami

-~ A v == -
tworzymy zdania zlozone

~p  pAg pvg p=gq pe=q

ktore maja nastepujace nazwy: negacja {zdania p), koniunkcja (zdan p, g, alternatywa {(zdan
p. q), implikacja (o poprzedniku p i nastgpniku g) | rownowaznosd (zdan p, q). Sens negacji
Jest nastepujacy: jesli zdanie p ma wartosc logiczna 1, to zdanie ~ p ma wartosé logiczng G,
jesli zas zdanie p ma wartoéé logiczna 0, to zdanie ~ p ma wartosc logiczng 1, co wyrazamy
krétko, piszgc

~1 =0 ~0=1

Podobnie definiujemy sens pozostatych czterech zdar zlozonych

Ial=1 Ivl=1 I1=1=1 le] =]
1AQ0=0 1v0 =1 1=0=90 1=0=0
O0Al=10 Ovi=1 0=1=1 Q<s1=0
0A0=0 OvD=0 0=0=1 Q<0 =1

L2, Wyznaczy¢ wartoé¢ logiczna zdania
a)(n<3) b)(n>3)A(r<3) ¢) (n> IJvin< I
) (m>3)=(?>9) e (n>3)=(1*<9)
Dn<3)=(m><9) g (n<3)=(n?>9)
h) (m<3)e(n®>9) i) (n<Ihes(n?<9)

Kolejnoé¢ wykonywania dzialan logicznych
Dzialania okreslone za pomoca funktorow: ~ A, v, =, = wykonujemy w takiej
kolejnodci, w jakiej je tu wymieniono, Przykiad:
' [VIAD=1v0=1
Nawiasy spelniaja takg role, jak w arytmetyce. Przyktad:
IvDal=1A0=0

Formuly rachunku zdan

Jedli litera p oznacza dowolne zdanie z zakresu danej nauki (prawdziwe lub falszywe), to
méwimy, 7e p jest zmienng zdaniowq (przyjmujucy wartosci logiczne: 0lub 1). Ze zmicnnych
zdaniowych p, g, r, ... za pomocy funklorow tworzymy formuly rachunku zdan, ktdre
oznaczamy literami P, Q, R, ... Formuly te przyjmujg wartosci logiczne 0 lub 1, wiec moga
by¢ uwazanc za zmiennc zdaniowe i z nich z kolei mozna tworzy¢ bardzicj ztozone formuly.

—14 -

1.3. WyznaczyC wartoé¢ logiczna nastepujacych formut rachunku zdan
przy podstawieniu p = 1, ¢ = 0
a) ~pAq D~pv~g © ~p=q d) prlgv ~p)
e) ~(ps>q) f) ~ps>~q g pva=prg
h pvig=prg D pvig=pnra ) [pvig=plrg
K [pvp=plrg D ~prg=~(pVva)

Tautologie

Tautologia jest to formula rachusku zdan, ktora przyjmuje Iwartoéc logiczna | przy
dowolnym podstawieniu wartosci logicznych za zmienne zdaniowe.

1.4. Wykazaé, ze ponizsze formuty rachunku zdan sa tautologiami

a) Pv~P

b) ~(PA~P)

¢) ~(PrQ)es~Pv~0

d) ~(PvQ)s=~Pr~Q

e) PA(QvR)<PAQVvPAR

f) PV QAR)=(PvQ)A(PVR)
g) P=Q<Qv~PF

hy P>Q0=~0=~P

i) PeQeP=rQ@=P)
j) PAQ=ReP=(Q=K)

k) (PvQ)a ~P=Q

) (P=Q)r~Q0=~P

n) PAQ=>R<(P=>R)v(Q=R)
0) PvQ=R<«(P=Rn(Q=R)

Uwaga. Z tautologii 1.4 g) i) wynika, ze “kaida. forr‘qu-lal ra-
chunku zdan daje si¢ wyrazi¢ za pomocg negacy, koniunkgiji 1 alter-
natywy.

tertium non datur

Prawo niesprzecznosci
prawo de Morgana

prawo de Morgana
rozdzielno$é A wzgledem v
rozdzielnos¢ v wzgledem A
implikacja i alternatywa
kontrapozycja
rownowazno$ i implikacja

1.5. Wykaza¢, ze ponizsze formuly nie sa tautologiami

) (PAQ<R)<=>(R=P)V(R=0)
b) (PvQ<R)<«(P=RAr{Q=R)

- 15 -



Reguly wnioskowania

Niech A, B beda formutami rachunky zdan. Wnioskowanie 7 prawdziwosci A o praw-
dziwosci B zapisujemy w postaci schematy

A

B

Whnioskowanie to jest poprawne wiedy i tylko wtedy, gdy implikacja 4 = Bjest tautologia,

1.6. Wykaza¢, 7e wnioskowania przedstawione za pomoca ponizszych
schematow sa poprawne

P=0~0 | P=QQ=R _PvQ ~P
— = = p k=R S PvQ~P
V5 ) Pk © 0
§ P20 ~P=>0 S P=0P=~g
~P
PAR=Qrs ¥ PUR=0uS
h) ~T=RAr~R j)iﬁQjR_ALR
T P=>Q
. PA~Q¢ ~P
)—=— "

P=Q

Uwaga. Przecinek w schemacie wnioskowania oznacza koniunkcje
migdzy formuta poprzedzajaca przecinek i formutg nast¢pujgca po
przecinku.

Funkcja zdaniowa. Kwantyfikatory

Funkcja zdaniowa jest to wypowiedz, ktéra zawiera pewna zmienng i staje sig zda-
niem, gdy za te zmienna podstawimy dowolng wartosé nalezgeg do zakresu toj zmiennc;,
Wypowiedz x < 10 jest funkcja zdaniowy zmiennej x; wypowieds x < ¥ Jest funkcja
zdaniowy dwéch micnnych x, y. Zakladamy, 7ze zmienne «x, ¥ a. b w poniszych
przykladach i zadaniach s3 rzeczywiste, tzn. ze ich zakresem Jest zbior wszystkich liczh
rzeczywistych.
Kwantyfikator ogelny (duzy) dotyczyey miennej x
A
%

oznacza: ,dla kazdego x”.

-16 -

Kwantyfikator szczegolowy (maly) dotyczacy zmiennej x

vV

x

i . wdla pewnego ¥ albo ,istnigje x takie, zc™. ) o
Odaé:\jlirzfva;tyﬁﬁtoragpiszcmy przed funkcjg zdanio'-fva, wjmujac ja w paw:a‘sy, Jesli _}cst.
wyrazeniem ztozonym. Pod znakiem kwantyﬁkaiora_ piszemy znals zmicnaej, do kt:()rfz]
kwantyfikator si¢ odnosi i ewentualne ograniczenie zakresu tej zm_lenne.J. Fun. cja
zdaniowa zmiennej x pod dzialaniem kwantyfikatora dotyczgcego zmiennej x staje se

zdaniem.

1.7. Odczytac zdanie

a) /\\/§<a<x b AV /\(x<b=>%>a)'

x>0 a a >0 x>0
X+y
) Ax*+y*20 & A T>,/xy
x, ¥ ;}g
x#y

1.8. Zbadaé prawdziwosé zdan
) Vx—x=0 b) Ax?+1>0 ¢} Ay>xvy<x)
x x X, ¥

d) x/\yxy=1 e) }/yxy=1 f) /x\\y/xy:l
® AVx+y=0 B VAxty=0
i) /:\\i/y=x i) \;//x\yy=x

19. Zbada¢ prawdziwo¢ zdan
A VVix—3?=x2—p2 b) AV (x—pP = x2—y?
J \x//i("‘”z =x'=y* ) \;/itx—y)z = x1—y?
K /:\\:/(x—y)z xt=yr /S/j\(x—y)2 x2—y?

il

Zaprzeczenie kwantyfikatora

Jedli w pewnym wyrazeniu znak negacji stojacy bczpoére@nio przed kwantyﬁka_noren?,
Przestawimy z tym kwantylikatorem, zmieniajyc jednoczesnie kwantyfikator z duzego na
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maly, wzglednic z malego pa duzy, to otrzymamy wyrazenie rownowazne. Zastapie-
nie pewnego wyrazenia wyrazeniem réwnowainym nazywamy przeksztalceniem tego
wyrazenia.

1.10. Napisaé zaprzeczenie poniiszego wyrazenia, pe CZym prze-
ksztalci¢ to zaprzeczenie tak, aby w nim nie bylo znaku ne-
gacji. _

g) x>a by Ax>a o A\Vx>a

d) x<avx>b e AVV{x<avx>bh)
x a b

Hx<any<b g NAVVx<any<b)
x y a b

by x>b=x>a ) AVAx>b=x>a)

a b

1.11. Zbadaé prawdziwosc ponizszych zdan, w ktorych ¢ (@, x) oznacza
funkcje zdaniowa ax*+x~3 < 0

) AAe@n b AVe@x o VAeax)
& VVe@x & VAex) H AVelax)

Rachunek sieci elektrycznych

Konstrukcja faktyeznych sieci i ich dziatanie sa zagadnieniami techniki. Tu przed-
stawiamy najprostszy model sieci, oparty na dziataniu pradu statego i elekiromagnesdw.
Sie¢ skiada sie z zasilania, przewodnikow i funktorow.

Zasilanie ma dwic linie: gorgeq G, ktora doprowadza impuls oraz zimng Z, ktora jest
uziemientem (rys. 1}.

Przewodnik ma dwa konce: wejécie i wyjscie. Przewodniki oznaczamy literami;
ab e .., x

Impuls. Jeili wejscie przewodnika a polaczymy z linia G, to na przewodniku jest
impuls, co oznaczamy cyfra | i piszemy a = 1.

Brak impulsu. Jesli wejscie przewodnika b polyczymy z linig Z. to na przewodniku nie
ma impulsu, co oznaczamy cyfrg 0 i piszemy b = 0.

Zmienna. Jesl wejscie przewodnika ¢ jest gotowe do polyczenia z G lub Z, ale
polaczenie nie zostato jeszcze dokonane, to preewodnik ¢ uwazanty za zmienng, ktora
moze przyjaé¢ wartos¢ 0 lub I

- 18 -

Impuls &
e a=1
———————— ¢
b=0
Ziemia
zZ

Funktory. W technice s uzywane funktory roznego rodzaju. W naszym modelu
wprowadzamy 3 funktory: negator, multiplikator i sumator. Kazdy funktor ma whasne
polaczenia z lintami G i Z, jedno lub dwa wejicia  tytko jedno wyjicie.

Negator {symbol ~)ma jedno wejscie. Jesli na wejsciu jest impuls, to na wyjsciunie ma
impulsu, a jesli na wejsciu nie ma impulsu, to na wyjsciu jest impuls:

e s o
>

Dziatanie negatora jest analogiczne do negacji w rachunku zdan.

jMulripIiln:n‘o:r (symbol A ) 1 sumator {symbol v) majg po 2 wejicia, ich konstrukcje
pomijamy, a ich dzialania sa analogiczne do koniunkgji i alternatywy w rachunku zdas.
Daziatania wszystkich trzech funktoréw prredstawiamy za pomoca tabelek zerojedyn-

kowych:
et S

a & a b [ a b [4
f 4] ! f 1 i 1 f
a I ! o Q 1 a !
[} f a a t H
g 1] [} [ 0 [
Negalor Multiplikator Sumator

Umowa. W dalszym ciagu bedziemy opuszczaé na rysunkach linie G i Z oraz polaczenia
wlasne funktoréow z tymi liniami.

. Siec ma skonczenie wiele wejsC a, b, ¢, ... . sklada sig ze skoficzenie wiclu przewodnik ow
:(!;)nktorow orazma jedno wyjscie x. Stan wyjicia, zalezny od stanéw na wejiciach, opisuje
abelka z'cro_]edynkowa. Dwie sieci uwazamy za rownowazne, jesli ich tabelki zerojedyn-
kowe s3 identyczne,

- 19 -
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1.12, Napisac tabelki zerojedynkowe nast¢pujacych sieci:

"TO e T
» q s q
.c)a

Analogia miedzy rachunkiem zdan i rachunkiem sieci

Istnieje wzajemnie jednoznaozna odpowiedniosé miedzy nastepujacymi pojeciami rachun-
ku zdan:

—— zmienna zdaniowa, prawdziwos¢, falszywose,

— negacja, koniunkcja, alternatywa,

— formuta rachunku zdan,

a odpowiednimi pojgciami rachunku sieci:

— przewodnik, impuls, brak impulsu,

— negator, multiplikator, sumator,

— sied.

Kazdej formule rachunku zdash odpowiada pewna sie¢ i na odwrot. Dwom rownowainym
formutom odpowiadaja dwie sieci rtownowaine. Sieci rownowaine dzialaja jednakowo, ale
jedna z nich moze mie¢ prostszq budowe i t¢ mozna wybra¢ do realizacji,

1.13. Napisa¢ formuly rachunku zdan odpowiadajace sieciom przed-
stawionym na rysunku w zad. 1.12.

1.14. Narysowac sie¢ odpowiadajaca formule

a) anlbve)=x b) anbvecad=x
¢} (~avbialbve)=x d) av(~an ~bvianb)=x

1.15. Korzystajac z odpowiednich tautologii, sprowadzi¢ formule z zad.

1.14 d) do prostszej postaci i narysowa¢ sie¢ odpowiadajycy tej
prostsze) postaci.

-20 -

1.16. Narysowac sie¢ odpowiadajgca formule (a = b) = x.

1.17. Sprowadzi¢ do prostszej postaci nastgpujaca siec:
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Rozdzial 2

Liczby, zbiory, odwzorowania, symbole

Rodzaje liczb

Przyjmujemy nast¢pujqce cznaczenia:
A7 ={1,2,..} — 2bibr liczb naturalnych,
F={. -2—-10,+1 +2,..) — zbiér liczb catkowitych,

v i . . - . ﬂ .
2 — zbiodr liczb wymiernych, tj. liczb postaci —, gdzie n, me &, m # 0,
m

# — zbior liczb rzeczywistych,
6 — zbior liczb zespolonych.
Zgodnie z zasadg izomorfii, liczby naturalne identyfikujemy 2 liczbami calkowitymi

dodatnimi, liczby calkowite identyfikujemy z liczhami wymiernymi o mianowniku
réwnym 1 itd. Stad wynika relacja

NcFcIcRE

Nadto, w celu skrécenia zapisow, przyjmujemy oznaczenie:
A= {0,1,2,..} - zbidr liczb catkowitych nieujemnych.

Zasada indukcji zupelnej

2.1. Udowodni¢, ze dla kazdego ne.v" i kazdego xe#, x > —1, jest
prawdziwa nieréwnos¢ Bernoulliego

(1+x)"= 1+nx

-2 -

2.2

2.3,

24.

2.5,

2.6.

Udowodnié, ze dla kazdego ne A" jest prawdziwa roéwnosc

nn+1)(2n+1)
292,32 2 _
a) 1?+2°+3%+ .. +n 6
2 2
b) 13+23+33+...+n3:("—}1

1
¢ 1:2+2-3+3-44 . +n(n+1) =§n(n+l}(n+2)

1 n

1 1 1
L I e S Yo ey ooy e

Udowodnié¢ nastgpujace nierownosci
i 1 1 1
8) bttt =2 /ndlanes

b) 2° > n® dla ne A, n = 10
) 2»=n*dlanet, nz 16

Udowodnié, ze dla kazdego ne .4 zachodzi rownosc

1
a) 124524924+ . +(4n—3)* = 5n(16n2—12n—1)

1
b) 1-2242-3243:4+ . tn(n+1)? :1—2n(n+1)(n+2)(3n+5)

¢} 1-2:3+42-3-443-4-5+ . +n(n+1)(n+2) =
=%n(n+1)(n+2)(n+3)

Udowodnié, ze dla kazdego ne .4~

a) liczba 10" —1 jest podzielna przez 9,

b) liczba n” —-n jest podzielna przez 7,

c) liczba n*+ 3n% + 5n+3 jest podzielna przez 2,
d) liczba n® —n jest podzieina przez 6.

Udowodnié, ze dla kazdego ne.4” i kazdego xe#, x = 0, jest

prawdziwa nierdéwnos¢ Bernoulliego

n nn—-1 ,
(1+x)21+4nx+_2 X

-23 -
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2.7. Udowodnic, ze dla kazdego ne .4 i kaZzdego xe R, x # kn, gdzie
k jest dowolna liczba catkowita, zachodzi rownoséé

sin 2nx
a) cosx+cos3x+cosSx+ .. +cos(2n—1)x = —
2sinx
. , . . 1—cos2nx
b) sinx+sin3x+sinSx+ .. +sin(2n—1)x = — "
2sinx

2.8. Udowodnic, ze dla kazdego ne 4"
a) liczba 11"*2+122"*! jest podzielna przez 133,
b) liczba 22" — 6 jest podzielna przez 10, jesli n > 2,
¢) wielomian W(x) = nx""'—(n+1)x"+1 jest podzielny przez
trojmian x? —2x+ 1.

2.9. Udowodnic, ze dla kazdego ne .4 zachodzi nierdwnosé

n+1)n+2)..(n+n 4"
1:2:3-..-n= " b =
2) nz./n b 12 .°n n+1

Rozwinigcia dziesigtne liczb wymiernych

2.10. Nie wykonujac dzielenia, orzec, ktore z ponizszych ulamkow
711 6 57 79 59 121 1 i
+ 87 75 80 60’ 111 1280° 1300
maja rozwiniecia dziesi¢tne skonczone.

2.11. Zwing< (tzn. sprowadzic do postaci utamka zwyklego) nastepujace
utamki dziesietne okresowe
a) 0,(7)=0,7777.. b) 0,2(4) ¢) 3,(15) d) 1,1(23)
e) 0,237y 1) 0,01(34)

Systemy pozycyjne

System pozycyjny o podstawie p(pe Z,0 # |p| # 1) jest to przedstawienie dowolnej liczby
w postaci sumy poteg liczby p. Zapis (abc, d), oznacza liczbe ap +bp' +cp°+dp~ 1.

2.12. Jaka liczbg oznacza zapis

a) (1001}, b) (11001), ¢) (120); d) (5402), e) (7.3)g
f) (0.03), g) (100101)_, k) (11010)_, i) (122)_, j) (41)_,

— 24—
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2.13. Zapisac liczbg
a) 17 b) 55 ¢) 81 d) 1000 e —25 f) 01
w systemach pozycyjnych o podstawach: 9, 7, 5, 3,2, —2.

Liczby niewymierne

Pierwiastek arytmetyczny JE ¢ >0, se. .4, mozemy obliczy¢ metoda przedstawiona
w zadaniach 6.19 i 6.20. Liczbe m = 3,1415926..(stosunek dhugosci okrggu do jego
éirednicy) mozemy obliczy¢ ze zwigzk ow

1 1 -3 -3
/6 = arcsini, arcsinx = x+ 5x3/3+ ﬁx5/5+ mx’/?+ Ldla x| <1

Liczbe e = lim (1 +1/n)* = 2,7182818284... {podstawe logarytméw naturalnych) ob-
liczamy jako sumg szeregu

€= 1/0!+ 1/11 +1/20+ 1/31+ 14t + .

2.14. Udowodni¢ nierownosc

a) Y30 <n <. /10 b) Y20 <e < J20,1

Wyratenia niewymierne

Przeksziakcajac wyrazenia niewymierne, korzystamy z tozsamosci

a®—b* = (a—b){a+h) a®—b® = (a—b){a® +ab+b?)
a—b* = (@) a?+bY)  a’+ b =(a+b){a’—ab+b?)

Na przyklad
1 - 1 ﬁ'ﬁ'ﬁ - ﬁ'ﬁ'ﬁ - ﬁ'{‘ﬁ
NEENEIINEENFIVEE NI
Umowa. W zadaniach 2.16-2.23 litery x, y oznaczaja zmienne rze-
czywiste.

2.15. Sprowadzi¢ do prostszej postaci liczbe
1

a) (V2+./3+/2-/3) b)\/;_l—\/§+1

15 4 12
X (\/6+1 T o2 3o 6)(ﬁ+11)

—25_




P 57 (5ﬁ+f)(5f
Jiows ' Ji0-2 Jio 5-52

NN NN
\/\/5+ 2+\/\/— \/—ﬁ+ﬁ)

W= RED)

2.16. Obliczy¢ warto$¢ wyrazenia
a) x*+3x—14 dla x = (7+5./2)!7~(7+5,/2)" 1
b) (x+ )7 +(p+ 17" dla x=(2+/3)7", y=(2—/3)"

2.17. Sprowadzic¢ nastepujace wyrazenie do prostszej postaci, zaklada-
jac, ze x, y przyjmuja wartosci, dla ktorych dane wyrazenie jest

okreslone
IR I
x—/x?—4x  x+./x>—4x

f+1 -
x+\/_+1 f g

(5) (5

(552) (%)
d) (\/’:’Lﬁ_ x+y ) _(\/;—ﬂ_ Jrty )2
Vx+y  Sx+Sy Jrty  JSx—Uy

JE= R

3)(41’3 xll3 -1 1—2x -1
D ( 23 _2x~ x‘”’—-x‘”) _(3x—2)

-26 —
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2.18.

219,

X /JX—X

NGERCIL R0

Yx f+1
x+10/x+/20(Y/% +58/x)+25

W (x—25)(¥/x* —/125) 7 (VX + ¥25x +5)

) x+4x3y2+y“xy5+y2 -1 1

o A reop ) TR
1 1 2xli* 2

K1 L 518 + X4 _XUB 1 - w12 3174 4|

)

Sprowadzi¢ ponizsze wyrazenie do prostszej postaci i obliczy¢ jego
wartosc

N Jx—y dla x=12 y=06
Y Ty e
X

14
N X VEFY fla x=16 y=144
b) x+y+\/m+yx+\/m a x ¥y
c)( te/i-x | 1-ylix )2(1—x2) dla x =08
l—x+4+./1l—x I14+x—/1+x
(*VT e 1+f) 1+2f Y
N ok

dia x=9, y—004
Rozwigzaé réwnanie

a) /12—x=x b)x—/x+1=5 ¢ JVb—dx—x*=x+4
d) 3x—/18x+1+1=0 € 3x?+15x+2/x’+5x+1=2

4 1 3
— = — 3Ix—S5=3—/x-2
D x4+ J/x4x  x—/x*+x X ® \/X—
b x4+ /x 11 +/x—x 11 =4

-27—
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2.20.

2.21.

222,

h) [x*— 1 <x*4+x+1 i)

i) /x+1+/4x+13=/3x+12
) Vx-24/4—x=/6—x k) x*=2F2x—1-1
D Vx+3—-4/x—1+/x+8-6 /x 1 =1

m) /x> —5x+6 = Yox— 10— 2x?

Rozwigzac nieréwnosé

a) /I9x—-20<x b) /2x—1<x—-2 ¢) J/2x x*<5—x

§x< a2 g ¥ Loy g o2t

x+1

g) 3./x—/x+3>1 b) Sx—6—/10-x>1

i) 3 +5x+7—/3x2+5x 42> 1

Wartos¢ bezwzgledna (modul)

Rozwiazaé rownanie

2) [x+2/=6-2x b) 3Bx—2]4+x=11 ¢) |x[—|x—2] =2
&) 2x|—|x+1]=2 e x?+|x—1=1

f) x?+4x+2 = Sx+16

5
g) Ix*~6x+7| = 2x-3

b) x+1=|x>~1] =0 i) |x*~1+|x*—x| = x

D 201x+6/+Ix—6l—|x| =18 k) |lx+1]—2|=x—1

Rozwiazac nierownosé

a) |5-2x| <1 b) 2x—4| <x—1 ¢) x*=5[x|]+6<0
3 N

d) x+2—|x—1 < x=3 e) [x?—2x| < x

D x—6]>x>=5x+9 g Ix—2—|]x—1] = |x+1]-5

Sx-—-3
2x+7

<2

x+2) =<

2 .
o .J)

- 28 -
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2.23. Udowodni¢, ze ponizsze nierownoéci sa prawdziwe dla dowolnych
liczb rzeczywistych x, y
a) [x+y < x|+l b) [x—yl = ix|=Iy
) flxl=1yl} < Ixtyl < Ix1+

Zbiory

Zbior skoficzony A moremy okreslic, wymieniajac wszystkie jego elementy a,, .., a, i piszac
A={ag..a}

Zbiar nieskofczony A okreslamy za pomoca pewnego warunku W, piszac
A= {x: W(x)}

co odczytujemy: ,.A jest zbiorem tych x, ktore spetniaja warunek W™, rozumicjac przez to,
7e A jest zbiorem wszystkich x spetniajacych warunek Wi tylko tych x, ktore spehniaja
warunek W. Na przyklad réznice zbiorow A, B okreslamy wzerem

A\B = {x:(xe A) A (x ¢ BY}
a produkt zbiorow A, B okreslamy wzorem
AxB={{x.y);(xed)r(yveB)}

2.24. 7 ilu elementow sklada si¢ zbidr
a) {xeA:x> <5} b) {xeZix? <5} o {xe2:x?<5}
d) {xeR:x? <5} e) {xe2:x2=2} f) {xeH:x? =2}

2.25. Ktore z ponizszych zbioréow sa skonczone, a ktore — nieskon-
czone? (W zadaniach a), b), ¢) x jest miara fukowg kata).

a) {xe#:sinx =0} b) {xe2:sinx =10} ¢} {xe2:sinnx = 0}
1
d) {xeR:x’+ax—1=0} e) {xe@:l:ﬂ =2——;§x}

f) zbidr wspolnych podzielnikow liczb 171 1 8427
g) zbior wspolnych wielokrotnodci liczb 171 i 8427.

2.26. Dane sa zbiory: A — prostokatow, B — rombow, C — czworo-

katow, D — trapezéw, E — kwadratow, F — wielokatow,
G — rownoleglobokow. Wypisaé relacje zawierania migdzy tymi
zbiorami.

—29 -
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Uwaga: Do podzbioréw dowolnego zbioru A zaliczamy takie zbiér A oraz zbiér
pusty .

2.27. a) Wypisa¢ wszystkie podzbiory trojelementowego  zbiorn
T={ab,c}. lle podzbioréw ma zbior T?
b) lle podzbiorow ma czteroelementowy zbidr U = {a,b,c,d}?
¢) lle podzbioréw ma zbidr n-elementowy?

2.28. Dane sa zbiory: A = {a,b.c.d,e}, B={a,df}, C = {bd.f, g).
Wyznaczy¢ zbior
a) AUBUC b) AnBNC ¢) A\B d) B\ A
e) (ANBINC ) (B\NA)NC

2.29. Wykazad, ze dla dowolnych zbiorow A, B, C zachodza rownosci
a) An(BuC)=(A4n Byu(dn () (rozdzielnoic N wzgledem )
b} Au(BnC)=(AuB)n(4u C) (rozdzielnoié w wzgledem )
¢) (A\B)\C = A\(Bu ()
d) ANBNC)=(A\B)u(4nC)
e) (AUuBNC=(4\C)u(B\()

2.30. Poda¢ przyklad zbiorow A, B, dla ktorych
a) (AuB)\B# A b) (A\B)juB# A

2.31. Wykazaé, ze dla dowolnych zbioréw A4, B, C
a) jesli A=A B, to A cB,
b) jesliA=AUB, to Bc A,
¢) jesli A = (A L B)\ B, to zbiory 4, B sa roztaczne,
d) jesli A =(A\B)uB,to Bc 4,
e) jesi A ={AnB)u(AnC),to Ac (BuC(),
fjesi A=(AUB)N(AuC),to(BNnC)c A.

232. Danc s zbiory A = {a,b}, F ={f,g}, P = {p,r}. Wyznaczy¢
produkty: AxF, AXFxP, FxA A2=Ax A, A = Ax AxA.

2.33. Udowodnic, ze jesli zbiory X i Y sa niepuste, to z réwnosci
X xY=Yx X wynika rownoéé X = Y,

Zbiory liczb

Kres gorny, kres dolny, element najwigkszy i element najmniejszy zbioru Z sa oznaczane
symbolami

supZ,infZ, max Z, min Z

~30 -

2.34. Danesa przedziaty A = (1;2), B = (2;4),C=(3;5),D = (2; ).
Wyznaczy¢ zbior
a) AUB b) BUC ¢) AnB d) BnC ¢ CnD ) A\B
g) B\A h) BAC i) C\B }J) B\D k) P\B 1) C\ D,
m) D\C

2.35. Wyznaczy¢ min, inf, sup, max nastgpujacych zbiorow:

= 1
a) {30, n, J10} b) {x:x=;,nem}

1
<) {x:]xl =-,1;,neﬂ} d) {x:|x|= I—H,nem}

e) {x:x=2keZ} D {xx=(=2neA}
g) (ah),a<b h) {aby,a<b i} (ax)
j) a0y k) (—oosb) 1) (—o0ib)

2.36. Ktore ze zbiorow wystepujacych w poprzednim zadaniu sg
ograniczone?

2.37. Udowodni¢, ze suma skonczenie wielu zbioréw ogrgniczonych Je§t
zbiorem ograniczonym. Poda¢ przyklad wskazujacy na.to, z
suma nieskonczenie wielu zbioréw ograniczonych moze byc¢
zbiorem nicograniczonym.

2.38. Poda¢ interpretacje geometryczna na ptaszezyznie Oxy nastepuja-
cych produktéow:
2) (L2 x4y b (—LD)x(=1L1) ¢ O1)rx {2;3}
d) & x{l} e Ax{l} ) #xL0;00) g) AxA

Odwzorowanie (funkcja). Obraz i przeciwobraz

Jeili w pewnych rozwazaniach ograniczamy si¢ do elementow i podzbioréw pewnego
ustalonego zbioru, 1o zbidr ten nazywamy przest_rzemq. N ] ' .
Jedli sa dane: 17 przestrzen X i pewien jej niepusty podzbior D 2 p.m:strzen Y, 3
przepis f, ktéry kazdemu elementowi x zbioru D przyporzadkowuje pewien '(dok{ac.ime
jeden) element y przestrzeni Y, to mowimy, ze jest okreflone odwz‘orowame f Zl?lOl’l.l
D w przestrzen Y albo funkcja { odwzorowuigca zbibr D w przestrzen Y, co zapisujemy

fiD=Y ()

~131 -
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Zbior D nazywamy dziedzing funkcji, x — argumentem funkcji, y — wartedeiq funkeji
odpowiadajacy argumentowi x i piszemy

y=1{x)
Zbior wartosci lunkgji [ nazywamy przeciwdziedzing funkcji f.

Niech bedzie dane odwzorowanie (1) i niech A < D. Zbidr tych wartoéci funkci f,
ktore odpowiadajg argumentom x nalezacym do A, nazywamy obrazem zhioru A w od-
wzorowaniu f i oznaczamy symbolem f(A).

Nicch B = Y. Zbiér tych argumentow funkji f, ktérym odpowiadaja wartosci funkgji
S nalezace do B, nazywamy przeciwobrazem zhioru B w odwzorewaniu f i oznaczamy
symbolem £ ~1(B).

2.39. Dane jest odwzorowanie /' # — & okreslone wzorem f(x) = |x|.
Wyznaczyé obraz zbioru
a) (01> b <{—1L1> )& d) &
Wyznaczy¢ przeciwobraz zbioru
¢) <G> H<-L1) g 4y ) ZF

2.40. Dane jest odwzorowanie [ # — # okre$lone wzorem f(x) = x2.
Wyznaczy¢ obraz zbioru
) {—=1,0,1} b) <L3> o (-43)
Wyznaczy¢ przeciwobraz zbioru
d) 4 e 0)<9

241, Dane jest odwzorowanie f: # — # okreslone wzorem f(x) = sin x,

gdzie x jest miara tukowa kata. Wyznaczyé¢ obraz zbioru
a) (O;ny b) (On) ¢ # d) {xix =kn, keZ)}
Wyznaczy¢ przeciwobraz zbioru

e {0} D (-121/2) g (~x;1> b (1 0).

2.42. Dane jest odwzorowanie f: D — Y oraz podzbiory A, A, A,
dziedziny D i podzbiory B, B,, B, przestrzeni Y. Udowodni¢, ze

a) A<f"Y(f(A), Bof(f '(B)
b) f(4, v A;)=f(4,)Uf(4,)
f_l(B W B,} —f-l(Bl) v
c) f(A N Ay} c f(A)Nf(Ay),
S7HBynB,) =f"Y(B, )r\f"(Bz)
d) f(4, \A2) = fAP\ [(4y)
STUBN\By) =f"UB)\ [ (By)
Poda¢ przyktady wskazujace na to, ze w powyzszych tezach zaden
znak zawierania nie moze by¢ zastapiony znakiem rownosei.
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Funkcja jednej zmiennej

Jeéli w okresleniu funkgji (1) przyjmiemy X = Y= 9, to otrzymamy funkeje rzeczywista
zmiennej rzeczywiste]. Funkcje t¢ nazywamy krotko: funkcjy jednej zmiennej, Okreélenie
dzedziny funkcji jest czesScig skladows definicji tej funkeii i funkcje opisane tym samym
wzorem w dwoch roznych dziedzinach — to dwie réine funkcje. Jedli jednak funkcja jednej
zmienng; jest clementarna (Zarys. s 264) i nie ma zastrzezen co do jej dziedziny, to dziedzina
tej funkgji jest zbior liceb rzeczywistych. dla ktorych dziatania wystgpujsce we wzorze
okreslajacym te funkcje s3 wykonaine w zakresic .

2.43. Wyznaczy¢ dziedzing i przeciwdziedzine funkcji
a) y=1y/x b) y=1/x ¢ y=10°
d) y=lgx e y=Ilglgx f) y=1glglgx

Funkcja odwrotna

Jedlt funkeja f o dziedzinie D i zbiorze wartosci W jest réznowartosciowa (tzn. roznym
argumentom odpowiadajg rozne wartofei funkcji), to istnicje funkcja odwrotna p, ktéra
kaidemu y&W przyporzadkowuje ten clement xe D, ktéremu funkcia [ przyporzad-
kowala y

pUi=x=f( =y da yew @
Jeshi funkcja f nie jest roznowartoiciowa w dziedzinie D, ale zawgzenie funkgi f do
pewncgo podzbioru D) dziedwiny D jest funkcja réznowartodciows, to istnieje funkcja
¥ odwrotna do tego zawezenia

() =xe(fix)=y,xeD) da yeW, (3

2.44. Wykazad, ze funkcja elementarna dana ponizszym wzorem jest
roznowartosciowa i wyznaczy¢ funkcje odwrotng

1
2) y== b) y=5x+10 ¢ y= 10"

dy=x ¢ y=lglgx 0 y=x+2\/;+1

2,45, Funkgja clementarna dana PONiZsZym wzorem iie jest roznowar-
tosciowa, ale pewne jej zawezenie jest roZnowartosciowe. Znalezé
funkcje odwrotng do tego zawezenia.
a) y=x? b) y=1/x ¢) y=sinx
d) y=1gx e y=1{1+x%) € y=x>-4x+3

246. Funkcja v = (x*—!)? (naszkicuj wykres) nie jest réznowartos-
ciowa, ale pewne j¢j zawgzenia s3 réznowartoéciowe. Wyznaczyé
funkcje odwrotne do tych zawezen.
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Uwagi o symbolach ¢™*, f =%, f ~1(B)

Jedli ¢ jest liczba roima od 0, to symbol ¢” ! oznacza odwrotnodc liczby ¢, 1. ¢ 71 = Ve
W niektorych ksigzkach symbolem f ™' oznacza si¢ funkcje odwrotnq do f. Grozi to
kolizja oznaczen, gdyz znak f ' moze by¢ tez odezytany jake 1/ f. Dlatego w te) ksigZoe
nic wprowadzamy takiego oznaczenia funkcji odwrotne;.

Symbol f ~!(B) oznacza przeciwobraz zbioru B w odwzorowaniv f (przy czym
odwracalno$é funkcji f nie jest konieczna, zob. s. 32). Mozliwy jest inny sposob odezytania
tego symbolu. Jesti bowiem ktos uzna f ! za znak funkgji cdwrotnej do f, to odczyla
f ~'(B)jako obraz zbioru B w odwzorowaniu f ~ !, Jest to pojecie rozne od poprzedniego.
Jednakowo, jeéli funkcja odwrotna do f istnieje i zbior B zawiera si¢ w jej dziedzinie, to
symbol f ~'(B) w obu sposobach odczytania oznacza ten sam zbior.

Superpozycja funkcji

2.47. Dane sa funkcje f(x} = 2x— 1, g(x} = x?, h(x) = sinx. Utworzy¢
superpozycje
a) f(g) b) g(f) o fth)y &) h(f) e) gy ) hlg)
g) f(f) Wgle DA ) Slgk] Kk flhig] D Alfg)]

Symbole sumy i iloczynu

Sumg i iloczyn wyrazow @, d,, 1, ., 6 gdzie p., ¢ sa pewnymi liczbami calkowitymi, p < ¢q.
zapisujemy w nastepujacej postaci

q q
Y a=a,+a,.,+.. +a, [Ta,=a,a,., .8
k=p k=p

2.48. Napisa¢ za pomoca symbolu sumy lub iloczynu wyrazenie
a) 1I"+274+3"+4+ .. + 1OF
b) 12942 +32+4°+ .. +10°
c) 1-2+42-3+3-4+..+99-100
d) x*+x*+xd+x2+x+1
e) 5+6x+7x+8x3+9x* +10x°
D 5+6x+7x*+ .. +(n+5x" ne.A,
g) X"+x" ly+x" 4 L xy Y neA”
h) (x+ 1) (x+2){(x+3)..(x+n) ne A
i)1-2:3-..-99-100
135 ..-99 101
k) 1-11-102-1003- 10004
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2.49. Napisac za pomocg symbolu sumy wyrazenia wystgpujace w zada-
niach 2.2 a), b), c), d); 2.3 a); 2.4 a), b), ¢); 2.7 a), b).

Wartosci Srednie

wartosci srednie ciagu nliczb dodatnich ay, a,, ..., a, 53 okreslone nastepujacymi wzorami;

. 1
érednia arytmetyczna A=—(a,+ .. +a))
n

érednia geometryczna G=ya,..aqa,
& 1 4 n
érednia harmoniczna H= ]
1
—t ot —
a, a

srednia kwadratowa

2.50. Obliczy¢ z dokladnoscia do 0,1 srednie: arytmetyczng, geome-
tryczna, harmoniczng 1 kwadratowg liczb
a) 4,10, b) 16,20,18,20,27, 24

Silnia i podwdjna silnia

O=1n=12:3 _(n—Ilyndlane.¥
all — {1-3-5-...~{n-—2)n dla n naturalnych mieparzystych
2-4-6-..-(n—2)n dla n naturalnych parzystych

2.51. Obliczyé n! dla n = 0,1,2,..., 10.
2.52. Obliczy¢ 41, 5!, 8!', 111

!
2.53. Obliczyé % dlan>2

Symbol Newtona

Ay n _n(n—!)(n—Z)...(n—k+1) ) R
(0)’1' (k)“ 123 .k  ned ket
(n)= ! (n)=( n ATTALAN n+1\ ke,
Kl Kam=k \k n—kl" \k ki) \k+1)' k<n

—35-—
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2.54, Obliczy¢ dla k = 0,1,2,3,4,5 warto$ symbolu Newtona
4 5 -3 0.6
2 () o) o () o)

., {274y |, (274 , . )
2.55. Obliczyc 5 i 5 | a nastgpnie, korzystajac z wlasnosci

.. {274 274 (275
symbolu Newtona, obhczy(i ( 27 2), ( 27 1) oraz ( 3 )

Wzor dwemienny Newtona

n
fat+byr= 3% (k)a“""h‘, abe # ne. v,
0

k=

2.56. Rozwing¢ wedlug wzoru dwumiennege Newtona wyrazenie
a) (a+b)P® by la-b)® ¢ (1+x° @) (1—x°
9 (145 B (1+ /5 (1 -5

2.57. Napisac czwarty wyraz rozwinigcia wyrazenia (x° —2/x?)*°

2.58. Dla jakiego n wspolezynniki w siddmym 1 dwunastym wyrazie
rozwiniecia wyrazenia (1 +x)" sa jednakowe?

2.59. W rozwinigciu wyrazenia (2 + \3fx_)“’ znalez¢ wyraz proporcjonal-
ny do x*.

2.60. Dla jakiej wartosci n wspolezynniki drugiego, trzeciego i czwarte-
go wyrazu rozwinigeia wyrazenia (a+b)" tworzg ciag arytme-
tyczny?

2.61. Znalez¢ wyraz niezalezny od x w wyrazeniu

x+1 x—1 \i°
PHEERVY ] - y— i/l

Przyklady przestrzeni metrycznych

Przestrzen arytmetyczna dwuw ymiarowa jasi to zbior par liczb rzeczywistych (v, x;). Pary
te nazywamy punktami tej przestrzeni i oznaczamy: O = (0, 0), x = {x, x;), 7 = (p,, p-} I\p.
Jesli w tej przestrzeni wprowadzimy pewna metryk, (Zarys, s. 62), o otrzymamy pewny
przastrzen metryczng. Bedziemy rozwazad nasiept ce metrvki:

- 36 —

elp.g) = VP — 9. o — @)
Alp.q) = lp,—q\|+Ip—d.l

pi—ail gdy pr=4q;
o(p.q) =
Ipal + g, +p2— g2 gdy P2 # 42
¢(p.g). gdy 0,pq leza na proste
oipg) = elp,M+g(0q), gdy 0,p.qg nie lezy na prostej
0, gdy p=¢
Up.g) = {
1, gdy p#g4g

Metryki te maja pazwy: ¢ — euklidesowa, 4 — uliczna, o — rzecznd, ¢ - - kolejowa,
{— zerojedynkowa.

2.62. Dane sa punkty: p = (4,3),q = (4,6),r = (8, 6). Obliczy¢ odlegiosci
migdzy kazdymi dwoma z tych punktow wedlug kazdej z po-
wyzszych pigeiu metryk.

Srednica zbioru i odstep dwoch zbiorow w przestrzeni metrycznej

$rednica zbioru A (symbol: dia A) jest okreslona wzorem
diad =sup{g(x,yixed A ye A}
Odstep zbiorow A, B(symbol: dist (4, B)} jest okresiony wzorem
dist(A, B) = inf{p{x,y:xe A A ye B}

2.63. W dwuwymiarowej przestrzeni arytmetycznej z metryka euklide-
sowa dane sa zbiory: trojkat T o wierzchotkach: (0,0), (0,2}, (1, 1)
i zbior U punktow (p,.p,), gdzie p, = 1/n, ne A", p, = 0. Wy-
znaczyc: dia T, dia U, dist(T, U).

Kula w przestrzeni metrycznej

Kula otwarta K o §rodku pi promieniur,r > 0, jest to zbiér punktow x, ktorych odleglosci
(wedhug danej metryki) od purktu p sa mniejsze od 7.

2.64. Interpretujac przestrzen arytmetyczng dwuwymiarowa geomet-
rycznie na plaszczyZnie z ukiadem wspotrzednych prostokatnych
kartezjanskich, narysowa¢ kul¢ o srodku (1, 3) i promieniu 2 wy-
Znaczong wedlug metryki
a) euklidesowej b) ulicznej ) rzecznej d) kolejowej

~37 -
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Zbiory rownoliczne

Dwa zbiory sa réwnoliczne, gdy istnieje wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie jednego
z tych zbioréw na drugi. Réwnolicznosé dwach zbiordw skorczonych oznacza, 7c liczba
elementow jednego zbioru jest réwna liczbie elementow drugicgo zbioru,

2.65.

2.66.

2.67.

Wykazaé, 7e zbiory: {ne 40 < n® <20}, {ne.4:100 <n® <
< 200} sg rownoliczne.

Wykaza¢, Ze kazdy z nastgpujacych zbiorow:

a) zbior liczb nieparzystych dodatnich,

b) zbior liczb catkowitych,

¢) zbidr liczb wymiernych nalezacych do przedziatu (0; 1), jest
rownoliczny ze zbiorem A",

Wykazac, ze kazdy z przedzialow:
a) (0;2) b) (&b), a<b ¢)(—o0; )
jest rownoliczny z przedzialem (0; 1).

Rozdzial 3

Rownania liniowe, macierze, wyznaczniki

Funkcja liniowa

Funkeja liniowa zmienncj x wyraza sie wzorem ) = ax+bia, b — stale). Wykresem tej
funkcji jest linia prosta.

Umowa. W tym rozdziale przez wykres rozumiemy wykres w ukladzie prostokatnym
kartezjanskim.

3L

32

33

Narysowaé w jednym ukladzie wykresy funkcji danych wzorem
a) y=ax+2 dla a=0,1,-12,-2

b) y:%x-l—b dla b=011a71!2’—2

Napisa¢ wzor okreslajacy funkcje liniowa, ktora

a) dla x = 5 ma wartoéé¢ y = 01 dla x = 0 ma wartos¢ y= 10,

b) dla x = a # 0 ma warto$¢ y = 0 i dla x = O ma wartos¢ y = b,
¢) dla argumentdéw x,,x,, X, # X,, przyjmuje wartosci yy, y,.

Funkcja przedziatami liniowa

W ukladzie Oxy dane sa punkty 4 =(—350), B=(-3.2),
C=(-13), D=(1,3), E=(3,2), F=(50). Narysowac lamana
ABCDEF i napisa¢ wzory okreslajace funkcje, ktorej wykresem jest
ta lamana.

~ 39—
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3.4. Narysowac wykres funkcji okreslonej wzorem (a,b — stale, a < b
1
a) y=|x—a| b)y= 5 (lx—al+]x—bl)

1 1
€) y=s(x—a—|x-b) d)y= illx—al—lx—bll
3.5. Rozwiazaé nierownosc
a) [x—3|<2 b} x=2/<|x+1 ¢ |[x—1-2>2
3.6. Rozwiazac wzgledem x w zaleznosci od parametru p rdwnanie
a) px+3=2x—p b) px+9=p>+3x
3.7. Rozwigza¢ wzgledem x w zaleznosci od parametru p nastepujace
rownanie, napisane w postaci proporcji (Zarys, s. 101)
2p+1 —1 2x+1 >
a)Jc-*-p+ _x b) J;:-é-: X
p—1 2 p+2 p+1

Uklady rownan liniowych

Ukiad m réwnan liniowych o n niewiadomych x,,..,x, zapisujemy w postaci

.............................................. {1}

Aoy Xy F o i, X, = b,

Rozwiqzaniem ukladu (1) nazywamy kazdy ciag n liczb (c,, ..., ¢,), ktéry spetnia wszystkie
réwnania ukladu (1). Uktad (1) nazywamy: ozraczonym — gdy ma dokiadnie jedno
rozwigzanie, sprzecznym — gdy nic ma rozwiazan, nieoznaczonym — gdy ma nieskon-
czenie wiele rozwiazan. Z ukladem (1) sa zwiazane macierze

Byy By b, 4yl by
A= | i , B= | |, M=[A|Bl= | . 12)
alll] = a" bﬂ aml e am bM
ktore nazywamy: A — macierzq wspdlczynnikéw, B — macierzq (kolumng) wyrazéw

wolnych, M — macierzq ukladu (macierzq rozszerzong).

3.8. Dany jest uktad réwnan liniowych. Napisa¢ macierz tego ukladu

a) x;+x,+x,=0 b) x,+x,=0
Xy+xy4+x,=1 X,—x3 =1
Xy+X,+x;=2

— 40 -

3.9, Sprowadzi¢ ponizsza macierz do postaci normalnej (Zarys, s. 77)
a) [1112 b) [1211 ¢ [12343
2111 2112 23455
1121 1123 34567
1211 3411 45679

3.10. Stosujac metod¢ eliminacji Gaussa (Zarys, s. 80), rozwigza¢
nastepujacy uklad réwnan liniowych

b) x—-2y+ z=3
2x—4y+2: =95
3x—6y+3z=9

a) x+2y+3z=56
2x+3y— z=4
Ix+ y—4z=0

d) 2x+3y—5z+ u— v=0
x+2y+3z42u+20=3
dx+7y+ z+5u+3v=1
5x+9y+4z+Tu+50=8

¢) 3x+2y—3z+4u =1
2x+3y—2z4+3u=2
dx+2y—3z+2u=13

f) x+2y+3z= 3
xx— y+ z= 1
x—2y—2z=—1
x+ y+ z= 1
3x— y+2z2= 1

e) 2x+3y— z+ u= -3
3Ix— y+2z+4u= 8
X+ y+3z-2u= 6
—x+2y+3z45u= 3

g x+ 2y—3z+ u— Sv+ 2w=1
4x—13y+9z—5u+ 19— 10w =3
2x— 3y+ z— u+ Iv— 2Zw=2

ii

h) x+2y+3:z
2x— y+ z= -1 2x
x—2y—2z= -1
x+ y+ z= 2
Ix— y+2z=—1

2 i) x+ y+22= 0

+3z= 1
2y+ z= -1
x— y+ z= 1
2x+4y+5z = —1

Wyznaczniki

Wyznaczniki stopni 2, 3 i 4 obliczamy wedlug wzorow
ab g h

qr

Ih
pr

=g —b

=ag—bhf,

fg’
+c
P 4

abe
fah
rqr

fa
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Podobnie obliczamy wyznaczniki wyzszych stopni. Przy obliczaniu wyznacznikow mozna

korzystac¢ z wlasnodci wyznacznikow (Zarys, s. 89).
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3.15. Obliczy¢ nastgpujace pary wyznacznikow trojkatnych
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3.17.

3.18.

319.

d) 0 -p —-u —x =z
P 0 —gq —v —y
u q 0 —»r —w
X v r 0 —s
z ¥ W 5 0

Obliczy¢ nastgpujace wyznaczniki Van der Monde'a

X;=¥ Xy—Y: XN Xy =¥
X;—¥, X3=Y¥z Xy Vs X3 Va
) | Xa—¥1 X3~z ¥37)s3 X37¥a
xn—yl xn_}lZ xn—yJ xn_yn

Wzory Cramera

a) |1 1 b |1 1 1 ¢ |1 1 1 1
Xy X ¥y F4 ) ; z )
X2y 22 ;2 ;z 22 :z
YT S B
d |1 1 1 1
2y Z2 Z3 Zy
z? 23 z3 z2
zr{-l Zg__l zg—l z:*l
Obliczy¢ nastepujace wyznaczniki stopnia n, n > 2
a) {1 2 0 .. 00 by |1 2 2 22
112 .. 00 2.2 2 2 2
1 1 00 223 2 2
o 1 ..... 2 2 ..... 2 ..... 2 ..... . _| ........
1 11 1 1 2 2 2 " 2 121
c) I 2 3 .n—1n d) i 1. 11
-1 0 3 .n—-1n -1 0 1. 11
-1 -2 0..n-1n -1 -1 0. 11
SR 0,, _1_1—1 ......... e
-1 -2 -3 .1-n0 o
Obliczy¢ nastgpujace wyznaczniki stopmia n, n = 3
a) |a; by x5 Xi4 . Xy, b) ix y O .. 00
by, a; X553 X34 . Xi G xy .00
0 0 ay x5, . X3, 00 x .00
0 0 0 a4 e x4n AR LR N T L Y R P ey
0 0o 0 0 . g, y ¢ 0 8 i
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Aby rozwiazaé uktad rownan linio wych

ayy X + .. +ﬂ|"X,| = bl

a, X+ .. ta,x, = b,

tworzymy wyznaczniki

i a“---aln ‘
D= 1 e Dy =

un'l ann

by...d,,

b

o |

(3

(4)

Jeili D 0, to ukiad (3} jest oznaczony i ma rozwijzanie danc wzorami Cramera:

%, =0,/D,...x,=D/D.

Jeili D = 01 co najmniej jeden z wyznacznikow Dy, .. D, jest rozoy od 0, to uktad (3)

jest sprzeczny.

Tesli D=0 i D, =..=D,=0, to uklad (3} jest pieoznaczony lub sprzeczny
{rozstrzygniecie wymaga dodatkowych badan).

3.20. Rozwigza¢ uklad rownan
a) Ix— y= 1
x+3y=18

¢) x+2y+3z=6

2x+ y+ z=4

b) —x+ 4y = 0
Ix-12y = —=11

d) 2x—3y+5z=—13

x+2y—3z= 10

Ix+ y—4z=0 Sx— y+2z= - 1

e) Ix— y+2z= ) x+y+2z=75
X+2y— z= 2x+y+ z=6
x—Sy+d:z =1 x — z=1

g Bx+6y+5z+2u=21 h) S5x ~y+z—2u= 3
Tx+5y+5z+2u=13 Tx —u= 3
Tx+Ty+4z+2u=23 4x —2u= 3
Tx+4y45z+2u =18 Sx+y—z+2u=—1
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) x—2y+3z—4u+2 =

=2 ) x+Ty-5z—5u+50=0
2x+ y+ z=3u— v= 7
5
1
1

3x— y—2z4+ u— v=0
X+ y+ z+ ut v=2
X—=2y+ z4+ u— v=0
2X+ y— z— u+ v=0

X + z—=2u—2v =
2x4+3y— z+ u+dy =
Sx+3y+2z—5u+3v =

3.21. Rozwigza w zaleznosci od parametru a uklad réwnan

a) ax+ y =1 b)ax— y+2az=1
x+a'y=1 2x+ay+ z=0
x+ay+ 22=13

) ax+ y— z=0 d)ax+ y+ z=1

x+ay+ z=1 X+ay+ z=a
ax— y+az =0 x+ y+az=a?

e) ax+ y—az+ u=1 f) xsina—ycosa—z= 0
xtay+ z— u=2 xcosa—ysing—z = |
x+ay—az—2u=20 X +y +z=~—1

ax+ y— z4au=1

3.22, Rozwigza¢ w zaleznodci od parametrow a, b uktad réwnan
a) axt+by=1 b) a’x+ y=0 ¢} ax+ by+ z=1
bx+tay=1 ax+by =1 X+aby+ z=h

x+ by+az =1

3.23. Rozwigzad ukiad n réwnan liniowych o n niewiadomych x,, ..., x
ktorego macierz jest dana ponizej T

a) [1222.2(17 B[ 1 2 3
2222021 10 3 &t
2232 .21 -1 =2 0 4 a1
2224 . 2|1 ~1 -2 -3 0. a1

()
)
()
o]
=
i
_
I
I\
I
L@ ]
|
e
o
<o

Rzyd macierzy

_Rzgd .maf:ifrzy Jest 1.'6wuy r, jgs’li w macierzy istnieje niezerowy minor stopnia r, ale nie
lstmfeje niezerowy minor stopnia wyiszego niz r. Rzad macierzy zerowej jest rowny 0 Rzad
macierzy A oznaczamy symbolem rz A. .
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324. Wyznaczy¢ rzad macierzy

SHRER RN

e 217 D217 ® (-1 1] h)[4-8-41218
31 42 2 -2 3-6-3 912
141 53 -3 3

pr21o] pr 2 1 -1 347 k[ t-12
012 1 -1 1 ~11 3-15
102 1 0 0 25 1 —12

-2 23

n [ 1 -1 2 1 m [2 12 -2 -38

1 -2 -1 2 3 -15 -3 —16
3 -1 5 3 1 -23 -1 22
-2 2 3 -4

[0 410 1 o[ 2 2 2 1 1
4 818 7 “1 -1 -3 0 2
10 18 40 17 301 2 -2 —1
1 717 3 4 —2 -2 -6 O

t 2 1 t 1

p ol 1 -2 3 -1 -1 -2

2 -1 1 0 -2 =2
1 -1 1 =1 2 1
6 0 -1 2 -7 =5
-2 -5 8§ —4 3 -1

Warunek Kroneckera — Capellego

Uklad cownan liniowyceh (1) (s. 40) jest rozwigzalny (oznaczony lub nieoznaczony) wtedy
itylko wtedy, gdy macierz A wspotczynnikow i macierz M ukladu majg ten sam rzad. Jesli
rz A= rz M = r, to rozwiazanie ogélne tego ukladu zalezy od n—r parametrow.

3.25. Zbada¢, czy ponizszy uklad rownan jest rozwiazalny, a jesli jest
rozwiazalny, to sprawdzié, czy jest oznaczony, €zy nieoznaczony
i od ilu parametrow zalezy rozwiazanie.
a) x+3y= 5 b) x-2y+5z=90
Ix—y= 4 2x— y+ z=1
x—Ty=—1

—47 -
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¢} x— y+2r=-3
~x+2y— 2= 5
2x+ y— z= 8

€) X+2y— z— u=

2y— z—3u-=

g) dx+tiy+162—13u=0
3x+ 4y+ Tz— S5u=0
Tx— 2y+ 324+ u=0
2x— 3v— 2z+ 3u=0

i) Sx+4y—-2z243u =2
Ix+2y—6z+9u =4
4x+3y—4z+6u =3

3.26. Dla jakich wartosci parametru a ponizszy uklad rownan jest -

rozwigzalny?

a) x+2y— z+ du=2
x+Ty—4z+1lu=a
2x- y+ 4+ u=1

c) x\—2y+z =u d)
x+ v +u=0
x+4p—z+2u=90

d) x+2y— 3z4 u= -2

ate]

4x48y—12z+4u =

] f) ~3x+ y+ z= —1
—x+3y + u= -3 1

2 x+ y+ z= 3
—2x+2y+2z45u= —6 1

—2x+2y+ z=

—3Ix+ y+2z=
h) —8x+2y+5z= 8§
—Tx+ y+8z2=12
—5x+42y+43z= 17
—9x+4y+3z= 9

J) Bx+2y+9z+2u-3v=2
Ix+ y+3z+ u-2v=1
Sx+3y+3z4+3u-2u=1
4x+2y+3z4+2u— v=2

b) ax+ y+2z+ u=4
x—2y+3z— u=3
x+3y— z42u=2

X+ y+z =1

x+ay+z—u=0

X +z4+u=0

Uklady jednorodne

Uklad jednorodny n réwnan liniowych o n niewiadomych

3.27. Rozwiazaé ponizszy uklad réwnan liniowych

a) X‘*z_}’+3‘:=
dx+7y+ z=0
Ix+6y+72=0

¢) x+ 3y—dz+ u=20
X— y— z42u=0
2x+11y-8z =0
y+3z— u=20

b) 2x+ y—-3z=0
~x+2y+ z=0

x+8y—3z=0

d) x—y+z+2u=0
x+y+z+ u=0
2x—y —u=0
X +z42u=0

— 48 -

e) x—2y+z~ u=0 ) bx—y =40
x+3y+z+14u=20 y+3:z =0
x+ y+z+ 8u=0 2z—u=0
x— y+z+ 2u=0 b +u=0

Ukiad jednorodny n—1 réwnan liniowych o n niewiadomych

3.28. Rozwigzaé ponizszy uklad rownan liniowych 1 przedstawic roz-
wigzanie W postaci proporcji
a) 2x+ y—3z=0 b) 5x—-2y+3z=0
3x—2y+ z=0 x+4y—-6z=1(Q
¢) 2x+ y—3z+ u=0 d) x+ y—2z2—- u=0
x— y+2z =0 —x+3y+22+2u=0
2y- z—5u=0 2x+5v—-4z+3u=20
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4.1.

4.2,

4.3.

44,

4.5.

4.6.

Rozdzial 4

Wektory w przestrzeni geometrycznej

Wektory w przestrzeni bez ukladu wspélrzednych

Dwa wektory a, b maja wspolny poczatek, ten sam modul hi tworzg
kgt ¢. Narysowac te wektory oraz ich sume i roznice. Obliczyé
modul sumy i modut réznicy tych wektorow.,

Dany jest rownoleglobok o bokach 4B, BC, CD i DA. Wyrazié
wektory 4B i AD przez wektory AC i BD.

W trapezie OABC jest 04 =3CB Wyrazié: a) wektor 04 przez
wektory 0Bi OC, b) wektor OB przez wektory 04ioc

W szeSciokacie foremnym ABCDEF srodek oznaczono §. Za
r - .

pomoca wektordw p = AB, ¢ = AF wyrazi¢ wektory AK B_Cz, A_(,‘,

ADi AE.

Jaki warunek spelniaja wektory u, v, jesli ich suma s = u+4v

1 roznica r = u—p spelniajg warunek

a)s|r byslr ¢ys=r dysirorazs=r

Postugujac st¢ dodawaniem 1 odejmowaniem wektorow oraz

mnozeniem wektora przez liczbe, udowodnic, ze

a) odcinek laczacy srodki dwoch bokow trojkata jest rownolegly
do trzeciego boku trojkata i rowny jego polowie,

- 50—

4.7.

438.

49,

4.10.

4.11.

412,

b) érodkowa trapezu jest rownolegla do podstaw trapezu i ma
dlugos¢ rowna éredniej arytmetycznej dtugosci tych podstaw,

¢) srodki bokow czworokata sa wierzchotkami rownolegloboku,

d) jesli punkt P jest Srodkiem cigzkosci trojkata ABC (1.
punktem przecigcia si¢ Srodkowych tego trojkata), to
PA+PB+PC=0.

Dany jest prostopadtoscian o podstawie ABCD i krawedziach
bocznych AP, BQ, CR i DS. Zbada¢, czy nastepujace dwa wektory
sa kolinearne (Zarys, s. 110). _
a) AD, BC b) AD, AP, ¢) AB, QR d) AQ, DR € BQ, DS
f) A4, BS
Zbadac czy naste¢pujace trzy wektory sa komplanarne (Zarys,
s. 110)

g) AB, QP, PB h) BC, 48, DP i) AR, AQ, 43
— 5 —
i) PS. AQ, AR k) DC, DS, DA 1) A4, AQ, BS
Dany jest rownolegloscian o podstawie ABCD i krawedziach
bocznych AP, BQ, CR i DS. Wyrazi¢
— — - —
a) wektor AR przez wektory AB, AD 1 AP,
— — —3
b) wektor AR przez wektory AC, AQ 1 A_S',
— —, —
¢) wektor AC przez wektory AS, SR i RQ.
W czworoscianie OABC srodkami krawedzi 04 1 BC s3 punkty
— —
F i G. Wyrazi¢ wektor FG przez wektory OA, OB i oc.
Wektory u, v o modulach u =1, v =2 tworzq kat ¢ = 60°.
Obliczy¢ |u—v| oraz |u+v|.
Wektory w, v o modutach u, v tworza kat ¢. Obliczy¢ a4+ ¢| oraz
|au + bv|, uwazajac liczby u, v, a, b, p za wiadome.
Wektory u, v, w maja moduly: u=4, v =2, w = 6 i kazde dwa
z tych wektorow tworza kat rowny 60°. Obliczy¢ |u+v+w|.

Wspélrzedna wektora

Wspélrzedna na osi x wektora r, oznaczana symbolami: wsp_ o lub ¢, jest to miara na osi
X rzutu wektora r na of x. Jesliv = 0, to v, = 0. Zaloézmy, ze v jest wektorem niezerowym
0 module ©.
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Jesh rzut wektora v na o8 x jest prostokgtny (rys. a) to wspotrzedna t, Nazywa sig
prostokaing i wyraza sie wzorem

U, = UCOS 0

gdzie ¢ jest kaiem nieskierowanym miedzy osia x a wektorem v. Jeli rzut wektora v na of

x jest ukodnokatany (rys. b). to wspotrzedna ¢, nazywa sie ukosnokytng i wyraza sie wzorem

r, =v{cosg—singctgd) 2)

gdzie ¢ 10 sq katami skicrowanymi od osi x do wekiora v i od osi x do kierunku rzutu,

Wzor (1) jest prawdziwy dla rzutu w przestrzeni | ga plaszezyvinie. wzor (2) tyiko na

plaszcryinie skierowanej. Dla wspotrzednej wektera, zardwno prostokatng jak i ukos-

nokatne), zachodzi rownosc
{au+be), = au, + by, (3)

gdzie g, b s3 dowolnymi hiczbami, v, ¥ — dowolnymi wekiorami.

4.13. W prostopadloscianie o podstawie ABCD i krawgdziach bocznych
AP, BQ, CRiDS mamy AB = 5, BC = 2, BQ = 3. Korzystajac ze
wzoréw (1) oraz (3), obliczy¢ wspolrzedne prostokatne na osi 4R

wektorow
a) A0 b) R o) CB d) 45 ¢ SD 1) 40—0R
g) 2A0+3CE h) 44S—25D

Rozklad wektora

Rozkindem wektora r wzgledem bazy (u,,...u,) nazywamy przedstawienie wektora
v W postaci kombinacji liniowej wektoréw tworzgcych baze

0 dy Myt ta, R, #

4.14. W trojkacie ABC srodek boku BC oznaczono D. Wyznaczyc
rozklad

-8

— —3
a) wektora A3 wzgledem bazy (A;B; AQ),
b) wektora AB wzgledem bazy (4D, A_C')‘

4.15. W prostopadioscianie z zad. 4.13 wyznaczy¢ rozklad wektora
AB wzgledem bazy:

a) (AP, AQ) b) (4B, A3, AR) ¢) (AC, AR, 4Q) ) (c.q. 1)
gdzie ¢ = A?/AC, r= A‘I-Z’,/AR. q = A_Q'/’AQ sa wersorami wek-
toréw AC, AR i AQ.

4.16. Dane sa punkty O, A, B nie lezace na jednej pgstej. Wykazac, ?e
jesli punkt P lezy nzu)rosfl AB, to wektor OP jest komtfmaqq
liniowa wektordw OA i OB, a suma wspolczynnikdow tej kom-
binacji jest rowna i.

Mnoienie wektorow

Hoczyn skalarny wektoréw u, v oznaczamy symbolem up. Jest to liczba, ktora w przypadku
u =0 lub p = 0 jest zerem, a w przypadku u # 0 i v # 0 jest dana wzorem

up = uvcosiu, v} (5)

gdzie {u, ¢} jest katem {nieskierowanym) migdzy wektorami u i v. Whasnosci

2
o= o, 48 = w> = U

Jesli w # 0, to uv = ur,, gdzie v, jest miara rzulu prostokatnego wektora v na 0§
wektora . '

Hoczyn wektorowy wektorow u, v oznaczamy symbolem w x v. Jest to wek~t0r, ktf)ry
w przypadku i = Otub v = 0 lub u |j v jest zerowy, a w przypadku u # O, e#0iatojest
prostopadly do u i do », ma modut

lw % v} = uvsin {u, ] ]
oraz zwrot taki, aby trojka wektordw (i, v. u x v} miaka orientaci¢ dodatnia (Zarys, s. 123}
Wlasnosci
uxp= —coxu uxu=0

Jesli wx v # 0, to ju x t| = pole réwnolegioboku zbudowanego na wektorach u, t.

lioczynem mieszanym wektorow w. v, w nazywamy iloczyn ¥ (v x w) oraz iloczyn
(M x 1} w. Sg one rdwne i kawly 2 nich oznaczamy symbolem [u, o; w]. Jesli {u, ». w] # 0, to
I[u, v, w} = objetosc réwnolegloicianu zbudowanego na wektorach u, v, w. N

Hoczyny wektorawe podwojne: w x (b x w)i (1 x 9} X w 53 to dwa weklory, na ogol roine.
Zachodzg réwnosel

ux{rxw) = p{uwj—w(ug) (#xp}xw:= viuw)—ulow) (N
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Prostopadtosé, rownoleglosé i komplanarnos$é wektorow

Prostupadfoéc i réwnoleglosc dwoch wektorow sa zwigzane z iloczynem skalarnym
i iloczynem wektorowym tych wektorow

ulvlubu=0 lub r=0< wr=0 8)

#llelubu=0 lub =0 < uxo=0 (9)

Przyjmujac umowe, 7¢ wektor zerowy jest prostopadly i rownolegly do dowolnego
wektora, zapisujemy (8) 1 (9) w postaci

ulre=ur=1_0 v uxe=10 (1%

Komplanarnodc trzech wekloréw jest zwigzana z iloczynem mieszanym tych wek-
torow

u,v,w sa komplanarne = [u,5,w] =0 (11)

4.17. Obliczy¢ iloczyn skalarny uv, wiedzac, ze
) u=2,v=3{uv}=60° u=1rv=>5 {uo}=90"
Qu=2v=5{ue}=0 dhu=20v=>5 {u0 =180°
e u=2v=>5 {uvl =120°

4.18. Obliczy¢ kat {u, v}, wiedzac, ze
a) u:ﬂ,v=5, uww=5 bDu=2v=4 ur=—-4

u=2v=3 ur=6 Qu=2,v=3 uv=—6
eu=2v=3 uw=0

4.19. Majac dane dwa wzajemnie prostopadle wersory p, ¢, utworzono
wektory: u = 5p—¢, » = p+4q, w = 3q. Obliczyé
a)u> b)) o’ ) w dyur e ow f)uw g) u(v+w
h) 2u—ov){v+w)

4.20. Wektory u, v maja moduly u = \/5 v=2 1 tworzag kat
{u,v} = 150°. Obliczy¢
a) (u+v)® b) (u—v)* ¢ (u+20)2u—r)
&) (3u—20)(5u—4v)

4.21. Wyznaczy¢ kat {u, v}, wiedzac, Ze u = v # 0 oraz ze wektory
2u + v, 4u— 5v s3 prostopadie.

4.22. Majac dane trzy wzajemnie prostopadie wektory u, v, w 0 modu-
lach‘ u= 2, v=10, w=11, utworzono wektor s = u+r+w.
Obliczy¢ s oraz: cos {s, u}, cos {s, v}, cos {s, w}.
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. Wykazac, ze dia dowolnych trzech wektoréw u, v, w wektor

p = (uxv)xw = v(uw)—u(ow) jest albo zerowy, albo prostopadty
do wektora w.

. Majac dane wersory p, ¢ tworzace kat 45°, utworzono wektory

u=3p+gq, v=4p+2qg i zbudowano na tych wektorach row-
nolegtobok. Obliczy¢ dtugosci przekatnych tego rownolegtoboku.

. W trapezie rownoramiennym ABCD o kacie przy A rownym 60°

i bokach BC = CD = DA = a punkty F i G sa $rodkami bokow
—
BC i CD. Obliczyé cos {AF, AG}.

. W trojkacie rownoramiennym $rodkowe ramion sg wzajemnie

prostopadte. Obliczy¢ kat migdzy ramionami tego trojkata.

. Obliczy¢ modul iloczynu wektorowego u x v, wiedzac ze

a) u=3v=2_8, {u 0} =30° b) u=\/§,u=2,uv=—3

. Obliczyé uv, wiedzac, ze u = 2, v =7, luxv| =3 \/5

. Wiedzac, 7e u | o, u = v = 1, obliczy¢

a) u(uxe) b) @+v)(wxo) ) ux(uxv) d) [ux(v+u)

. Sprowadzi¢ do prostszej postaci wyrazenie !

a) (u+v)xu b) ox(u+o) ¢) (w+v)x(u—0)
d) Qu+o)x(Bu—v) ) ux{v+w)+ov x(u+w)+wx(u+o)

. Réwnoleglobok zbudowany na wektorach u, v ma pole réwne 10.

Obliczy¢ pole rownolegloboku zbudowanego na wektorach
3u+v, u—2v.

. Dane sa dwa wzajemnie prostopadie wersory p, ¢. Obliczy¢

a) pole rownolegloboku zbudowanego na wektorach u = 3p—gq,
= 5p+2q oraz obie wysokosci tego rownolegtoboku;

b) pole trojkata zbudowanego na wektorach u = 3p, v = p—2¢

oraz wszystkie trzy wysokosci tego trojkata. -

. Objetos¢ rownolegloicianu zbudowanego na wektorach u, v,

w wynosi 24. Obliczy¢ objgtosc rownolegloscianu zbudowanego
na wektorach a+2e, v4w, u+0—2w.

~ 58 _
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4.34. Dane sa trzy wzajemnie prostopadie wersory p, g, r. Obliczyé

4.35.

4.36.

a) objetosé rownolegloscianu zbudowanego na wektorach

W=Pp+q, o=p-29. w=ptq+r
b) objetosé czworosciany zbudowanego na wektorach
u=2p+q, v=gq, w=g+3r

zaczepi.onyc-:h w punkcie 4 oraz wysoko$¢ tego czworoscianu
odpowiadajacg wierzchotkowi A.

Udowodni¢ tozsamosc

a) ux(vxw}+nx(wxu)+w><(uxv)=0

b) (wx o) x(uxw)=[u v, wlu

) [uxo, vxw wxul =[u, v w)?

d) [ux(w+wIx[ox(u+w)] = [w, v, wl{u+0o+w

Wykaza¢, ze wektory u—o, v—w, w—u sa komplanarne.

4.37. Wykazaé, ze wektory uxn, oxw, wx u $a komplanarne.

Punkty, wektory i ich wspélrzedne w przestrzeni

W przestrzeni. wprowadzamy prostokgtny kartezjanski uklad wspétrzednych Oxyz
ppoczqtku O i osiach Ox, Oy, Oz. Wersory tych osi oznaczamy i, j, k. Wowcezas punkty
1 wekiory sg okreslone przez trojki ich wspolrzednych i wyznaczenie punktu, wzglednie
wektora, polega na wyznaczeniu wspdlrzgdnych punktu, wzglednie wektora, 'Jcéh' punkt
P ma wspotrzedne x, y, z, to piszemy P = (x, y, z). Jesli wektor o ma wspofrzedne v, v, v, to

piszemy # = [n,, v, v,] i zachodza réwnosci

t >y By

o=t ity ok Jol=0= /vl f0] o2

Jedli P, = (x),y,,2)i P, = (x4, ¥2.25), to

—_—
PP, = [—Vz_xv}’z“ypzz*‘zl]

PP, = v’(xz_x:)2+(}'z","1)2+(21—21)2

a $rodek odcinka P, P, ma wspolrzedne LER Nty Ltz

]

2 72

Niech beda dane wektory u = fu_u  u Je=[v.v.0]w
e = W= [w,w,w,
. b, w oraz liczby a, b. Wowcezas o R L » W] 0 modutach

u+v=[u,+uru,+ku,+v,] (12)
v ={u,—vou—v,.u—1] (13)
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an = [au,, au,au,] (14)
au+bo = [au +bvau +bv,,au, +by,] {15
ULIESRTREINE 5 TR S TN (16)
i j k . u)' uz uz u.v. ux uyl
uxe= ju, u u | =i +j +k (17)
v-‘ I"T vz U, U: L: UX b‘)’ l':]
uy ¥ u, I
(wo.w]=uiexwi= v, v, v I (18)
x w_v wz i

Jesli u # 010 # 0, to z pordbwnania (5) i (16} otrzymujemy
1
cosiw, b} = —(u v, +u,r,+uov) {19)
ur
Cosinusy kierunkowe niezerowego wektora u sa dane wzorami
ul

u
cos{u,y} ==, cosf{uc}=— 20
[

ux
cos {u,x} = —.
u u

i zachodzi réwnosé cos’{w, x}+cos?{s,y} +cos’{u,z} = 1. Cosinusy kierunkowe osi
etrzymujemy, biorac cosinusy kierunkowe dowolnego wektora rownoleglego do tej osi
i zgodnie z nia skierowanego. Kqt {p,s} migdzy osiami p,s wyznaczamy z rownosc
cos {p,s} = cos{p, x} cos {s,x} +cos {p, y} cos {s, ¥} +cos {p, z} cos {5, z}

4.38. Dane sa punkty 4 =(1,1,3), B=(0, —1,4), C = (3, —50). Wy-

— —

znaczyé wektory A_B), A_é BC oraz wektory B—Z, CA, CB.

4.39. Dany jest punkt A = (1, -2, 3). Wyznaczy¢ punkt B, wiedzac, ze
) AB==[3,5—4] b) AB=[0,2,0} ¢) AB=[—1,2 —3]

4.40. Dany jest punkt B = (3,7, - 2). Wyznaczy¢ punkt A, wiedzsc, ze
a) AB=[50,—-3] b) AB=1[6,1,2] ¢) AB=[3.7, —2]

4.41. Dane sg cztery wektory:a = [1,3,4}, b = [-3.0,1, ¢ =[1,3,3],
d=[—1,-3,—2] Wyznaczyé
a) wektory a+b,a+tc. b—d, 2a, —3b, 3¢+4d, 2¢c+d—a;
b) iloczyny skalarne aa, ab, ac, ad, bb, be, bd, cc, cd, dd,
¢) moduly wektorow a, b, ¢, d;
d) cosinusy kierunkowe wektorow a, b, ¢, d;
e) cosinusy katow {a, b}, {a, ¢}, {a, d}, {b, ¢}, {b, d}, {¢, d}:
) iloczyny wekiorowe ax b, axc, axd, bxe¢, bxd, cxd;
g) iloczyny mieszane [a, b, ¢], [a. b, d], [a, ¢, d]. [b, ¢, d].
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4.42. Postugujac si¢ iloczynem mieszanym, napisa¢ wzor na objetos
czworoscianu o wierzchotkach P; = (x;,y,z)), j = 1,2,3,4.

4.43. Wektor tworzy z osiami Ox i Oy katy 60° 1 45°. Obliczy¢ kat, ktory

ten wektor tworzy z osig Oz.

4.44. Zbadac, czy o$ o cosinusach kierunkowych 1/2, 1,2, 1/\/5 jest
prostopadta do osi o.cosinusach kierunkowych 0, — 2,/\ﬁ', 1 /\/5.

4.45. O$ p ma cosinusy kierunkowe 1/3, —2/3, 2/3. Obliczy¢ cosinusy
kierunkowe osi s, wiedzac, ze s L p, s L Oz.

Prostopadlosé, réwnoleglosé i komplanarnosé wektoraw, wyrazone za

pomocy wspolrzednych
Zwiazki (10) i (11) na mocy wzordw (16}, (17) 1 (18) przyjmuja postaé
uloeu v +u,v,+u,0 =0 . (21
u ” = lly H:| - 11': ux - U_‘, IJ, _ 0 (22)
Uy Uz r v, v, [J]

u, u, u

v, w 59 komplanarne < e, v, v, | =0 23
Wx W), W=

Zaleinosé liniowa wektorow

Powiedzenie, ze pewne wektory sg liniowo zalezne, oznacza, 7e Jjeden z tych wektorow jest
liniowa kombinagja pozostalych.

Dwa wektory s3 liniowo zalezne, gdy sa réwnolegie.

Trzy wektory s3 liniowo zalezne, gdy s3 komplanarne.

Cztery wektory sa zawsze liniowo zalezne.

4.46. Dane sg punkty 4 =(0,—-1,3), B=(6,5,-2), C=(1, -2, 3).
.. -— —
Wykazaé, ze AB1 AC.

447. Dane sa punkty A=(1,2,1)) B=(9,6,2), C=(10,5, -2),
D = (2,1, —3). Wykazac, 7e czworokat ABCD jest prostokatem.

4.48. Dla jakich wartosci parametru m
a) wektory [m?+1,m,1], [10,4,m] sa réwnolegle?
b) wektory [m?, —3,0], [m,m,m+ 2] sa prostopadie?
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4.49.

4.50.

4.51.

4.52.

453,

454,

4.55,

4.56.

4.57.

4.58.

Zbadaé, czy ponizsze dwa wektory sa rownolegte. W przypadku
rownolegloéei wyrazi¢ jeden z nich przez drugi

a) ¥ =[L50] »=[210,1]
b) #=[2—31], v={—4,6-2]
o u=[1,1,1} v=[1,-11]
d) u=[1,3-5] o=[1/3,1,-53]

Zbadaé czy ponizsze trzy wektory sa komplanarne. W przypadku
ich komplanarnosci, wyrazi¢ jeden z nich przez pozostale

a) u=[1,31], v=[01,-2], w=[29 -4]

b) u=1[41 -3, v=[205, w=[71-3]

¢) u=[21,1], v=[124], w=04-1-5]

d) «=[1,0,0], v=[01,0}, w=[111}

Dane sa cztery wektory. Wyrazic jeden z nich przez pozostale

a) B=[],2, 1], f=[_l!0’1]s g=[3’070}’ h=[0,l, _2]
b) p=[60.1], ¢=[1,1,2], r=[-10,1]}, s=[0,0.1]
¢) t=[30,1], u={1,4-2], v=[58-3] w=[2-43]

Wykazaé, ze trojkat o wierzchotkach A = (1,1,5), B=(4,2,3),
C = (7,1, 1) jest rGwnoramienny.

Dane sa punkty P, =(1,1,4), P, =(5,3,2). Wyznaczy¢ $rodek
S odcinka P, P, i obliczy¢ odlegtos¢ punktu S od poczatku ukiadu.

Znalezé na osi Ox punkt réownoodlegly od punktow (5,1,4)
i(—4,5,3).

Znalesé na plaszczyznie Oxz punkt rownoodlegly od punktow
(2,3,0), (— 1,4, —4), (6,0, —1).

Znalezé punkt réownoodlegly od punktow (6, —1,3), (3,2,3),
2, -1, -1), (2, —6,4)

Znalezé punkt rownoodlegty od punktu (1,1,1) i od wszystkich
trzech plaszczyzn uktadu Oxyz.

W rownolegloboku ABCD dane sa kolejne wierzchotki
A =(1,0,0), B=1(2,1,3), C =(1,5, —2). Wyznaczyc¢ wierzcholek
D. Obliczy¢ cosinus kata miedzy przekatnymi.
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4.59. W rownolegloboku 4BCD dane sa dwa kolejne wierzchol
4=(2,4,-1), B=(3,0,2) oraz srodek réwnolegloboku § =
= (0,0, 2). Wyznaczy¢ pozostale dwa wierzcholki i pole.

460. O trojkacie ABC wiemy, ze 4B =[3,1,—1] i BC =[1,0,2],
Obliczyc pole tego trojkata, jego wysokosé h nalezaca do boku B¢
1 dhugos¢ $rodkowej AK (K — érodek boku BC).

4.61. Obliczy¢ pole kola opisanego na trojkacie o wierzcholkach
A=(1,3,0), B=(612), C=(1,0,3).

4.62. Obliczy¢ objetosé i pole powierzchni catkowitej rownolegloscianu
zbudowanego na wektorach u = (1,0,0], »=[1,1,2], w=
=[2,1,0]

4.63. Obliczy¢ objetos¢ czworoscianu o wierzchotkach 4 = (0,0,1),
B =1(2,0,0. C=(222),D=(0,1,5) oraz wszystkie CZlery wyso-
kosci tego czworoscianu.

4.64. Dane sa trzy wierzcholki czworoscianu A4 = 4,0,-2), B=
=(6,—-2,2), C =4,-4,6). Wyznaczy¢ czwarty wierzcholek D,
wiedzgc, ze D lezy na osi Oy, a objetosé czworoscianu jest rowna 40,

4.65. Obliczyc objetos¢ kuli ograniczonej sfera przechodzaca przez
punkty 4 = (0,0,0), B = (1,0,0), C =(1,1,1), D = (1,0, 3).

~ Srodek mas

Srodkiem mas punktow materialnych Py = (x,.y,,z,), .. P, = (x,, v,. z,) © masach m...,m
jest punkt o wspdtrzgdnych

mXy et X, myy+ o Amy, omyz+o +m, z,
my+ o +my *

24)

my+ .. +m, mi+ .. +m,

4.66. Wyznaczy¢ srodek mas punktow materialnych

a) Py =(1,2,-3), P,=(0,4,1) 0o masach m, =2, m, = 3;

by P, =(1,0,3), P, =(3,0,1), P43 =1(0,0,0) 0 masach m, = 1,
m,=m, =2

c) P, =(2,2,0), P, =(10,5), P, =(—1,0,1), P, =(0,0, ~2)
omasachm, =2, m, =3, my=m, = L.
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Punkty, wektory i ich wspdirzedne na plaszczyinie

se wszystkie punkty i wektory rozwazane poniZej lezg na plaszezyznie. na
Z{kladifgg‘;\izdzo;{o progokamy kartezjanski uklad wspbh‘-zcdnych Oxy- o poczatku
ktc"m' ch Ox, Oy. Wersory tych osi oznaczamy i, j. Rozwazanc punkty i wckl‘ory sg
0! c’v:l:e pr;r:;z pary wspotrzgdnych. Jesli punkt P ma wspc’)irz{:dne.x, ¥, to !nsrcr‘n).a
;kie?: v) Jeéii wektor p ma wspolrzedne 1y, v, 10 piszemy r = v, t,] { mamy rownoscl
. T 2
v=oivef ol =v= eyt

Jesli Pl = (v‘fp.\‘l)l P2 = {-’Czn.\'z)a to

p P, =lo—x.y.—y] P, P, = J{x,—x, P +{y;—y,) a Srodek odcinka P, P;
1 = X2 A Fi— [}

ma wspOlrzedne o +—x2\—lT—E Niech beda dane wektory w = [u,.u,], v=[v.0,]
2 2
o modutach u, v oraz liczby ¢, h. Wowczas
-
u+r=[u,+v,u,+1,] (E?
W=t = [y vaty=0,) o7
au = [au, au ]} (28]
au+bv = [au, +bv,au, +bv,] (28)
up = u v +u,v, (29

Jeili w# 0 v # 0, to kat skierowany (u, v} spetnia réwnosci
Llu, u

1 . . i (u )= — * ¢
cosfu. r) = u—v(i‘xi\*usly-]’ SR, urir,

(30)

Kat x = (x, o) skierowany od osi Ox do wektora v nazywamy kqtem hierunkowvm

3 rownosci b, =t , v, = Dsina
wektora v. Zachodzg rownodcl v, = vcosa, v, .
Prostopadiodé i riwnoleglesé wektoréw u, v, Zgodnie 7 umowy o wektorze zerowym

(s.54). wyraza sie zwigzkami

. S 3
uleoeuuv,tuo, =9, wipesu r,—ur, =0 (31)

Jedli u fo. to |u v,—u, bl = pale réwnolegloboku zhudowanego na wekrorach u, v.

4.67. Dane sa punkty 4 = (1. =3). B=(2,0), C =(-3,5). Wyznaczy¢
r
:)elj%y b) AC ¢ 5BC d) AB+24C ¢ AB—BC
fy 24B-3BC
4.68. Dany jest punkt A = (3. —2). Wyznaczyc'_;’)unkt B, wiedzac, ze
a) AB=1[25] b AB=[0,-3] ¢ AB=[-3.2]
4.69. Dany jest punkt 8 = (4, 1). Wyznaczy¢ punkt 4, wiedzac, 7z
a) AB=[3—4] b) AB=[-20] < AB=T41]
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4.70. Wyznaczyc cosinus kata migdzy wektorami u, v, majac dane
a) u=[35], 0 =[1,2] b) u=[-2,1], v=[0,6]
) u=[68], v=[{~1,-3] d) u=[2,5], v =[—10,4]

4.71. Wyznaczy¢ miar¢ rzutu wektora u na o$ wektora o, majac dane
a) u=[3,5), 0=[27] b) u=[1,-2] v=[-3,5]
) u=[02], v=[1,3] d) u=[2,1], v=[—12]

4.72. Wyzaczy¢ punkt P =(x,y), ktérego odleglos¢ od punktu
A =(—3,1) oraz odlegios¢ od osi Ox sa rowne 5.

4.73. Wyznaczy¢ na osi Oy punkt, ktorego odleglosé od punktu

A =(1,1) jest rowna 3.

4.74. _Wgznaczyé na osi Ox punkt réwnoodlegly od punktow 4 = (1 7)
1B=(—-1,-1) ’

4.75. Punkty 4 =(1,1) i C = (2,6} sa przeciwleglymi wierzchotkami
kwadratu. Wyznaczy¢ wierzchotki B i D tego kwadratu.

4.76. Wy;naczy(: Srodek S i promien r okrggu opisanego na trojkacie
o wierzchotkach 4 = (6,3), B=(-1,6), C = (-4, — 1),

4.77. Zbadaé, czy na czworokacie o wierzchotkach A — (—2,6),
B=(55), C=(4,-2),D=(-3,5 moina opisa¢ okrag.

4.78. Znaleié érpdek S 1 promien r okregu przechodzacego przez punkt
A =1(2,3) i stycznego do osi Oy w punkcie B = (0, - 3).

4.79. Obliczy¢ pole trojkata o wierzchotkach 4 = (1,2), B=(5,—1),
€ =(3,4) oraz wszystkie trzy wysokosci tego trojkata.

4.80. Wyznaczy¢ wierzchotki tréjkata, znajac $rodki jego bokow
F=13,2), G=(6,5), H=4,6)

4.81. P’unkty A=(-2,4),C =(-1,6),D = (—4, -2)sa wierzcholtkami
r?wnolegloboku ABCD. Wyznaczy¢ wierzcholek B i pole tego
rownolegloboku oraz cosinus kata ¢ miedzy przekatnymi.

4.82. O rownolegloboku ABCD wiadomo, z¢ AB = [8,2], BC = [2,3]
oraz ze srodkiem boku CD jest punkt M = (8, 5). Wyznaczy¢ pole
wierzchotki i srodek rownolegloboku. ’
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483. Wyznaczy¢ punkt Q = (x,y) symetryczny do punktu P =(1,3)
wzgledem prostej przechodzacej przez punkty A =(5,3)

484. Otrojkacie ABC wiadomo,ze 4 = (~1,3}, B=(2,2),C lezy na osi
0Oy, a pole trojkata jest rowne 4. Wyznaczy¢ rzedng wierzchotka C.

485. O rownolegloboku ABCD wiadomo, ze A = (1,3, B=1(6,2) sa
kolejnymi wierzchotkami, ze pole jest rowne 22, a srodek row-
nolegtoboku lezy na osi Ox. Wyznaczy¢ wierzchotki C 1 D.

486. W trapezie ABCD punkty A =(3,1), B=(7,3), C={6, 5) sa
kolejnymi wierzchotkami, boki AB i CD sa rownolegle, a pole jest
rowne 15/2. Wyznaczy¢ wierzcholek D,

487. Dane sa dwa okregi: K, o $rodku S, = (2,2) i promieniu r, = 2
iK, osrodku S, = (5,6)i promieniu r, = 1.Istnieja 4 proste a, b,c,
d, z ktérych kazda jest styczna do K ido K,, przy czym K, 1 K,
leza po jednej stronie prostej a i po jednej sironie prostej b,
natomiast po roznych stronach prostej ¢ i po roznych stronach
prostej d. Wyznaczy¢ punkt M przecigcia si¢ prostych a,b oraz
punkt N przecigcia si¢ prostych ¢, d.

4.88. Wyznaczy¢ kat kierunkowy wektora
a) (1,11 b) [-53] ¢ [-3,-3] d) (1, -3]

4.89. Wyznaczy¢ wspolrzedne v, v, wektora » o module rownym 10
i kacie kicrunkowym rownym
a) 45° b) 90° ¢} —120° d) 200°

Translacja ukladu wspélrzednych

Rozwazmy na plaszezyznie dwa prostokatne kartezjanskie uklady: Oxy — uklad stary”
i OXY — uktad ,nowy”. Zatozmy, ze osie tych ukladéw s3 odpowiednio rownolegle
i zgodnie skierowane, a poczatek @ nowego ukladu ma w starym ukladzie wspotrzedne
Xq. Vo Wowezas dowoiny punkt P ma dwojakie wspdirzedne: stare x, y oraz nowe X, Y, co
zdpisujemy

P =(x, o, = (X, Y)gxy

Przejscie od ukladu starego do nowego nazywamy translacjq ukludu o wektor [Xg. ¥ol,

4 7wiazki migdzy wspélrzednymi starymi i nowymi

X=x—x4 Y=¥y—V¥ (32)
nazywamy wzorami przejscia od uktadu Oxy do ukladu QXY
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Translacja ukladu wspélrzgdnych w przesirzeni o wektor [xo. ¥os20] WYTAZ2 sig
wzorani

X=X"’Cg« Y=}*J‘o, Z'=;-—:.-'0 (33}

4.90. Uklad QXY powstatz ukladu Oxy przez translacje o wektor [3. 21,
Napisa¢ wzory przejécia. Wyznaczyc stare wspolrzedne punkto
Q oraz nowe wspotrzedne punktu 0. Wyznaczyé nowe wspol-
rzgdne punktu 4 =(2,4),,, oraz stare wspotrzedne punktu
B = (2,4),xy.- WyznaczyC nowe rownanie prostej 2x + 3y = 12,

4.91. Krzywa ma rownanic x?+4x+y+5 = 0. Wyznaczyé translacje
ukladu sprowadzajaca to rownanie do prostszej postaci.

4.92. Uklad QXYZ powstal z ukladu Oxyz przez translacje o wek-
tor [1,2,3]. Napisa¢ wzory przejécia. Wyznaczy¢ nowe wspot-

rzedne punkiu A =(1,0, S)ox,: OFaz stare wspolrzedne punktu -

B = {1,0,5)yxy,. Wyznaczy¢ nowe rownanie plaszczyzny 5+
+6y+7z+8 =0,

4.93. Powierzchnia ma rownanie x?+y?+ 2% - dx—6y+82--20 = 0.
WyznaczyC translacie ukladu, sprowadzajaca to rownanie do
prostszej postaci.

Obrét ukladu wspolrzednych na plaszezyznie

Rozvazmy na plaszczyznie dwa prostokgtne uktady kartezjadskie o wspolnym poczatiu:
Oxy - ukfad ,stary” i OXY- - uklad .nowy”. Zalozmy, e uklady te s3 zgodnie skreine
i niech ¢ = (x, X) ornacza kat skierowany od Oy do OX. Wéwezas dowolny punkt
plaszczyzny ma dwojakic wspoitzedae: stere x, y i nowe X, Y i zachodza zwiazki

£ =Xcosa— Ysinz

¥ = Xsina+ Ycosa (34)

Przejécic od uktadu Oxy do ukladu OX Y nazywamy obrotem ukdudu wspufrzgdnychokyt o,
a zwiazki (34) wzorami na ten obrot.

4.94. Uklad OX Ypowstat z ukiadu Oxy przez obrét o kat: a) 45°, b) 30°.
Napisa¢ wzory na ten obrot. Wyprowadzi¢ wzory odwroine
wyrazajace X, Y przez x, y. Wyznaczy¢ stare wspdlrzedne punktu
A =(2,5),yy Oraz nowe wspotrzedne punktu B = (2, S)ony WY~

. . . . [
znaczy¢ nowe rownanie prostej y = / =
N
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Obrot ukladu wspolrzednych w przestrzeni

Rozwazmy w przcstrzeni dwa prostokgtne ukiady kartczj.ar'xskie o wspolnym poczqtk u:
Oxyz-— uklad stary” i OX ¥Z --ukiad .nowy™ Zal()émy. Zes3to u.kiady.zgodn.le skretne
i ,r]i'z:Ch e tdla f=1,2, 3 oraz j = 1, 2. 3} oznacza uosm:u kyta migdzy :-tfg. oslg 1,1kladu
starego 1 j1a osia ukladu nowego, tzn. ¢, = cos(x, X), ¢, = cos(.x. ) 1.d.' ancza’s
dowolny punki przestrzeni ma dwojakic wspotrzedne: stare x, v. 2 1 nowe XY, Z oraz
maciodzy 2wiazki

x=c X+eaY+e, 2 X = x+eoy vtey?
y=cg X+ Y4 Z Y=cpx+c: V465,17 (33)
z=rcy X+ Yoy, 2 L ey Xdey Yo

Przejicic od ukladu Oxyz do ukladu OXYZ nazywamy obrotem ukfadu ws.pél-
pzednych wpreestrzeni wyrnaczonym przez macierz [o)], a w;f_ory (35} »'vzoraml na
t1en obrot albo wrorami przejécia od Oxyz do OXYZ. Macicrz [C”tl Jes.t art.ogo-
naina, tzn. jej kolumny sa wersorami wzajemnie prostopadtymi. Wyznacznik tej macierzy
jest rowny 1.

1 1 )

495, Dane sa zwiazki: x = g{X+2Y+ 27), y= \/;(ZX—-Z), T =

= ! \/l (2X — SY +4Z). Napisa¢ macierz wspélezynnik Ow i spraw-

V5

dzié, ze jest to macierz ortcgenalna o wyznaczniku rownym 1,

a wige Ze sa to wrzory na obrét ukladu wspétrzgdnych w prze-

strzenl. Wyznaczy¢ nowe rownanie plaszczyzny 3x+\/§ v+

+3z) = 0. Wyznaczy¢ stare wspolrzedne punkiu A = (0,1,0)yy 2

oraz nowe wspotrzedne punktu B = (1,0,0),,,.

486, W ponizszej tablicy zastapi¢ pytajniki liczbami tak, aby otrzymac
macierz ortogonalng o wyznaczniku rownym 1

.
4 3,
505

J
33,

% "o

IEEERE]

Bedzie to macierz wyznaczajaca obrot ukladu wspolrzednych
w przestrzeni. Obliczyé kqt migdzy ostami Oz i OZ.
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Wspolrzedne biegunowe, cylindryczne i sferyczne

Wispolrzpdne biegunewe punktu M = {x v} plaszezyzny Oxy (rys. a) sa to liczby r, g
okreslone nastepujaca:

" r=0M _,

27 ={0x, OM), jesli QM # 0; ¢ jest liczbg dowolna, jesli OM = Q.

Zachodza zwigzki

X = reos, y=rsing (36)

Wapélrzedne cylindryczne punktu M = (x, y, z) przestrzent Oxyr (rys. b) s3 to liczby r, @,
z ckredlone nastgpujgco:

1" liczhy r, ¢ 53 wspotrzgdnymi bicgunowymi na plaszczyZnie Oxy rzutu punktu M na
te plaszezyzne;
2" = jest wspOhrzedny prostokgtng punkty M na osi Oz,
Zachodza zwigzki
¥ =roosy, Vo= rsineg, 1=1 3N
Wapdlrzedne sferyezme punktu M = (x, v, 7) preestrzeni Oxyz (rys. ¢) sa to liczby R.f, ¢
okresione nastgpujaco:
" R=0M _,
2 = {0z,0M}, jesh OM = 0; § jest liczba dowolna, jesli OM =0
—
3" niech M’ = rzut,  M; @ = (Ox, 0M)), jesli OM' # O ¢ jest liczba dowolna, jesli
OM' = 0. Zachodra zwiazki

X = Rsinicos @, v = Rsinfsin ¢. z= Rcos@ (38)
4.97. Na ptaszczyznie Oxy za pomocy wspolrzednych prostokatnych
kartezjanskich, sa dane punkty: A =(1,1), B =(2,0), C ={0,2),

D=(-1,-3), E=1(0,-3), F=1(05, —1,2). Wyznaczy¢ wspol-
rzedne biegunowe tych punktow.
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4.98. Na plaszczyZnie Oxy za pomoca wspotrzgdnych biegunowych sa
danepunkty: A =(r=3,0=0,B=(r=1L¢=135),C={r=
=2, 0=90°, D=(r=5, ¢=180°), E=(r=1, ¢ = —60°),
F=(r=4, ¢ = —-90°. Wyznaczy¢ wspolrzedne prostokatne
tych punktow,

4.99. W przestrzeni Oxyz za pomoca wspolrzednych prostokatnych
kartezjanskich sa dane punkty: 4 =(1,1,0}, B=(l,1,1), C =
=(1,0,1), D=(-1,1,0), E=(—1,—-1,—-1), F=(4,-35,-2).
Wyznaczy¢ wspotrzedne sferyczne tych punktow.

4.100. W przestrzeni Oxyz za pomoca wspotrzednych sferycznych sa
dane punkty: A =(R=2,¢9=45,0=0), B=R=1¢=0,
=60, C=(R=1 ¢=90° 0=90), D=(R=12, o=
= —30° 6 = —45°). Wyznaczy¢ wspdlrzgdne prostokatne tych
punktow.

Translacja i obrot figury w plaszczyznie Oxy

Translacja o wektor [a,b] przeksztalca punkt P = (x,y) w punkt P' = (x’, y'), gdzie
X =x+4, Y =y+b (39
Obrot dokota punktu O o kat skierowany u przekszialca punkt P =(x,y) w punkt
P =(xy) gdzic
x' = xcosx—ysinz Xx= Xx'cosx+ysinz
’ } } (40

¥ = xsinx -+ ycosx y= —X'sina+y cosx

4.101. Parabole y = 2x2+1 podda¢ translacji o wektor [2, —3].

4.102. Trojkat o wierzchotkach A = (1,0), B = (2,0), C = (1,2) obrocic
dokota punktu O o kgt 30°.

4103, Prosta y = 2x—1 obraci¢ dokota punktu O o kat: a) 607,
b) —60°.

4.104, Okrag (x — 1)* +(y—3)* = 4 obroci¢ dokola punktu O o kat 90°,

4.105, Wyznaczyé obraz prostej y = —x +2 otrzymany w wyniku

a) obrotu dokola punktu O o kat 90°, a nastgpnie translacji
o wektor [1,1];

b) translacji o wektor [1, 1], a nastgpnie obrotu dokota punktu
0 o kat 90°.
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Rozdzial 5

Proste i plaszczyzny

Prosta na plaszczyinie

Niech P =(x,y) oznacza punkt dowolny plaszczyzny Oxy i niech P, = (xg yok

P, = (x,,y,) bgda punktami danymi. Prosta przechodzaca przez punkt P, i rdwnolegta do
niezerowego wektora » = [p, q], ma rdwnanie wekforowe

e
PoP =10, tcdt 8
ktdre zapisujemy w postaci parametrycznej
X—Xxo=pt, Y=y, =qt; te# 2

fub w postaci proporcji
X—X —
o _ Y—JYo 3
P q
Zapis (3), jako skrét zapisu (2), jest uzywaany takze wtedy, gdy jedna z liczb p, g jest zerem,
np. jesli p = 0, to (3) oznacza: x—x, = 0, y — dowolne. Kady z warunkow (1), (2), (3) jest
rownaniem pewnej prostej wtedy i tylko wtedy, gdy v = [p,q] £ 0.
Prosta przechodzgca przez dwa rozne punkty P, i P, ma rownanie wynikajace z(1), (2}
———h
lub (3) przez zastapienie wektora » wektorem P, P, .

Prosta przechodzaca przez punkt P, | prostopadla do niezerowego wektora
N = [4, B] ma rownanie wektorowe

NP, P =0 @
ktére zapisujerny w postaci agdingj, ukazujaccj punkt P,
Alx—xp)+Blr—yo) =0 3
lub w postaci ogdinej zredukowanej
Ax+By+C = J ]
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gdzic € = — Axy— By, Kazde z rownan (4), (5), (6) jest rOwnaniem pewnej prostej wtedy
i tylko wtedy, gdy n=[A,B] #0. . -
Prosta  przechodzaca przez punkt P, nic prostopadta do osi Ox i tworzgca z osia Ox
kat skicrowany & (x, I} taki, ze 1g{x,1) = m, ma rownanie kierunkowe ukazujace punkt P,
¥~ Yo = mlx—xg) ()
i rownanie kierunkowe zredukowane
y=mx+b (8)
gdzie b = yo —mx,. Liczbe m nazywamy wspdiczynnikiem kierunkowym prostej 1.
Prosta przecinajaca osie Ox i Oy w punktach {a,0) i (0,b), ab # 0, ma réwnanie
odcinkowe

x y
il 9
P &)

Odleglos¢ punktu M = (x,,, v,,) od prostej l:Ax+ By +C = 0 wyraza si¢ wzorem

1
dist(M, ) = - |4xs+ By + €| (10)

gdzie N = m
Niech beda dane dwie rozne proste (rownolegte lub przecinajace si¢)
;A x+B,y+C, =0, LA, x+B,y+C, =0
Pek prostych wyznaczony przez proste [, i [; ma rownanie
AA x+B,y+C)+p{dx+B,y+C,) =0 (11}
w ktorym liczby A, p maja wartosci dowolne z wyjatkiem wartosci, dla ktorych

AA,+ A, = AB,+uB, = 0. o
Jesli proste I, i I, przecinaja sig, to dwusieczne d, i d, prostych [, I, maja réwnania

1 1

di:—(A; x+8,y+C)+ (A, x+ By y+Cy) =0
N, N,

) (12)
1

dy—(A; x+B, y+C))— —{4,x+B; y+C,)=0
N, N,

gdzie N, = /A2 + B}, N, = /A3 + BL.

5.1. Napisa¢ rownanie prostej przechodzacej przez punkt (4,2) i

a) rownoleglej do wektora [3, 5],

b) prostopadlej do wektora [3,5],

¢) rownoleglej do wektora [1,0],

d) prostopadiej do wektora [1,0],

¢) przechodzacej przez punkt (1, —1),

f) tworzacej z osia Ox kat 60°,

g) tworzacej z osia Ox kat —45°,
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5.2

5.3.

54.

5.5.

3.6.

5.7.

5.8.

Napisa¢ w postaci ogolnej réwnanie prostej, ktora przechodzi p
punkt (L,3}1

a) jest rownolegla do wektora [4, — 1],

b) jest prostopadia do wektora [4, —1],

¢} przechodzi przez punkt (2, 3),

d) przechodzi przez punkt (2, 3),

e) przechodzi przez punkt (1, 5).

Napisa¢ rownanie prostej, odcinajacej na osi Ox wektor Q
o mierze 3 i na osi Oy wektor OB o mierze 5.

Napisa¢ roOwnanie prostej o wspolezynniku kicrunkowym m = 3
a) przechodzacej przez poczatek ukladu,

b) przechodzacej przez punkt (x,, y,),

¢) przecinajacej o§ Oy w punkcie o rzgdnej rownej 5,

d) przechodzycej przez punkt (3, 6),

e} przecinajacej o§ Ox w punkcie o odcigtej rownej —1,

f) nie podlegajacej zadnemu dodatkowemu warunkowi.

Prosta ma réwnanie: x = 4t, y = — 3t + 3; r¢ &, Napisaé réwnani
tej prostej w postaci: a) proporcji, b) ogdlnej, ¢) kierunkowej
d) odcinkowe;j.

Prosta ma rownanie 2x — 5y + 3 = (. Napisa¢ rOwnanie tej prostej

w postaci: a) odcinkowej, b) kierunkowej, ¢) proporcji, d) para-

metrycznej.

Ktore z prostych

li2x+3y+1 =0, [;:2x4+2y43=0 Iyy=x, I;y=1—x,
faoy=1, lgx=2, [;:3x=2y—1=0

sa wzajemnie prostopadie? Ktore z tych prostych sa wzajemnie
rownolegie?

Napisa¢ réwnanie prostej przechodzgcej przez punkt (—1,4) 1 réw-
noleglej do proste)

a) 2x—=5y—7=0 B x-3y=0 ) y=x d) y=3 ¢ x=3

9. Napisa¢ rownanie prostej przechodzacej przez punkt(—1,4) i pros-

topadle} do proste]
) 2x—5y—7=0 b)) x-3y=0 ¢ y=x d)y y=3 e x=3
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5.10. Obliczy¢ cosinus lub tangens kata prostych {,,1; (Zarys, s. 164),

majac dane )

a) [ 2x+3y+1=0 l6x—5y—10=10

b) lpy=2x+1, Liy=—Tx+1 /
<) Loy = —2x, lyyx =21, v=060—11; teA

5.11. Obliczyc wspolczynnik kierunkowy proste p, ktora z prostg

| o rownaniu ¥ = 2x tworzy kat skierowany o mierze ({, p) rownej
a) 14 by —m4d ¢ ;3 d) —n/3

512, Wyznaczy¢ punkt wspolny dwdch prostych (Zarys, s. 165)

a) l;3x+2y—6=0, [;2x-3y+6=0 _

b) [:x+y—10=0, [pix=1 _yj:2t+1; le

¢) lix=4=2t, y=1-1t; teA Lix=—=2-4L.
y=3+3 te# _

d) {,:xcosa+ysina =4, {,xcosfi+ysinf=h

¢) lpy=myx+h, lyy= m,x+b,

5,13. Dia jakicj wartosci k punkt przeciecia si¢ prostych

lokx—2y =k—1, lyix—ky=3lezy na osi 037

5.14. Obliczy¢ odleglosé punktu P od prostej [, majac dane

a) P=(57, [3x+4y+12=0

by P=(-1-2) [[2x—y--10=0

¢) P=4,-2), ly=—x+5

d) P=1(0,0), bx=a+h, y=ctid la+ld>0, ic#

5.15. Wyznaczy¢ na osi Ox punkty, ktorych odlegloé¢ od prostej

I 5x—3y—5 =0 jest rowna 5.

5.16. Napisa¢ rownania dwusiecznych dy, d, prostych

a) [;:3x+4y+5=0, [;12x—5y=0

b) lix =3, lyy=2 ¢ lpy=x Liy=20

d) [y =2x 1y=0 .

e) l:xcosa+ysina =0, lzzxcosﬁersr.nﬂ =0
N l:xcosa+ysinx =a, l,yxcos+ysinfi=h

5.17. Napisa¢ rownanie peku prostych

a) o wierzchotku (x,, y).
b) rownoleghych do wektora v = {1.m], .
¢) prostopadtych do wektora e = [cosa,smn al,
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d) rownoleglych do wektora e = [cos a, sin a],

€) wyznaczonego przez proste [;:x+y =1, [ ix—y=2,
f) wyznaczonego przez proste [,:2x+3y =5, 1,:4x+6y = —1
g) wyzZnaczonego przez proste [;:y =mx, lL:x=a

5.18. W peku prostych wyznaczonym przez proste [:2x+3y+4 =
11,:5x+6y+7 = 0 znalez¢ prosta !
a) przechodzacy przez poczatek ukladu,
b} roéwnolegly do prostej 8x+9y +10 =0,
c) prostopadia do prostej 8x+9y+10 = 0.

5.19. Zbadad, czy prosta [:y = 3x-5 nalezy do pgku prostych wy-
Znaczonego przez proste [;iy =x+1, I,y = —2x.

Rzut prostokatmy na plaszezyznie

Rzut punkfu M na prostq | jest to punkt przecigcia sig prostej ! z prostg przechodz;yca przez
punkt M i prostopadla do prostej 1. }

5.20. Znalez¢ rzut punktu M na prosty I, majac dane
a) M=(-2,5, Lx—4y+1=10
b) M =150, Ly=x-1
e) M=(0,0), lLxfa+yib=1 ab#0
d) M=(,2), I'x=2t, y=i—1, teR

5.21. Znalezé punkt symetryczny do punktu M wzgledem prostej 1,
majac dane

ay M=(3,1), Ly=x-1
b) M =(0,0), Lx—2y+10=0

Zagadnienia dotyczace prostej na plaszczyzZnie

5.22. Dane sa puqkty A =(7,0), B=(8,0). ZnaleZ¢ na prostej y = x
punkt C taki, aby pole trojkata ABC bylo rowne 11.

5.23. Dane sa punkty 4 = (3,0), B = (11,0), C = (3,6). Wyznaczy¢
a) proste zawierajace dwusieczne katow trojkata ABC,
b) srodek G 1 promien r okregu wpisanego w trojkat ABC,
¢) Srodek H i promienn R okrggu opisanego na trojkacie ABC.

-

524. O trojkacie ABC wiadomo, ze bok AB lezy na proste] 3x—
—4y+24 =0, wysoko§¢ 4D lezy na prostej 2x—3y+19 =0,
a wysokos¢ BE na prostej y = 6. Znalez¢ rownanie prostej, na
ktorej lezy: a) bok AC, b) bok BC, ¢) wysokos¢ CF.

525, O trojkacie ABC wiadomo, ze bok ABlezy na prostej4x +3y = 5,
dwusieczna kata BAC lezy na prostej y+ 5 = 0, a dwusieczna kata
ABC na prostej 7x +4y = 5. Znalez¢ rownanie prostej, na ktorej
lezy: a) bok AC, by bok BC.

526. O trojkacie ABC wiadomo, ze A = (6,2), B = (0,5) i ze¢ w punkcie
M = (1,2) przecinaja si¢ proste zawierajace wysokosci tego trdj-
kata. Znalez¢ wierzcholek C.

527. Wyznaczy¢ wierzcholki trojkata rownoramiennego, ktorego pod-
stawa leZy na prostej x+y =5, jedno rami¢ lezy na prostej
2x—3y = 0, a drugie rami¢ lezy na prostej przechodzace) przez
punkt P = (4,6).

Prosta i plaszczyzna w przestrzeni

Niech P = (x,y,z} oznacza dowolny punkt przestrzeni Oxyz i niech P, =(x,y,2)
i=0,1,2, beda punktami danymi.
Prosta przechodzaca precz punkt Py i réwnolegla do niezerowego wektora

¢ = {p,q,r] ma réwnanic wekrorowe
——

PP =tr, te X (13)
kiore zapisujemy w postaci paramelrycznef
X—Xg =pt, y—¥o = qt, z—24 =T, te X (14)
lub w postaci proporcji podwdjnej

X=X _ Y~V _Z7% {15

r q r

Zapis (15), jako skrot zapisu {14), jest uZywany takze wtedy, gdy jedna lub dwie
z liczb p,q,r sa zerami, np. jefli g=0, pr+0, to {15 oznacza: v—¥yo = 0,
(x—x )/p = (z—zo)fr, a jesli p=g =0, r# 0, to (15) oznacza x—x, = 0, y—y, =0,
7 — dowolne. Kazdy z warunkow (13), (14}, {15) jest rownaniem pewnej prostej wtedy
itylke wtedy, pdy v = [p.q,r] #0.

Prosta przechodzaca przez dwa roznc punkty Poi Py ma rownanie wynikajace 2 {13).
(14) lub (15) przez zastapienic wektora ¢ wektorcmﬁ . Plaszczyzna przechodzaea przez
punkt P, i prostopadia do niezerowego wektora N = [4, B, C] ma réwnanie wektorowe
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NP P =0 (16)
k1ore zapisujemy w postaci ogalnef ukazujacej punkt Py j
Alx—x3+By—p )+ Cilz—z,) =0 (17)
tub w postaci vgding zredukowane] ;
Ax+By+Cz+D =0 i18)
gdzie D = —4x,— By, —Cz,. Kazde z réwnan (16), (17). (18} jest rownaniem pewncj

plaszczyzny wtedy i tyiko wiedy, gdy N=[A,B,(] # 0.
Plaszczyzna prrechodzaca przez punkt P i réwnolegha do wektorow ¢, = [p).4,,r,],
vy =[P G5 723 1y 0y, Ma réwhanie wekiorowe

P, P = te, +usr, [.5eH# (19)

ktdre zapisujemny w postact parametr yeznes

X—=Xp =D I+ s
V=l =g, 1+4,s 1,5e A (20)
=y =iy

lub w pastaci wyznucznikowef

| X=\p P, P2 |
F=de 4y 4 =0 (21
z Fy s

be—zy

Rownanie tej plaszezyzny mozna tez zapisaé w postaciach {16), (17} lub (18), przyimujac
N = p; xvy. Kuzdy 2 warunkow (19), (20). {21) jest rOwnaniem pewne) plaszczyzny wtedy
i tylko wiedy. gdy v, x v, # (.

Plaszezyzna przechodzaca przez trzy nﬂincarnc punkty P, P,. P, my rOwnanie
wynikajace z (21) przez podstawicnie ¢, = PP . vy =ﬁ.

Plaszczyzna G przechodzgca przez punkt Py i nicrdwnolegla do osi Oz ma rdwnanie
kierunkowe ukazupgee punkt P,

Ty = miX— X)) {22)

i rdwnanie kicrunkowe zredukowane
z=mx+nyr+c {23)
gdzie ¢ = zy—mxg—nyg. Liczby m 1 n sy wspolerynnikami kierunkowymi prostych,

wzdtuz ktorveh G przecina plaszezyvzny Oxz 1 Oyve.
Plaszczyzna przecingyaca osic Ox, Oy 1 Oz w punktach (¢, 0.0), (0.5.0) i 10,0,¢)
abe # 0, ma rownanie odcinkowy

Odleglosé puakty M = X, vy o) od plaszezyeny Grdx =By + Cz+ 0 = 0 wyraza
S§1g WZOTCH

i -
diSUM. Gl = =iy~ Bay + Cry Y 125}
ideic N = | AT

Niech beda dunc dwie roime plaszczyzny (rownolegle lub przecinajace sie)
Gy A x+B,y+Ciz4D, =0, GyuA,x+8,y+C,2+D,=0
Pek plaszczyzn wyznaczony przez plaszezyzny G, i G, ma réwnanie analogiczne do
rownania (11). Jesli plaszezyzny G, 1 G, przecinaja si¢, (o plaszezyzny dwusieczre H, 1 H,
plaszezyzn G, G, maja rownania analogiczne do roéwnan (12).
Jedli plaszczyzny G, i G, prrecinaja sie, to uklad réwnan
A x+By+C, 24D, =0, Ay x+B,y+Coz+ D, =0 {26)
jest rdwnaniem krawedziowym proste) [ = G, ~ G,. Prosta | jest rownolegha do wektora
[A l‘Bl!_Ci] x[A5 85, C,1
Jesli prosta { jest nie prostopadta do 0si Ox, to jej réwnanie moze byé sprowadzone do
postaci
¥y =mx+b, z=nx+¢ (27
i wowczas rownania y =mx+h, z=0 wyznaczajys rzut [ na Oxy, a rownania
= nx+¢,y =0 wyznaczajg rzut [ na Oxz.

5.28. Napisa¢ w postaci proporgji podwojnej rownanie prostej prze-
chodzacej przez punkt P, i rownoleglej do wektora v, majac dane
a) P, =(1,-3,0), o=1{3-2,5]
b) P,=(2,3,4) vr=11,1,0]
¢} P, =(2,3,4), v=[0,1,0]
d) P, =(2,3,4), ©v=11,0,0]

5.29. Napisa¢ w postaci parametrycznej rownanie prostej

x-1 y-3 z-5
a) =T T g b) 2x+3 =4y+5 =8z

€) 2x+3=y—x==z4+y d) 2x+3y+4z=35, 6x+7y+8z2=09

5.30. Napisa¢ réwnanie prostej przechodzacej przez punkty
a) P, =(2,3,4, P, =1(543)
b) P, =1(2.3,-1), P, =(00,72)
¢) P,=1(2,3,4, P, =(2.335
d) P,=(2,2,2), P, ={(LL11}

331, Napisa¢ rownanie prostej przechodzacej przez punkt P, =
= (xq, Yo» Zo) | rOWROleglej do prostej
x—1 y-3 :z-5
a} =1 —
2 4 6
x—1
2

b) x+!=y-2=2z+3

¢y

=3—y=z d) 2—"=-’C+J«’=X+}-‘+z
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5,32, Napisa¢ rownanie plaszczyzny, ktéra przechodz przez:

5.33.

3.34.

5.35.

5.36.

5.37.

a) punkt (1, —2, —1) i jest prostopadta do wektora [1, —3,2],

b) punkt (0, 2, 5) i jest rownolegla do wektordéw [1, 0, 0]
i[2,1,-3],

¢} punkty (1,0,2),(—1,2,2) i (0,3,4),

d) dwie proste rownolegle 1,:x/2 = y—1 = (z+2)/3,
[,:(x—3)/2 = y = z/3,

e) prosta x/2=y—1=(z+2)/3 1 jest rownolegla do prostej
x=y=1z/3

Wskazaé wektor prostopadly do plaszczyzny

X z
a) z=mx+ny+c b) —+X+—=1,abc;é0
a b ¢
Obliczy¢ objetos¢ czworoscianu ograniczonego plaszczyzng z =

= 2x—3y+6 i plaszczyznami ukladu Oxy:.

Wyznaczy¢ punkt wspdlny

a) prostej x+ 1! =2y+2 = z 1 plaszczyzny x+2y—z =0,
b) prostej x+1 =z,y = 01i plaszczyzny x+2y—z+1 =0,
¢) prostej x+1 =z, y = 01 plaszczyzny x+2y—z = 0.

Zbadac, czy istnieje punkt wspolny prostych I, 11,

1
a) 11:3x:y=%, Lidx=y+1=z-4
x+y+z=1 x+y—-z=1
b) I: 1,
) ’{x—y—z=2’ 2{x—y+z:2

) 2x3=y+l=z lLix=y=z
Wyznaczy¢ cosinus kata prostych 1, i1,

X=X Y= I—4 XXy Y—¥, z—Z

a) /, ,
P1 qy ry 5 d; T,
b) Il:x—xo.__y—)fo:z—zo, Liy=mx+b,z=nx+c
P q r
y z—1 x y+l z-1
Iix=2=C1 o=t 7
Olix=3==5" hLiz=7 6
x—1 z2—5
d) I =y = o dpx =3t y=1t, z=—2+3, teR

3 2
e lix=y=—z, [;:2x-3y=0, 5y—2z+1=0
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5.38. Wyznaczy¢ cosinus kata plaszezyzn G, iG,
a) G A, x+B y+C, z+D; =0, GpA,x+B,y+Cyz+D, =0
b} G;:Ax+By+Cz+D =0, Guz=mx+nyrc
¢) Goz=mx+ny+c, Gyux= 0
d) Gpox+y=0, Gpx—z=0
539, Wyznaczy¢ sinus kata prostej ! i plaszczyzny G
x=Xo_Yy=¥o_7=%

a) I , G:Ax+By+Cz+D =0
P q r
x—1 y=-2 z-3 _
: = = ., G:Tx+8y+9z+10=0
by =3 5 76 Y
x—1= _i2 G:x+y—z,/2=0
¢} hx— ——y—\/z, :

Rzut prostokatny w przestrzeni

Rzut prostokatny punktu M na plaszczyzng G jest to punkt wspdlny plaszczyzny
G i prostej g przechodzacej przez M i prostopadiej do G. Rzut pros?okqtny p.unktu M na
prosta | jest to punkt wspolny prostej li plaszczyzny L preechodzyce) przez M i prostopad-
kjdo L

5.40. WyznaczyC

a) rzut punktu (0, 3,3) na plaszczyzng 2x+3y—-z+1=0

b) rzut punktu (1,0, —2) na prosta x+ y—2z=0,x—y+3=0.
5.41. Wyznaczy¢ punkt symetryczny do punktu (6,2,9) wzglgdem

a) plaszczyzny 2x+y+z+4 =0,

x+7 y+3 _ z+6
b) proste S

cox—=1 z+8
5.42, Wyznaczy¢ rzut proste) - = y—1= — na plaszczyzng

2x—y+3z+23=0.

5.43. Obliczy¢ odlegloé¢ punktu M od plaszczyzny G, majac dane
a) M =(3,51), G:2x—3y+4:-10=0
b) M =(2,3-5), Gz=4dx—-8y+l
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544,

5.45.

5.46.

547,

5.48.

549,
5.50.

55].

Na proste] x = y = z znalez¢ punkt, ktérego odlegtosc od plas j

czyzny 6x —2y+3z—14 = 0 jest rowna 1.

I

. x+3
Wykazac¢, ze prosta

=y=1z—1 i plaszczyzna x+3y;-
—5z+2 = 0 sg réwnolegle i obliczy¢ ich odleglodé.
Obliczy¢ odlegtosc punktu M od proste;j |, majac dane

x=1 y+2 =z-4
2 3 6

b) M=(3’415)1 I:X'i'y*Z:O, xfy-l»-z.':2

a) M =(543), [

Obliczy¢ odleglosc prostej |, od proste;j ! 3, Majac dane
x—1 z—2 2x—2y—z+11 =0
Iy = l=—>", I
a) by =y 2 0 2 {3x—2y—2z+16 =0

-1 —4 x= -2t
P A S SR RANP Nt
—4 3 z=2t+42

Zadania trudniejsze

-1 -
Wykazaé, ze prosta [ x—z— =y= — Jjest rownolegla do ptasz-

czyzny G:2x—2y +z = 0, a nastepnie wyznaczyé rownanie prostej
p zawartej w G, rownoleglej do [ i odleglej od ! o 5.

Dane sa dwie plaszczyzny G:x+2y—2:4+1 =0 oraz H: 3x—
—4z+2 = 0. Znalei¢ prosta p réwnolegla do Gido H i odlegla od
Giod Ho 2

Dana jest prosta l: 2x = y = z—1ina nigj punkt P, = (0,0, 1) oraz
prosta k:x = y,z = 0. Wyznaczy¢ rownanie prostej p przechodza-
cej przez P, prostopadlej do ! i majacej punkt wspolny z prosta k.

Czworoscian 4BCD o wierzcholkach A = (0,0,0), B = (3,0,0),
C=(0,2,0), D=1(0,0,5) przecicto plaszczyzna G: 20x—15y—
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5.52.

5.53.

_ 747 +48 = 0 na dwie bryly. Obliczy¢ objetosci tych bryt i pole
przekroju.

Czworoécian ABCD o wierzchotkach A4 = (0, 0,\0), B = (3,0, Q),
C=(0,31), D=1(333) przecigto plaszczyznag G:z = ¢ na dwie
bryly o rownych objetosciach. Wyznaczyc ¢.

Plaszczyzny G:2x—-y+35z--1=0, Gux+y+2=90 wyznaczaja
pewien pek plaszezyzn. Wyznaczy¢ plaszezyzng G na}ezqw do
tego peku i spetniajacy jeden z nastgpujacych warunkow:

a) G przechodzi przez punkt P = (3, 4,5), }
b) G jest rownolegla do p}aszc;yzny x+y+z=0
¢) G jest rownolegla do proste) x=y=z
d) G jest prostopadia do proste] x = ¥ = Z,
e) G jest rownolegla do plaszezyzny x+y+z = 0.
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Rozdzizl 6

Ciagi i szeregi liczbowe

Ciag liczhowy

Ciﬁqg tiezbowy nigskonczony (krotko: ciqg) Jest to funkgja, kiérej dziedzing jesi zbidr
A" lub .47y, a przeciwdziedzing dowolny podzbidr zbioru #. Argument tej lunkcjt
nazywainy wskainikiem i oznaczamy zwykle litera n; wartosc tej funkcji (odpowiadajacy
wska.zmkowi ) nazywamy n-tym wyrazem ciagu i oznaczamy zwykle symbolem a;
ciag za§ oznaczamy ) "

{a,} lub (a,,a,.)

U@owa. Jesli cigg jest dany wzorem okrcilajgcym n-ty wyraz w zaleznosci od
wskaznika n, ap. wzorem g, = n(n+ 1), to w ponizszych zadaniach piszemy tylko prawg
strong tego wzoru. ’

6.1, leiczyé pie¢ poczatkowych wyrazow ciagu, ktorego n-ty wyraz
Jest dany wzorem

n-+1 . o n
a) 5—- by (—1)*cos T c) ZE

ni4l )
6.2. Obli.czyc' Pig¢ poczatkowych wyrazéw ciagu okredlonego rekuren-
cyjnie (Zarys, s. 27)

2a,+1
a) a, = 3. Gy =00 b) a, =0, a, = I, anv2=‘?,7;

— 80 —
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Monotoniczno$¢ i ograniczonosé ciggu

6.3. Zbadaé, czy ponizszy ciag jest monotomiczny i poda¢ rodzaj
monotonicznosci {Zarys, s. 185)

n+1 Int+5n—-13 nx 1 n
e A . d tg - —
a) n*+1 b) n’+2n €) cos 6 ) B © n!

n

n 1 .
f) a, =1, ey = — 2) cos h) 1000 n—n? 1);

R

6.4. Zbadadl, czy ponizszy ciag jest ograniczony
n+3 ., nm\" 1 1
-—— — tg- d) tg—
1) e b) (sm3) c)cgM ) g,

e) \/rr; f \’ﬁ g) ncos% h) 1000n—nr*

Granica skoficzona ciagu

Powiedzenie, ze granicq ciggu (a,} jest liczba g, albo 7e ciqg (a,) jest zbiezny do granicy g. co
zapisujemy
lima,=¢g lb lima,=g lub g,—3g

oznacza, z¢ dla kazdej liczby dodatniej ¢ istnieje liczba & taka, ze dla kazdej liczby
naturalnej n jesli n > 4, to la,—gj <=

6.5. Udowodni¢ wedlug powyzszej definicji, Ze

3 n n+2 v+l
20 b 0 U A
%) n+35 0 b n41 ) n+7 ) n
YA 2 _
/n®+n+1 n“—n n \/;
N i+l AL S  ALN
e) n _+1 f) n2+n g) n+\/;_’

Granica nieskonczona ciggu

Powiedenie, 7e graiiic e ciggu (u,) jest plus nivskordc.onesd, albo ze cigu (a,) jest rozbieiny do

L0 zapisujemy
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bm e, = o lub limg, = lub a,— =

nov

oznacza, ze dla kazdej liczby A istnieje liczba & taka, zc dla kazdej liczby naturalnej » j
n>ad taa, > A

Powiedrenie, 7c granicy ciggu (a,) jest niimes nieskodiczonodé, albo ze cigg (a,) jest

ruzhieiny do — oo, co zapisujemy

lima, = - lub limag, = —x lub a,— —x

a— g
oznacza, 7 dla kazdej liczby A istnicje liczba J taka, #¢ dla kazdej liczhy naturalnej » jeéli
n>d o, < A

6.6. Udowodni¢ wedtug definicji, ze

ayn-x blgn—=ax )2 da—-xdlaa>1
2ﬂ i 2”

¢ja"=0dlalagl<l ) == g S—ox h —-0

R n n!

L

n
i ——=
n!

6.7. Udowodnic wedhug definigji, 7e

— , I
a) J100—n—> —oc b) 100n—n*—> —x ¢)lg-—> —x
n

Rachonek granic ciagow

lesliu, wa b, = bt a,+b, ~a+b u,—b, =+ a—h ab, —aub
Jeslia, —a. b, b b # 0 b #0,t0 ab, —ab

deslia, =0, a, > 0.to 1'g, - .

Reslia, -0 @, <0.10 Vg, = — x.

Jeshi = o La, — 0.

Jefia, = «. b, > 7. toa,h, — =

Jeshia, — 2 by —+h>0,10a,b,— 7.

Jeslia, =~ nob, =+ b <010 a,b, = ~ .

lawilog, =z b, 0 to wyznaczenie granicy ciagu a.b, wymaga szezegotowych
hadan

desha, = % b = v toe,+b, — 7.

Tl w s b Mo a, +b, —

fesit ¢, — 7 h,— — 10 wyznougenie graniey clyet o, F wrman saezerAtowsch
Prdnn

6.8.

6.9.

6.10.

Wyznaczy¢ granice ponizszego ciagu, o ile ta granica istnieje

1 1 100 1 1

g .~
| 1 n 3n+1 )
! 1 by 17 i) 0"
or(0+]) 0% 0 Wy
2+;

1 " 1 " L 100 "
v w0 (i o (5] me () 0 (7)
1 100 1\ 1 n
P) (1+n) q) (HW) r) (1~100) s) "Un
" 100" 1000
t) \"/ﬁ u) \”/m Y) }11?80 w)

Z) e
Wyznaczy¢ granicg ponizszego ciggu (a, b — liczby stale}

b 1 1
a)\/% b);—g+3 c) a+; d) (a+;)(b+;)

100 100 10 in—1/n .
e) ( 4)»—

n!

- h) sin"
D m B VYY)

n
i) sin"g i) sin"n k) (2) I @ m) (1 4 a?)"
m(+a) " 9@ P @ (=n" D Y

] 10 1 2n
s) /100 6 2100n2 w) (1—5) v) (l—ﬁ)

S Lo et
%) n X) 100n? ¥ n! n"

Wyznaczy¢ granice ciggu

a) 1—100n*+n* b) n’=n> ¢)

fon? 41 f)5"+1000
e)\/n2+4 5n+1+1

6n° —2n 6n* —2n
2n®+1 nf+1
m+2P—-(n=-2°
(n+2P+(n-2)°

g)

—83 -
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S i
iy Y@y Y vy

k) \,fn+4ﬁ\/,r; ) /3n*+2n—5-2n m) ./2n+5—\/2n+3-

n) \/En:g—-.m+3 0) an(v/?f:fmvfﬂ)
p) ‘\/n-l— n H\,/n—\/;

6.11. Wyznaczy¢ granice ciqgu

2
a) n°—(100n)* b) . —10n"-n o 4nil
3 +12n% +1 n*—n+n

(J’I-f— 1)100 (n+1)100 (n+1)100
nr2 9 e D
) (n4+2P —(n—2)° (n+2)°—(n-2)°
(n+2)3+(n+])3 )(n+2)2 (n—2)2

) /4 +21—5-2n j) /Sn*+2n 5—2n

SN R BN m
—n+4 \/: +y /n+2
6.12. Wyznaczy¢ granice ciagu (¢, k — sta}e, ceR, ke A)
Q“H- 2 —(n—2)* n+2¢—(n--2)*
(n+2 +{n—-2) ) (n+2)?+(n—2)%
c) \/!13-#-‘711— n d) m+n
&) J2n*+Tn—n ) Yn*+7n?—n

d)

g) 1 h) !
Hn*4+nd—n Yn*+n?-n
N i
D Do W Yee>0 DY m) Yene>0
n) Yent,c >0 o) 01=1=an+1=£
a

6.13. Dla jakiej warto$ci parametru & ci __ kntk -
agae, =———
g (k+1)n=5 ma granicg

rowna
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6.14.

6.15.

6.16.

6.17.

6.18.

6.19.

43

a)2 b 12 ¢ d)0
jaka liczba nie moze by¢ granicg tego ciggu?

Wykazac, ze
lim sgnsin?{nlnx) = Odlaxe2
S 5 T l1dlaxe 2
Wykazac, ze
{dlaxe2
3 H 2kf .| -
tm Cpm ot = {0

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach, wyznaczyC granicg
ciggu

1
a) /243" b &S5+n ¢ ;sinnf-

q (=3 )4 = (2" —1)/2" dla n parzystych
) 4 "~ (2" + 5)/2"dla n nieparzystych

Wykazaé, ze ciag (a,) okreslony ponizszym wzorem nie ma granicy
a) (—1) b) cos? ¢) cos-? d) (-2 € (—n)

—3p 9 (=1

3
i !

¥ 2—(—1)
Wykaza¢ zbieznos¢ i wyznaczy¢ granicg ciagu (a,) okreslonego
ponizszym wzorem rekurencyjnym

ﬂ.) a, = \/rg7 Arp1 = &/ 6+a;

1 1
b) a, =4 due =a,+§ai

1
¢ya =2 a,,, = E(anﬁ-l/a,,)

Pierwiastek kwadratowy \/E , ¢ >0, wyznaczamy z dowolng
dokladnoécia za pomoca pary Ciagow

a, —dowolna liczba dodatnia b, = clag

a, = (ag+bo)/2 b, = ¢/a,

ay = (g, +by)/2 b, =cla,
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Wykazac, ze dla ¢ = 2, a, = | otrzymujemy
1414211 = by < /2 < a, = 1414216

Niech a,, # \/Z'. Wykazaé, ze

1"by<b, <. <h, <. <

2° lima, = limb, = V/F

V/E<...<a,,<...<a2<a1

6.20. Pierwiastek szescienny . Ye. 0 >0, wyznaczamy z dowolna do-
kladnoscia za pomoca pary ciagow
a,—-dowolna liczba dodatnia b, = ¢/a}
a, = (2ay+by)/3 b, =c/ai
a, =Q2a,+b)/3 b, = c/a3

Wykazac, ze dla ¢ = 100, a, = 5 otrzymujemy

4,641586 = by < Y100 < a, = 4,641589

Wykaza¢, ze ciagi (ti,;), {(b,) spelniaja zwiazki analogiczne do
zwigzkow 1° 1 2° w poprzednim zadaniu.
Uwaga. W podobny sposob mozna obliczy¢ V¢, ¢ > 0, se.t",

6.21. Korzystajac z réwnosci

1\" 1%
lim(1+) —¢, lim(]—-) 1
n ] e

wyznaczyC granice ponizszych ciagow

a) (1+l)n+1 b) (T*I)n+l c) ( l)nl
h n

1 2n 1 Sn
d) ([+ﬂ) ( ) ( )
1 1\t { \2n+1

g) (1+n“ﬁ) (|+;) (]+’)”+!)

. ] n l I 2n
p(1e5,) 0 (=5 o "*)

i n—1 4n+3

™ (]_Hf) " (n+l) ( 1)

(1 1 \5t ) 1+‘_# ) 2

P 2n+5 1 W 4n+1
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6.22. Obliczy¢ granicg clagu

14243+ .. +n 1+2434. 0

) — n+1 [ﬂ-r])z
14+2434 ... +n d)1+a+az+ +an,|ak<l,!b1<l
(n+1)° 1+b+b3+ .. +b
14345+ .. +(2n—=1) 1 +5+94+ .. +(4n;1)
©) 244464 ... +2n T 14243+ .. +n

1 1 1 1 1 1

— 5t h e b
Bttt e )\/112-}-1 N NEEE

it +a2+—fi , (a,), {b,) sa ciggami arytmetycznymi.

by+b,+ .. _+b,’

Szereg liczbowy i jego suma

.. to clag sum s, = 4, +dp+ .owad,

h o,y
céli jest dany clag liczbowy o wyrazach u,.
e i . 1 o7naczamy

nazvwamy szeregiom ficzhowym {krdtko: s.t’hlﬂ(m) o wyrazach a;.d;
¥ | )
a, +us+ .. lub Z d,

=1

)

granica lims, = s isimigje i jest

Q SUMY §, NUAZYWdny Sumami ¢ esciowymi szeregu (1) Jesli
1 WOWCZAs wmbol 11y oznacza

sl\upuum (o mowimy, e szcreg (1Host zhiv2ny Lmasumg s s{i
zaTewno szereg, jak i jego sumg). Jesli zas granica tu nie istnigjc lub jest nieskonczony, o

mowimy, 7e szereg (1) jest rozhieZny inic ma sumyvl

6.23. Obliczajac s, i lims,, OTZec Czy pOnizszy s7ereg jest zbiezny 1 Juka

ma sume
1 1 £
R T e
D 150 " 100 T 100 =100
by 4004200+ 100+ . = ¥ 400 ()
n=0 T
< I o
‘:__ ol _ \ . 7-7_211
) 10?) A0 T o0 T T = a0
10 100 100 L= G
87 —
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) + ! + : + —i L
Y1273t T Lome
Dot r = 2

I 5057 T S @n-1)2n+ )

Warunek konieczny zbieinosci szeregu

Jedli szereg (1) jest zbiezny, to lim @, = 0. Jesli ta rownosé nie zachodzi, to szereg jest
rozbiezny. Jesli za§ ta réwnoi¢ zachodzi, to nie wynika 7 nigj zbieinosé szeregu
i rozpoznanie, czy szereg jest zbieiny, wymaga dalszych badan.

6.24.

6.25.

Zbadac, czy ponizszy szereg speinia warunek konieczny zbiezno-
Sci, a jesli spetnia, to obliczyé lim S, 1 OTZ€C, Czy szereg jest zbiczny
i jaka ma sume

X nton = 2 1 X Iy
a) ngl n2+n b) ngznl_l C) nglg d) ngl (1 +;)
O 2ﬂ+3ﬂ o aﬂ+bﬂ
e) ’Z_‘l o f)ﬂ;1 g 6> Lb>1
£) isin% h) icosné—n i) i(\/_—./n—l)
n=0 n=0 n=1
Yy — & K Y : 0
) Eu%—n@ﬁ ’,,;(an+1—a)(an+1)’“>
1) ’El o m) ’;1 lg(l +;) n) ,,g‘znlgn

Wyznaczy¢ zbior wartosci x, dla ktérych dany poniZej szereg
geometryczny jest zbiezny. Wyznaczy¢ sume tego szeregu

a) i(xz-Bx+1)" b) i( 2 )ﬂ c) iSiﬂ"X
G n=1

2
Hn= n=0 X —3

d) Z tg” x

n=1
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Kryterium porownawcze

Jesti nierdwnosé 0 < a, < b, zachodzi dla prawie wszystkich wskaznikow n, ;o.

5 . . e . . . a

lf se zbieznosci szercgu o wyrazach b, wynika zbieznosc szeregu © wyrazac 'i; ,
. H 107 oo SV TAZAC .

2" ¢ rozbienosc szeregu o wyrazach a, wynika rozbiczno$¢ szeregu o wyTaza R

6.26. Korzystajac z tego, ze szereg harmoniczny rzedu r

jest zbiezny dlar > lirozbieznydlar < 1 oraz stosujac kryterium
porownawcze, orzec, czy dany szereg jest zbiezny

> 3n+1 > 3n+1 z |
2 n§1 n*43 b) ,,gz n*-3 ) ;1 5n* -2

o £} o sinzn -4 J_
9 ,,; Sn+2 ) ,,;1 n? D n; nsin’n

© 4 © 5 X onil
——h
2) "2‘15n2+2 ) L 5n—4

n=1 n=1
X 2
* 3n+1 x n+1_ cos“n.
D ,,;2;1—33 k) ,,;2 n®—n? ) ,,Z‘,n(nJrI)
* n+l hid n+1 0)"2‘: n—L
m 2 n*—n ") Z‘,__n_ LN -n’
n=2 n=

> —Jn+1 w2+l
n S n+2nﬂ+1 Q) Z\/—— vl

n=1

1. 1 z 1 i o _1{051
Y —sin s) Y. - cos t) nglnz ;-

n=1 n:ln

Kryterium ilorazowe i kryterium pierwiastkowe

Szereg a,+a,+ .. © wyrazach dodatnich jest zbiemmy, jesli lima,,,fa, <1 lub
g 1

— - T . '/— 1
lim \"/a < 1, naiomiast jest rozbiezny, jesli lima, , ,/a, > 1 lub lim/a, >
H
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45



6.27. Zbadac, czy ponizszy szereg jest zbieZny
x 2"??' X 3?!}]!

a) 2, - b

n=1 n=1 1

(Qn'

. nr

i

c)z

d) E ({'*”E"%0.0I)" €) z ( —0,01)" 1) - e
=1 w1

a=1

“oon - ._n)
g)nZ1L+1 n‘g‘il i Y =

‘I'

(Sn '3" {4n)! 47 () 5
% Z k) Z ni'" J >- (_HLS
= 1"

n=1 n=1 m=

,,‘— o ; £ [n+]}]n r . ’]
m) Z 7[1’!2) n) gl 3,, 0) Hzl [ ') IO" p) Z Sin- —

6.28. Zbada(, czy ponizszy szercg jest zbierny
(22 oo

W IES D YT oY

P n "
RN

V"n+5' ¥ ” +1 T ()i+1}n

2

1 N +1 Zon

i "1] o
o L) » ZQ’” )Y

St e R

. 1-2 :
i+ --—+m— = o
1-3 ,,‘_V"l 2n 1)" k) n;, (2m!
Umowa. Nickicdy. dla uproszczenia zapisu, piszemy znak sumy Z, nie
podajac granic sumowania.

6.29. Zaifiac‘iajac, 7e liczby a,,a., ... sa dodatnie, udowodnic, ze:
a) JeSli szereg X g, jest zbiczny, to szereg T u? jest zbiesmy:

L . . 1
b) jesli szereg T« jest zbieiny, to szercg X —a, jest zbhiezny.
" 3

6.30. Udowodnic. 7e jesli szeregi X a2

i Zh? sa zbie7ne, to szere
Z{a,+h,)? jest zbiezny. ‘ ¢
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Kryterium Leibniza

gaeregiem naprzemiennym nazywamy szereg, ktorego wyrazy si na przemian dodatnie
. yjomne. Jesli w szercgu naprzemicnnym moduty wyrazow twouzq ciag maljacy do 0.to
gzereg ten jest zbiczny.

6.31. Zbadal czy ponizszy szereg jest zbiezny

X (_1)1’[ ( 1] x*L (_I)n
a) ngl \% n—l\/—_'f']“l“\/' c) ng(l\,fn‘f'l-*\/;
L (=1 (—1y/n -
4 ,,;1 2n 2 n; n+1 g
© (_1)7: L m 1— (_1)11
h —_
g) n=1 n’ )nzl )ngl n

Zbieinoéé bezwzgledna i zbiezno$¢ warunkowa

Méwimy, z¢ SZereg o, +a,+ .. jost zhieiny bezwz zglednie, jesli szereg lay|+|ay+ .
jest zbiezny. Szereg ?blezny bezrwzglednie jest zbiciny. Méwimy, 7c szereg a, +ay + .
jest zhiezny warunkowo, gdy szereg ten Jest zbiczny, alc szereg |a, 1+iuzl+ jest
rozbiezny.

6.32. Zbadaé, czy ponizszy szereg jest zbiczny bezwzglednie, czy zbiezny
warunkowo, czy rozbiezny.

a=1 M a=1 1 n 1\/‘n+1—\:’n
X (__1)11 x (_ ‘l)ﬂ x n_‘l n
d) )
ngl (n_]_])ﬂ ngl\/ n+1+\‘n n=1 n
i sm nx T OCOSHX .. & cosSnT
g) Z - Y - D
niln\f” n=1 n
T S ] / . . 4 n 1_ ]
ML E (ﬂ”“, 41+ cos !) Y L
n=1 \,n a=1 V3 P

46



Mnozenie szeregéw sposobem Cauchy’ego (Zarys, s. 214)

6.33. Zakladajac, ze [x| < 1, ac R, be R, sprawdzi¢ rownosci

a) (1+x+x+ J0+x+x3+.)=1+2x+3x%+ ..
b) (1+x4x*+ )1 —x+x2— )} =1+xT4+x*+ ..

a’ bh? 2
- +b

+

Rozdzial 7

Funkcje jednej zmiennej (granice, pochodne)

Funkcja jednej zmiennej

Funkcjarzeczywista jednej zmiennej rzeczywistej, zwana krétko funkcjy jednej zmiennej, jest
1o funkeja, ktérej argumenty i wartoéci sa liczbami rzeczywistymi. Niech foznacza funkcje
jednej zmiennej, D — dziedzing tej funkgji, x — argument. Niech y oznacza warto$c funkgji
§ odpowiadajaca argumentowi x. Wowczas piszemy
y=fx {(n

Zachodzg zwiazki: xe D < #, y e . Zbior & wystepuje w podwdinej roli: jest przestrzenia
zawierajaca argumenty funkgji i przestrzenia zawicrajaca wartosci tej funkcji (mowimy, Ze
sa tu dwa egzemplarze tego samego zbioru #). Zbior # uwazamy za przestrzen z metryka
euklidesowa; punktami tej przestrzeni sg liczby rzeczywiste, a odlegtoscia punktow a, b jest
ja—h|. Przestrzeti # interpretujemy geometrycznie na osi liczhowej; w odniesicniu do
argumentow jest to 0 Ox, a w odniesieniu do wartosci funkcji —— o Oy.

Wykres funkcji [ jest to zbior par liczb x, ) takich, ze xeD. y = f(x). Stanowi on
pedzbior przestrzeni #2. W interpretacji geometrycznej na plaszczyznie Oxy jest to zbidr
punkiow (na ogot linia).

Otoczenie, sgsiedztwo

7.1, Napisa¢ nieréwno$¢, ktora zachodzi wiedy i tylko wtedy, gdy

a) x nalezy do otoczenia punktu ¢ o promieniu J,
b) v nalezy do otoczenia liczby g o promieniu ¢,
¢) x nalezy do sgsiedztwa punktu ¢ o promieniu 4,
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d) x nalery do pewnego sasiedztwa punktu o,

e) x nalezy do pewnego sasiedztwa punktu — o,

f) x nalezy do prawostronnego sgsiedztwa punktu ¢ o pr
mieniu o,

g) x nalezy do lewostronnego sasiedztwa punktu ¢ o promieniu §,

I
H

7.2. Wiskazac liczbe 8 taka, aby otoczenie punktu \/E o promieniu §
a) nie zawierato zadnej liczby catkowitej,
b) zawicralo dokladnie jedna hczbe catkowita,
¢) zawieralo dokladnie dwie liczby catkowite.

Punkt skupienia

Niech € oznacza liczbg rzeczywista lub o lub — oo, Punkt C nazywamy punktem skupienia
zbioru Z, Z « #, gdy w kazdym sasiedztwie punktu C znajduje si¢ co najmniej jeden punkt
zbioru Z.

7.3. Zbidr Z jest suma trzech zbiordw: zbioru liczb naturalnych, zbioru -

odwrotnosci liczb naturalnych i przedziatu (1; 2). Wskazaé wszyst-
kie punkty skupienia zbioru Z.

7.4. Zbadac, czy punkt O jest punktem skupienia dziedziny funkcji

! —
a) sin- b) Inx ¢) /x—-1 d) s.inl
X X

7.5. Zbadac, czy punkt oo jest punktem skupienia dziedziny funkcji

a) arctgx b} sinx c¢) arcsinx d) /sinx

7.6. Zbadaé, czy punkt — o jest punktem skupienia dziedziny funkgji |

a) 2 by /x*—1 ¢ 1-x* d)tgx

Definicja granicy funkcji

Niech C oznacza liczbe o, Jub «, lub — o0, Nicch G oznacza liczbe g, lub . lub — . Niech
C bedzic punktem skupienia dziedziny D lunkgji . Powiedzenie, ze granicq funkcji
{ w punkcie C jest G albo, ze f(x) dazy do G, gdy x dazy do C. co zapisujemy

—94 -

Gm fix) =G albo f(x}— G, gdy x = C ()

x=C
oznacTa, ¢ dia kazdego otoczenia U punktu G istnieje sasiedztwo S punkiu C takee, 7¢
jazdemmu argumentowi x nalezacemu do § odpowiada wartosc funkeji £ (x) naleszaca do U
Tg Lotoczeniowy” definicig granicy wyrazamy zi4 poOMoca DICrownoscl, rozrozniajae
‘ e ' B : -
y przypadkow w zaleznosci od tego, co oznacza C 1 co oznacza G (Zurys, s. 218-220,

7.7, Napisa¢ za pomoca kwantyfikatorow. nierownosel 1 implikacj
definicjg granicy funkcji (wediug Cauchy’ego) w przypadku
a) limfi{x)=g¢g b) lim f(x} = o ¢) limf(x)= — =«

X-t¢ x X—c

Q) him f(x)=g © lmfix)=ox fH limf(x)=~-=

X X~ X

g) lim fix)=g h) lim fix)== i) lum fixy= —x

x— — X X+ - x x— — %

78. Udowodni¢ wedtug definicji Cauchy'ego, z¢

x% —49 o 5xt-3 oox3-d
a) 112 = 14 b Finl 1 10 ¢ le{nl T
o ox—1 1 , 3y N
d) hm -; =— ¢) lim{l4x5="! f) imsmx=20
cerxt-1 2 x=0 =0

g) limcosx =1 h) limsinx=sinc¢ 1) hm \,”}' =0

x—=0 X =7 x—=0

79. Udowodni¢ wedtug definicji Cauchy’ego, ze

1 ) x4+l
a) lim 5=+ b) limlax=—x ¢ lm-——=1
x-+0X =0 xon X
d) lim (x?~5x+8)= 4+« e lim (I—x%)= —x

f) lim T g) lim (x*—5x+8 = +x

I-)—mx—l Xx— -

h) lim x*=—-=x

X = x
Granice jednostronne

Jesli funkgja f jest okreslona w prawostronnym sasiedztwie punktu ¢, to granic¢ w pun kcie
¢ funkeji f zawezone] do tego sasiedziwa pazywamy prawosironng granicy funkefs
fw punkcie ¢ 1 oznaczamy
lim f{x) lub lim fix) 13}
X =0 x—ct0O
x>

—95 _

48



Analogicznie definiujemy lewostronng granice funkcji f w punkcie ¢, ktorg oznaczamy

limf{x) lub lm fix) (4)

x ec x-r—0
X <c

Jesh funkcja [ Jest okredlona w obustronnym sasiedztwic punktu ¢, to granica funkgji

I w punkeie ¢ istnicje wicdy i tylko wiedy, gdy obie granice jednostromne funkgji
f w punkcic ¢ istnigja i sy rOwne.

7.10. Napisac¢ definicje granicy jednostronnej funkcji (wedlug Cau-
chy’ego) w przypadku

a) lim f(x)=p b) lim f(x)=cc o lm f(x)= —0

x e+ G x—ec+ 0 x-=c+0Q

d) lim f(x)=q € lim fix)=% f) lim f(x)= —x

x-+re—90 x-+e- 0 x-+c—0

7.11. Wyznaczy¢ w punkcie ¢ = 0 granice jednostronne funkcji

) 1x b))~ o d)[x]
X | xf
7.2, Wyznaczy¢ w punktach ¢=1 i ¢ =2 granice jednostronne
funkcji
1 x—1 —
DG DI 9L 5 9V

Monotonicznosé i ograniczonosé funkcji

7.13. Wskazac przedziaty, w ktorych ponizsza funkcja jest monotonicz-
na 1 podac rodzaj monotonicznosci w tych przedziatach

a) x> b) I/x ¢)e* d)inx e) Injx f) tgx
g) 03 h) 0371 i) [x] § sgnlnx|

714, Zbadal, czy ponizsza funkcja jest ograniczona w calej swej

dziedzinie oraz wskazac ograniczenia gorne i dolne (o ile istnieja)
a) y="5cos3x b) y=03" ¢) y=03""! d) p=1Inx
e) y=in(l—x% f) y=In(—x2+3x-2)
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Granice niektérych funkgji

Granica funkgi f (x), gdy
Funkga f(x)
X— — Xoc x>
const =g a a a
x - ¢ 0
e* 0 e a
sin x R sin¢ h
Granica funkeji f (x), gdy
Funkeja f(x) X —a x—+0-0 x—=+0+0 X = 0
1/x 0 — o 0
el* 1 0 o 1
S x 0 1 1 0
x
l 1/x
14— e B 3 e
x

" Granica nie istnigje, poniewaz w kazdym sasiedztwie punktu oo, wzglednie —~ oo,
funkgja przyjmuje wszystkie wartosci migdzy 11 —1.

? Granica nie istnicje, bo dla —1 < x < 0 funkcja jest nieokreslona.

¥ Granica ta jest tematem zadania 8.22 m.

Rachunek granic

Zakladamy, ze funkcje wystepujace w ponizszych wypowiedziach s3 okreslone w sasiedzt-
Wie punktu c, a ich granice odpowiadajg przypadkowi, gdy argument x dazy do c.

{j"(x)-%g(x] ~F+G

Jesiif{x) = F,g(x} = G, to < f(x)—g{x} =+ F-G

{x)g{xj— FG

Jeslif(x) = F, g(x) # 0, g(x) > G #0, to f(x)/g (x) > F/G.

Jedli f(x) > 0, f(x) = 0, to 1/f(x) - co.

Jedii f(x) < 0, f{x) = 0, 10 1/f(x) » — .

Jesli f(x) o oo, gix}= G >0, to f(x)g(x) = x.

Jei]if(x) — o, gx) > G <0, to flx)g{x)}) +» — .

-;e‘-';lif[x) — o, g(x) —~ 0, to wyznaczenie granicy iloczynu f (x) g (x) wymaga szczegotowych
adar;,
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Jedhi f(x) = x, g{x) — ¢, to f{x)+g{x) - .
Jesli f{x) — o, |g (x)} < const, to f{x)+g(x) = .

Jesli f(x) = oc, g {x) — — 5c. to wyznaczenie granicy sumy f(x)+g{x) wymaga szczegolo-

wych badan.

Analogiczne twierdzenia odnoszy sig do przypadkaw x —c+0, x 5 -0, x - o0

1X-—+— .

Granica funkcji zhozonej y = f(1)], - ;5

Niech X oznacza jednostronne sasicdztwo punktu x,, oraz U/ — jednostronne sasiedztwe

punktu ug. Jesli
1° funkcja u = g{x) odwzorowuje X w U,
2° funkcja u = g{x) dazy do u,, gdy x nalezgc do X dazy do x,,
3" funkcja v = f(u) dazy do y,. gdy u nalezac do U dazy do u,.

to funkcja zlozena y = f(g(x)) dazy do v,. gdy x nalezac do X dazy do x,.
W twierdzeniu tym x, moze oznaczaé liczbg lub o lub — oc i to samo odnosi sig do uy

ido y,.

Wyznaczanie granic

Znajyc granice nicktorych funkgji i korzystajac z twierdzen o granicach, mozna obliczaé

granice innych funkcji.
7.15. Obliczyc¢ granice
x2—2x—1 (x+1)e* . x?—4

a) lim b) lim ~———— ¢) lim
=3 x-—=5 x~0 COSX x—2 X—2

d) li ik e) lim ! 2
m [ — -
x141x -1 roiix—1 x2—1

2334+ x2—x+1

2x¥+x?—x—1

hlim sy 9 m 52+x—1
2 3
h) lim & i) fim ——

x-n5x + X +4

x-m1+xf
/5x — 5 ;
~ oK) i 5x ) lim sin 3x

) him —— m
] x— —o /x2+1 x—+35 X—S x—0 S
. tg2x . 1—cosx sin Sx
m) lim—=— n) lim———— o) li
x—=0 7x )x-'O x2 x—0 /x+3_ﬁ
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7.16.

7-17.

p) lim q) lim (l+—) r) lim (1+—)
x> X—T x— ; X x= -0 X

In(x2—-2x+1)
Ilm ————
) o IN(Xx'"+3x+1)

Obliczy¢ granice

8) [lm f: 11 b) lim x—z%ﬁ ©) lim xi;:;_— 150);1220
¢ fim ):—_ 11 ® P—-ma(xl—ii N x32—727) D Jm %

B m 75 W tim b m 25

p tim 22t g m —ZFT ) g VXL

x— - 53X 2 —X x> @ x4 ¥ 2.+.]

. o
m)hm‘}erx V232X n) lim 3—J/1+2x ) x—1

1
=0 x—=4 2 \/‘ 0) xl—r'nl 4_x—l

sin 3x sin 2x tgx —sinx
Iim — 1 im =
P) xl—-OSlﬂ 2x ) xl.r.% tgdx n Elﬂ x3

. l+xsinx—cos2x xsin x
s) lim — t) lim —
x—=0 sin“x x—-ol—cosbc

) lim [(x—-g)tgx:l v fim 28U =X) Gy iy, SRX 12

x> x/2 x—1 \/;fl sxi6 X—T/6

. 3 x+1V* x4 3V
x} li 1+ — i __ -
’xi‘;( x) Y }iff;( 3) 7) }L“;(xm)

Obliczy¢ granice

x*—d4x3—3x24+18x x¥+4x*+5x7+3x%2 -4

a) lim b) i

I 19x2 +60x—63 ) ao T D +axiiTxt6
ox*4x-=2 o x2_3x42
) lim X2 TX"2 gy fim X222+
) im s O Bm
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2 3 1 1
l. _ l' —
€) .0 (]—xz ]——x3) D i (x—-Z x2~3x+2)

— x5 4 3x2 . —x543x? —x343x2
g lim — =% gy i Xy gy XX
A X7 —X X - X" =X x—x X —X

" —x343x? . o x?2—x+3 _
D tim —e Wl T D imixes-x
9+2x—5

I YI=x¥) w) lim Y20
m)xg(x+\/ x*) m) lim s
o linYETV2EVE=2 L Ve YT

x=2 Jx*—4 x=0 X

7.18. Obliczyc granice

NS -
a) lim +Xx tx b} lim hﬁf
x=0 x x-03tg3x
. xsin5x . ﬂ—m
¢) m — d) lim o~
x-0 tg°2x x~0 sin® x
¢) lim J1+xsinx — /cos2x H Hm\/l+sinx—\/l—sinx
x—=+0 2X x—=0 tgx

2sin® x+sinx—1
m - m —5 -
x—0l+5sin2x—cos2x x=n6 28IN° x—3sinx+1

n n
cos| - +x | —cos|[s —x
i) lim c_gx_f i) lim 3 3
x=x6 X—T/6 P X
sin(n+ ) sin(n )
S t+x)— ——X -
. 3 3 : VX
k) lim ) lim (1+1)
x=+0 t E+x —tg E_x X = x
E\3 3

3 Fv2 x
m) lim In(l +/x +J/x) n) lim {52t 2"“)
X*wln(1+y;+f[x_) x=o \x —4x+2
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1 +sinx—cos x

g) li

7.19. Wyznaczy¢ granic¢ prawostronna i granice lewostronna funkcji
y = f(x) w punkcie ¢, majac dane

1 x14+x+1
— = = s, =]
8) y=r—5.¢=3 b y=—3-7">¢

2
x*+x+1 -
y=—m =1 dy y=e'71, c=1

e y=¢V1" =1

Ciaglosé funkcji

O funkgji f okreslonej w otoczeniu punktu x, mowimy, z jest ciggfa w punkeie x,, jesli

tim f(x) = f(xo)}

7.20. Udowodnié, 7e funkcja cos x jest ciagta w dowolnym punkcie x,.

7.21. Jaka wartoéé nalezy nada¢ w punkcie 0 funkcji
sin 3x 1—cosx 1—cos’x
) 5x b) x2 9 x2

aby otrzymaé funkcj¢ ciagla w punkcie 07

7.22. Wykazaé, ze funkcja Dirichleta okreslona wzorem
_ f1,gdy x jest liczba wymierna
Sl = 0, gdy x jest liczba niewymierna
nie jest ciagla w Zadnym punkcie.

7.23. Funkci¢ f okreslamy w przedziale (0; 1) nastgpujaco.: jeshi x'jest
liczba niewymierng, to f(x) = 0; jesli za$ x jest ulfamkiem skro.co-
nym m/n (Zarys, s. 29), to f(x) = l/n. Wykazag, ze funkq.a f jest
w punkcie x ciagla, jesli x jest liczba niewymierna, oraz nieciagla,
jesli x jest liczba wymierna.

Ciaglos¢ jednostronna

O funkcji f okreslonej w prawostronnym otoczeniu punktu X, ‘mé?vimy, ze jest
prawostronnie ciggla w punkcie x, jesli Iimw f(x) = f(xo). Analogicznie definiujemy
x—+10

cigglosé lewostronng.
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1

7.24. Funkcja [lgx] zwana cechg logarytmu dziesietnego i funkcja i +
(x+2)?

lg x —[1g x] zwana mantysq logarytmu dziesigtnego sa okreslone
dla x > 0. Wykazac, ze kazda z tych funkcji jest prawostronnie
ciagla w kazdym z punktow x, = 10%, ke Z, oraz ciagla (obustron-
nie) w pozostalych punktach swej dziedziny.

1
O y=—55.V=xy= X

(x+2)%

d) v=Inx, y=1/lnx
e) y=sinx, y=sin3x, y=2sin3x

)y

sinbx, y =ae*, y =ae**sinbx; a=2, h=3, k= — -

Asymptoty

Pochodna

Jesli funkcja f jest ciagla w prawostronnym sasiedztwie punktucif{x) — o, gdy x — c+0,
to prosta x = c jest asymptotq pionowq prawostronng funkcji f. Jesli funkcja fjest ciggta
w sasiedztwie punktu oc i f{x)/x - morazf(x)—mx — b, gdy x — oc,to prosta y = mx +b
jest asymptotq funkgji f dla x — oo, przy czym jest to asymptota pozioma, gdy m =0,
iukosna, gdy m # 0. Analogicznie defininjemy asymptote pionowq lewostronng i asymptote
dla x » —w.

Jesli funkcja f jest okreslona w otoczeniu punktu x i granica

. flx+h—fix)
im ="

m A {3)

fi=1
»

jest skoficzona, to ¢ granicg nazywamy pochodng funkcji f w punkcie x, a o funkgji
J mbwimy, 7ze jest w punkcie x rézniczkowalna.

7.25. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji
x2 3

b

g i

x4

(1+x)°

3
e Vxi—x ) JI—xt g /xx_l h) el=2-D

d)

a) o Zamiast f'(x) piszemy tez Z—‘E(_\') lub %f{x}.

7.27. Obliczyc na podstawie definigji (5) pochodna f'(x) funkcji
a) f()=x* b) fx)=x © f()=1x

d) /() =Yx € f(x)=log,x ) fix)=1Inx
g) f(x)=sinx h) f(x)=cosx

Przeksztalcanie wykresu

Jedli jest dany wykres funkgji y = g(x), to wykresy ponizszych funkcji otrzymujemy |

z wykresu funkdi ¥ = g(x) w wyniku obok podanych przeksztaleen Pochodna jako wspélezynnik kierunkowy stycznej

y= —g(x) symetria wzgledem osi Ox

y=g(—x) symetria wzgledem osi Oy 7 ., . L., . . .

V= g)4a translacja o wektor [0.a] 28, Napls'a.lc rownanie stycznej 1 rownanie normalnej do wykresu
y=gl(x—a) translacja o wektor [a,0] funkcji

yoo ﬁ; <o %9(;@@ mednyeh proee a a) y = x> w punkcic o odcietej x = 2,

y = glax).a zielenie odcigtych przez a o . T

y = 1/g(x) zastgpienie rzgdnych ich odwrotnosciami b) y = e, W punkcie 0 OdClct?_] x._ 0, )

y = g(x)h{x) pomnozenie rzednych g(x) przez h(x) ¢) y = sinx w punkci¢ o odcigtej x = m/2.

v=g(x)+hix) dodanie rzgdnych obu funkcji g 1

7.29. Na wykresie funkcji
a) y=x> b) y=Inx ¢) y=sinx
znalez¢ punkty, w ktdérych styczna jest rownoleglta do proste;
y=x.

7.26. Narysowac w jednym ukladzie wykresy nastepujacych funkcji

a) y=x*-1,y=1/x*-1)
b) y=(x—1)% y=1/(x—1)*
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Pochodna jako predkosé

7.30. Punkt materialny M porusza si¢ po osi Ox wedlug rownania

a) x=sint b) x=10t—5t2 ¢) x=1—e""

Obliczy¢ predko$¢ punktu M w chwili ¢t = 0 oraz wyznaczyé

chwile z, w ktorej predkos¢ punktu M jest réwna 0.

Pochodne jednostronne

Jesli funkcja f jest okredlona w prawostronnym otoczeniu punktu x i granica

foy= i IO

~0+0 h

jest skoniczona, to t¢ granicg nazywamy pochodng prewostronng funkcji f w punkcie x,

Analogicznie definiujemy pochodng lewostronng
A —
o= i JEERI)

r+0-0C h

Réimiczkowalnosé w przedziale

(6) :

M

Rézniczkowalnosé funkcji f w przedziale otwartym oznacza istnienie pochodnej f'(x)

w kazdym punkcie x tego przedziahu. Rézniczkowalnos¢ funkcji f w przedziale {a;b)
oznacza rozniczkowalnosc tej funkcji w (a; b) oraz istnienie [, (a) i f_ {b).

Istnienie pochodnej a cigglo$é funkcji

Z istnienia pochodnej /' (x) wynika cigglos¢ funkcji f w punkcie x. Z istnicnia pochodnej

£+ (x), wzglednie f°_ (x), wynika cigglo$¢ prawostronna, wzglednie lewostronna, funkcji

f w punkcie x.

Pochodne nieskonczone

Jesli granica (5) (ewentualnie (6) lub {7)) jest nieskofczona, to méwimy, ze w punkcie

x istnieje pochodnaf'(x) (ewentualnie f*, (x)lubf". (x)) nieskoriczona. Z istnienia pochodnej

nieskonczonej nic wynika ciggiosc funkgi.

- 104 -

131, Zbada¢, czy funkcja f okreslona wzorem

a) x| b) Ix(x+D © x| &) [x] ¢ sgnx ) Jx
jest w punkcie x = 0 ciagta, ewentualnie ciagla jednostronnie i czy
istniejg pochodne f(0), f', (0), /- (0) skoniczone lub nieskonczone,

Pochodna funkcji odwrotnej

Jetli funkeja y = f(x) okrestona w przedziale D jest funkc;.ia odwrotna do funkgji x = ¢ (¥)
okreslonej w przedziale W i @'(v) # 0 w kazdym punkcie y przedziatu W, to
1
fix)=—— dla xeD (8)
AV

7.32. Korzystajac z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej, wy-
prowadzi¢ wzor na pochodna funkji

A)y=x By=Yx oy=¢ & y=0,0<a#l
e) y =arcsinx f) y =arctgx g) y = arccosx h) y = arcctgx

Wzory podstawowe na pochodne

{consty =0 {Ix[y =sgnx, x#0
(xy =1 (1/x) = —1/x?
)y =r"Lr#£0 (\/;;' =1/2/x)
™y =¢ (@) =alna

(Inx) = I/x (log, x) = l/(xIna)
(sin x) = cos x {cosx) = —sinx
(tg xy = ljcos? x (etgxy = —1/sin* x
1
{arcsin x)’ = = -- {arccos xy
J1—x*
' : = --(arcctg xy
{arctg x) = Tt g
(shx) =chx (chx) =shx
{thx)y = l/ch*x (cthxy = —1/sh?x
{arsh xy = 1/ /x*+1 {arch x) = 1/, /x*—1
: = = (arcth x)
(arth ) =y =
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Rachunek pochodnych

Jesli funkeje f, g, h sa rozniczkowalne w punkcie x oraz k jest staly, to

[ (x)) = kf'(x)
[fx)+g(x)] =f(x)+g(x)
Lfx)—g(x}] =f(x)—g'ix)

[fOxhg ()] = fx)g(x)+f 10 gix)
Lfx) g (xbh(x)] = f(x}g () R{x)+f (x)g'ix) h (x) +f{x) g (x}R(x)
[f (X):I' Jx)g(x)—fx)yg'(x)
g(x) g{x)

Pochodna funkcji Zlozonej. Jesli funkgja y = fiu) jest rozniczkowalna w przedziale U,
funkcja u = g(x) jest rozniczkowalna w przedziale X oraz g(X)c U, o

[Flax)]) =ffgxg(x) dla xeX )

dla g(x)#0

Jesli funkcje y = f(u), ¥ = g(v), v = h{x) sq roOmmiczkowalne odpowicdnio w przedziatach
U.V, Xoraz {X)c V, g(V) = U, 10

[flatrixN] =/t NMghx)h(x) dla xeX (10)

7.33. Korzystajac ze wzordw podstawowych na pochodne i rachunku ;

pochodnych, obliczy¢ pochodng funkcji okreslonej ponizszym
wzorem (x — zmienna, a, b, c — stale).

1 1
b b 24b
a) ax+ ) ax‘+bx+c «¢) v d) Tid

& x/x 0 x*+c g) 2xP—x?+2 h)?

Loxi—1
);-_i-_l j);z"ﬁ k)./2x+3 l) ,3{_‘{—1
m) (x+1)* n) \/x*+x o) tgx p) ctgx

7.34. Obliczy¢ pochodng funkcji okreslonej wzorem

1 1
a) 2x2—3x+5 b) §x3+§x2+x c) 3x7_+5 d) x+\/;

€} sinSx f) cos’x g) /6x+7 h) (2x—1)¢

) (—3x+2)2x—=1) j) (ﬁ+1)(ﬁ—’) k) i;+;c
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7.35.

1.36.

)] xz—tf_—l m) (x24+1)° n) J1+x? o) cosﬁ

x2—x+1

Ix=2x+1  Jx—~1  l+sin2x
p) /cosx @) . ')\/§+1 S [sin2x
x+I l+x

t) tgsinx u) \/Tx

z) sinlnx

w) Insinx

Obliczy¢ pochodng kazdej z ponizszych funkcji
a) In(1+x2), log,(1+x2), log, (1 +x%), ig(1 +x%)

1+x2 ~1+x? A 1+x?
b)e x! 2 + E * 10

¢) arcsin x, arcsin{x?), arcsin \/; arccos x

d) arctgx, arctg(x?), arctg\/;c, arcctg x

1 _ )
e) Inx+In—, e*** e?7™* arcsinx+arccosx,
X

arctg x +arcctg x
Obliczy¢ pochodna funkcji okreslonej wzorem
) xsinx
a) sinx—cosx b) tgx—ctgx ¢) xsinx d) Trigx
1+¢* -
e) e'sinx f) xe* g) —o h) 2
X Inx

. o X |

i) xInx j) nx k) Intgx 1) T

) 2x N 1—sinx o s?nx—cosx D) e sinx

1—cosx COS X sin x +COs X

X

o DXt ?Si” H S+ 5

u) \/_" v) exp(x}) w) exp(—1/x%} z) exp(ln|x])

q)

Uwaga. Symbol exp w oznacza to samo, co symbol e™.
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7.37. Dane sa cztery funkcje

1
Sl = g ¥uny dla X 20
0 dia x=0

n=01273

Odpowiedzie¢ na nastgpujace pytania odnoszace si¢ do kazdej

z tych funkgji: 1) Czy funkcja jest ciagla w punkcie x = 072) Czy |
istnieje pochodna tej funkcji w punkcie x = 0? 3) Czy pochodna |

tej funkcji jest ciagta w punkcie x = 07

Pochodna logarytmiczna

Aby obliczy¢ pochodng funkcji y(x) = p(x)"™), tworzymy logarytm tej funkcji Iny =
=wlnp i ten logarytm rézniczkujemy y/y = w'lnp+wp/p. Stad otrzymujemy y =
= y(w'Inp+wp'/p). lloraz y'/y nazywamy pochodnq logarytmiczng funkgji y.
7.38. Obliczy¢ pochodna funkeji
a) y=x* b y=x"* ¢) y=(sinx)* d) y=x"*
e) y=x'? f) y=(Inx)* g y=(sinx)*

x*+1
h) y=—
x*—1

i) y = sin(x*)

Funkcja potegowa

Funkcja potegowa y = x* (x — zmienna, r — stala) ma dziedzing zalezna od wy-
kladnika r. Jesli r = n, ne .+, to funkgja y = x" jest okreslona dla wszystkich x. Jesli

r=—n, ne A, to funkcja y = x™" = 1/x" jest okreslona dla x # 0. Jesli r jest liczba

wymierng postaci m/n, to funkcja y = x™" jest okreslona dla x > 0 i zachodz réwnoéé
fo"l —_—

= \"/; Jesli r jest liczba niewymierna, to funkcja y = x” jest okreslona dla x > 0
i zachodzi rownos¢ y = x" =e"* We wszystkich przypadkach pochodna funkcji
potggowej jest dana wzorem (x7) = rx"" !,

Na przyklad

(12\/;3/;:) = (M) = (xS Z,f“f" AT
X
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1.39. Obliczy¢ pochodng funkeji

2 x+12.Yx
4."*

1 1 t 3 5/c 1
a);—';-l—;g b) \/-’_H'\,'x c)% ¥

(1-x7) 3 A 4/ 3 XtVX oy Yy 33

—_— xt+ 3% g —=— h) JxYx
e) x4 0 W 3/;
Funkcje hiperboliczne

e +e™ ¥ gf—e* 72{ b =El_1_x

chx = CH shx = , thx—chx, cthx T

7.40. Wykazaé; 7e funkcja ch jest parzysta, a funkcje sh, th, cth sa
nicparzyste.

7.41. Udowodnié¢ tozsamosci

er_l ezx+1
a) ch’x—sh’x =1 b) thx=Z,— ©) cthx = 55—

d) sh(x+y)=shxchy+chxshy e) sh2x = 2shxchx
) ch(x+y) =chxchy+shxshy g)chlx= ch2x +sh?x

7.42. Wyprowadzi¢ wzory na pochodne funkcji hiperbolicznych.
7.43. Obliczyé pochodna funkcji
a) sh?x b) x—thx ¢) thx+cthx d) Inchx

1
) thinx f) chshx g) arcctgcthx h) arccosa]—x

Funkcje area

Funkeje grea sa to funkcje odwrotne do funkeji hiperbolicznych. Sa one okreslone
Zwigzkami

y=arshxe x =shy y = arthx<sx=thy
vearchxesx=chyy20 y=arcthxex=cthy
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7.44. Udowodnié tozsamosci

745.

7.46.

7.47.

7.48.

7.49.

a) arshx =In(x+./x?+1)
b) archx = In{x+./x*~1) dla x3>1

I 1+x
hx =-1
¢) arthx 2nl_

da |x| <1

1
d) arcthx = Elnﬁ-T dila |x|>1

Korzystajac z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej, wy-
prowadzi¢ wzory na pochodne funkcji area.

Obliczy¢ pochodna funkcji

a) xarshx b) arshx? ¢) xarthx d) arth%

l
e) x*archx f) arche* g) arcth; h) arthe*

Wykresy, granice i pochodne

Ustawi¢ w ciag rosngcy nastepujace liczby
a) 0,Inx,lg x,log, xlog,,, x,log;x dla x>1
b) 1,sin 1, tg1, arcsin 1, arctg |

Narysowaé w jednym ukladzie wykresy nastepujacych funkcji

a) Inx,x—1,x+1,¢e

b) x,x%x% /%, &x dla 0<x<12

¢) thx, arctg x, arshx, x, shx, tgx, arthx dla x>0
d) 1/x, cthx

Obliczyc nastepujace wartosci

\/5/2), arctg0, arcctg(— 1), arctg(—1)

b) arcsin(—1), arccos 1, arctg \/5 , arcctg(, arctg |

!
a) arcsin > arccos(—
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7.50. Obliczy¢ granice

. x—4 y x—4
a) x]l_{l:C arctg =2 b} xl£n2 arctg ——— Y

. . 1—x . .
¢) lim arcsin d) lim arcctg
x—+ 1+x X = m xX“4Xx

1 1
e) lim arctg T f) lim arctg——x

x—~1-0 - x—~1+0
. arcsinx . .. arctgx
g) lim arclg x h) lim i) him
x—+0 X x=0 X X+
2x —arcsin x arcsin x + arctg x
i) lim ————— 1 -
x—0 2x+arctgx 50 sin x
arctgx . arctgx . arctgx
lim — lim
h P—I-I%) sin ) xl-’u sin x ) -0 tgx
o) lim arctg x p) limthx ¢q lim thx r) limcthx
x—x2 tgx X= @ x— - X~
s) lim cthx t) lim (chx—shx) w) hLm (chx—shx)
X=X X =@ X+ —
. arshx . archx
v) lim (x—Inchx) w) hm y) lim
X o x—* oo X
) arsh x
im
: x-warchx

7.51. Obliczy¢ pochodna kazdej z ponizszych funkgji

e
2 t ]+x2 R N xshzx
a) Intg3x, arctg(x+./ ) xﬁ

. 1=x*
b) x\/;’ x**1 In(x+./x*+1), arcsin T

Jx
+
¢) /1+x%arshx, ln1+x \/—_\/_2. arctg x

f J1 ch?x—sh?x
d) /1+In*x, arctg —\3/_ Chx—shx
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7.52.

X . -
e) ‘g_ x' 7% In(sin®x +.,/1+sin*x), arccos/1— x?

x.Yx
142 1 f

f) (1—x*)arthx, In* x, x,3/x2\“/:, arctg x +In L+x
I—2x X 1—x

In
g) e arctg /X - 1- ——=, x ¥x? |1 I«

xi=1 x
2
b) /x> Yx, (1-x) VX Hl—xn(x+./x*+1), arcsin . =%

I+x?

. sin 2x 1
2
i) x“arshx, In [——— x [~ ¥x, xarccosx -./1—x?
' 1—sin2x’ x\/_’ x

I+ xarctgx

. 1
J) lnlntgx, ﬁ, X\/;j;, xch?x
k) ,3/x4\/;, (x+ 17, ln,4/1+f, arccos /:—;%i

r
) (1+x?arshx, \/x+_l«-1n(1+\/x+‘1), 1\3@\/1’ arcctg x
X X

arctg x

Wykresy empiryczne (Zarys, s. 276)

Badajac z_wiazek mig¢dzy wzrostem czlowieka i dlugoscia jego
stopy, zmierzono u 10 osdb wzrost x i dtugos¢ y stopy. Wyniki
pomiaréw sg zawarte w tabeli

Nr 1 2 3 4 5 6 7 g 9 10

178 | 162 | 182 | 179 | 188 | 166 | 198 | 178 | 174 | 174
¥ 26 24 27 24 29 25 31 26 27 26

Wyznaczy¢ prosta empiryczng y = a+ bx, stosujac metode sred-
nich oraz

a) zaliczajac dane nr 1-5 do grupy A, pozostale do grupy B;

b) zaliczajacdanenr 1,3, 5,7,9 do grupy A, pozostale do grupy B.
Obliczy¢ sume¢ modutéw bledéw dla sposobu a) i sposobu b).
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753. Dia uktadu punktow

Nr 2 3 5
0 1 2 4
¥ 1 2 25 4,5

wyznaczy¢ prosta empiryczna, stosujac metode $rednich i zal'icza:
jac punkty nr 1, 2, 3 do grupy 4, pozostate do grupy B. Obliczy¢
sume kwadratow bledow.

7.54. Dla ukladu punktow

Nr i 2 5 6
X -2 —1 2 3
y | 6 4

wyznaczyé metoda srednich parabole empiryczna, zaliczajac pun-
kty nr 1 i 2 do grupy 4, punkty nr3i4 do grupy B, pozostale do
grupy C. Obliczy¢ sume kwadratow bledow.

Metoda najmniejszych kwadratow (Zarys, s. 278)

7.55. Dla ukladu punktéow z zad. 7.53 wyznaczy¢ metoda najmnifaj-
szych kwadratow prosta empiryczna. Obliczy¢ sume kwadratow

bledow.

7.56. Dla ukladu punktow

lNr

X
y

!

fan IS RS IS -

wyznaczy¢ metoda najmniejszych kwadratow parabol¢ empiryczng.
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Rozdzial 8

Funkcje jednej zmiennej
(przyrosty, rézniczki, ekstrema)

Przyrost i réiniczka

Przyrost 4x argumentu x i réiniczka dx argumentu x ornaczaja to samo, a mianowicie
dowolna liczbg rzeczywisty. Przyrost A J Junkeji f jest okreslony wzorem

N Af=f(x+dx)=f(x)
Rézniczka df funkcji f jest okreslona wzorem

df = f{x)dx
8.1. Napisa¢ rozniczke funkcji

1
a) x3 b) : ¢) xe* d) In(1+x%) e) arctgx

8.2. Obliczy¢ przyrost 4f i rozniczke df funkcji f oraz resztg

r = Af—df, majac dane
a) f(x) =x*+2x%, x=1, dx=0,I
b) f(x}=x*+2x%, x=1, dx=00]

1
c)f(x):m‘j, x=0 dx=005

x—1
d) f(x)=m, x=1, dx= —-0,01

e) f(x}=arctgx, x=0, dx=001
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83. Za pomoca rozniczki obliczyé w przyblizeniu
a) \m b) sin31° «¢) arctg1,05 d) %%

8.4, Wahadto matematyczne o dtugosci / ma okres T= 2= \/% , gdzie
stala ¢ ma warto§¢ 9,81 m/s?. Przyjmujac I = 0,2m, obliczy¢ za
pomoca rozniczki, o jakg wartos¢ dl nalezy wydtuzy¢ wahadto, aby
jego okres wzrost w przyblizeniu o dT= 0,05 s.

8.5. Aby obliczy¢ objetos¢ V szescianu o krawgdzi x, zmierzono
krawedz, otrzymujac x = 2, przy czym blad pomiaru oceniono na
dx = 0,005,1przyjeto V= x> = 8. Obliczyc blad dV iblad wzgledny
dV/V objetosci szescianu.

Kres gorny, kres dolny, warto$¢ najwigksza i warto$¢ najmniejsza
funkcji w zbiorze

Jesli funkcja f jest okreslona w zbiorze A, to symbole
sup f(x) inff(x} maxf(x) minf(x)
x6A xed xed xeA

oznaczajy: kres gérny i kres dolny zbioru wartodci f(x) dla xeA oraz najwigkszq
i najmniejszq z wartosci f(x) dla xe A.

8.6. Wyznaczy¢ kres gorny, kres dolny, wartos¢ najwicksza i wartosé
najmniejsza funkcji f w zbiorze A, majac dane

a) fx)=x}A=(-33> b) f(x) = x*, 4 =(=3;3)

¢) f(x)=sinx,A =(—c0,00) d) f(x) =tgx,A=(—7/2;7/2)
e) f(x) =¢e", A =(—0,x) f) flx) =e A4 =(—o0;00)

g) f(x)=[gx},A=0;c) h)f(x)=1Igx—[lgx], 4 = (0; )

Ekstremum funkcji

Niech f oznacza funkcje, a D dziedzing tej funkcji. Zaldimy, ze x, jest punktem

wewngtrznym zbioru D, tzn. #e istnieje otoczenie punktu x, zawierajace si¢ w D. Jesli

istnieje sasiedztwo § punktu x, takie, ze A\ f(x) <f{xp) to mowimy, ze funkcja f ma
xe8

w punkcie x, maksimum wiafciwe. Jesli za$ takie sgsiedztwo nie istnieje, ale istnieje

sasiedztwo T punktu x, takie, z¢ A f(x) < f(x,), to mowimy, ze funkgja f ma w punkcie
xeT
X, maksimum niewlasciwe.

Podobnie definiujemy minimum wiasciwe i minimum niewiasciwe. Termin ekstremum
Oznacza: maksimum lub minimum.
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Twierdzenie Fermata

Jesli funkcja f jest w punkcie x, réiniczkowalna i ma w punkcie x, ekstremum wlasciwe
lub niewlasciwe, to f'(x,} = 0.

Umowa. W dalszych wypowiedziach ekstremum oznacza ekstremum

wiasciwe.

8.7. Poslugujac sie wykresem funkcji, wskaza¢ punkty x, w ktorych |

wystepuje ekstremum lub ekstremum niewlasciwe funkcji
a) x’—4x+7 b) 2x+35 ¢) [x2-Tx+10] d) ¢
e) e ) |In|x|| g) |IxI—1] h) sgnsinx

dl 0
i) [sinx] ) flx)= {lg Ojlgxl 0 "

Twierdzenia o przyrostach skoaczonych

Jesli funkcje f, g s4 ciagle w przedziale {a; b}, ich pochodne f', 4’ istnicja w przedziale (a; b) |

i g'(x) #0dla xela;b), to w przedziale {a; b) istnieja punkty ¢, ¢, takie, ze
b} —
ﬂ;;f{a—) = flc) twierdzenie Lagrange’a
—d

S0 —f@) _fle)

— = twierdzenie Cauchy'ego
ab)—gla) gle,) v

8.8. Zastosowa¢ twierdzenie Lagrange’a do funkcji f(x) = x2 w prze-

dziale {a;b) i wyznaczy¢ punkt ¢.

8.9. Zastosowac twierdzenie Lagrange'a do funkcjif (x} = x* w poniz-
szym przedziale i wyznaczy¢ punkt ¢.

a) (0;3> b) (—4 1> ¢ (33> d) {12

8.10. Zastosowac twierdzenie Cauchy’ego do funkcji f(x) = sinx,
g{x} = cos x w przedziale {0;n/2> i wyznaczy¢ punkt ¢,.

8.11. Korzystajac z twierdzenia Lagrange’'a, udowodni¢ nierownosé
bh— b b—
a) 2 cin-<—2 dla0<a<b
b a a

b) ra@ b—a)<b —a <rb""Nb—a) dla O<a<b r>1
¢) arctgbh—arctga<b—a dla a<b
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Badanie monotonicznosei funkcji za pomocy pochodnej

Jesli funkcja f ma w przedziale E pochodna roing od 0, to funkcja f j.es't_w przedziale
E monotoniczna, przy czym: jesli f(x) = 0, to funkcja f jest rosnaca, a jesli f(x) < 0,10
funkcja [ jest malejaca.

8.12. Wyznaczyé przedzialy, w ktoérych poniisza fu.nkc_ja jest mono-
toniczna i poda¢ rodzaje monotonicznoéci funkeji w tych prze-
dziatach

x X
a) x2—6x2—15x+2 B T;C_z c) (xZ_l)e

d) \/J_clnx ¢) In?x—In{x?) £ /8x*—x*

X x3

4 1— .
g) x‘—§x3+3 h) o x i)

xI—x-2

Lot 3x—In(x*) D :alrccinl

)] 8§ —x3 k) In°x—In(x%) T x
o 2y Smx

m) x*x*—9) m) expy——5 ©0) L ex

p) arcsin r) Inchx s) e *thx t) x*

2x
1+x2

Wyznaczanie ekstremum za pomocs pierwszej pochodnej

Niech f bedzie funkcja ciagta w punkeie x,1 rozniczkowalng w przedziatach (a; x0) 1 (xp; b).
Wowczas: .
—jeflif ) <O0dlaag<x <xyifx)>0dlax,<x< b, to lunkcja [ ma minimum
w punkcie xg; .

— jeslifx)>0dlaag<x<xg1filx)< 0 dla x, < x < b, to funkgja f ma maksimum
w punkcie x. )
Jeili przy tym istmieje f'(xo). to f'(xo) = 0. Dlatego poszukujac ekstremum funkc.:!l,
wyznaczamy punkty, w kiorych pochodna jest rowna 0, gdyZz w tych punklaci.l moze
by¢ ckstremum, ale nalezy takize zbadaé, czy istniejg punkty wchqlrch dziedziny
funkeji, w kiérych funkcja nie ma pochodnej, gdyziw tych punktach moze by¢ ekstremum,
np. funkcie 1x|, Yx* nie maja pochodnej w punkcie 0, ale majzg w tym punkcie
ckstremum.
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8.20. Zrodlo pradu o sile elektromotorycznej E 1 oporze wewngtrznym
r zasila odbiornik o oporze R. Dla jakiej wartosci R odbiornik
pobiera najwigksza moc?

8.13. Wyznaczy¢ ekstrema funkciji y = f(x) okresionej wzorem

a) x*—3x b) x+1—¢* ¢) xZ!* d) :

e*—1
e s 1 8.21. Dolny brzeg ekranu zawieszonego na pionowej scianie znajduje
& VX —JxI—1 ) x* =227 42 g) 143 h) 1 z ry sie 0 9 m wyzej niz oko obserwatora. Ekran ma wysokos¢ 7 m.
X X Z jakiej odlegloici obserwator widzi ekran pod najwigkszym
2 S
i) sinx—Insinx j) e***—cosx k) I+x+x katem i jaki to kat?
1—x+x?

D xe'™ m) x%e~*
Regula de I’Hospitala

Niech C oznacza liczbg lub oc lub — o i niech § oznacza jednostronne sgsiedziwo punktu
C. Zatdzmy, e funkcje f, g orazich pochodne f*, g’ sg okreslone w Size g'(x) # O dla x e 8.
Jeli dla x — C, x e S obie funkcje f, g daza do 0 aibo obic dg7a do ¢, czyli iloraz f /g jest
symbolem nieoznaczonym 0/0 lub oc /oo, to

f '@

lim " = E“SC g'(x)

Wyznaczanie wartosci najwiekszej i wartosci najmniejszej funkcji
w przedziale

Przy \.Tvyznaczaniu tych wartosci bierzemy pod uwage ekstrema funkcji w danym
przedziale, a takze wartosci funkeji w punktach koficowych przedzialu, o ile te punkty

naleza do przedziatu.
s

o ile ta ostatnia granica istnieje.
Symbole nicoznaczone 0-«c, w—x, 1%, 0° sprowadzamy do postaci 0/0 lub =/x,
op. majac wyrazenic y = p*. gdzie p— 1, w— o, tworzymy wyrazenie z =lny =

8.14. Wyzn.a‘\czyé warto$¢ najwieksza 1 wartosé najmniejsza ponizszej
funkcji w danym obok przedziale

In . Lo
=wlnp = 1__p ktore jest symbolem 0/0, wyznaczamy granicg wyrazenia z za pomocy
W

1,5 3 -1
8) X% — Zx24+4x,40;3> b) x5— <— -—> o4y
3 2 <0;3> b) x°—5x, L3 c)x+1,<0,4> i

d) /3-2x,(—11) e \3/)?—,3/x2—1,<—§;§>

reguly de I'Hospitala, a potem wyznaczamy granicg funkcji y = ¢".

8.22. Obliczy¢ granice

8.15. W pé}k‘)l? © danym promieniu wpisano trapez o maksymalnym a) lim e~e” b) lim e —1 ¢) lim i X — X COS X
polu. Obliczy¢ kat migdzy podstawa i ramieniem trapezu. =0 X x~0sin2x =0 x
x—arctg x ) Inx . shx

8.16. Ktory punkt paraboli y = x? lezy najblizej punktu (0, 10)? ) Iim ————— f) lim

d) lim e !
)x_’o xs o /xz_l z-m X+e*

1 1
g) lim xe'™ h) lim xcthx i) lim (;— )

X
x=0+0 x=+0-0 =0 et 1

8.17. W elipse 16x*+9y? = 144 wpisano prostokat o maksymalnym
polu. Obliczy¢ to pole.

8.18. W stozek o promieniu r i wysokosci A wpisano walec o maksymal-

nej objetosci. Wyznaczy¢ stosunek objetosci walca i stozka, i} lim (1 - —1’) k) lim x* 1) lim x*%
x—1 Inx x—1 x—~0+0 x—+0+0
8.19. Walec o promieniu x i wysokosci & i potkula o promieniu x, 1\*
zlaczone podstawami, tworza bryke o objetosci V. Dla jakiego m) lim (1 + _)
x pole powierzchni tej bryly jest najmniejsze? i xore *
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8.23. Obliczy¢ granice

8.24.

. chx—cosx cosx—sinx+1
a) im ——— b lim ————
x~0 x x-n2 SIN2X—COSX
In sin 2x
¢) lim a#0 d) 1
)xux" * ) xalf)'iolnsinfix
. Inlnx . cthx
e) lim f) m —— g lim x?lnx
x = x=0+0 Inx X+ 0+0

i) lim (12 —ctg? x)
x=+ 0\ X

) lim (Inx)!* m)

X+t x

k) lim 1 x

-1 \Inx lax
) 1 sinx

k) Lm ()
x—=+0+0\ X

n) lim (th x)*

X oo x—+0 =0

i) lim flnx

x—0+0

hm (tgx)'®*
x=-0+0

; 1/x2 1/x
o) lim (sm x) o) lim (arctgx_)
x X

Obliczy¢ granice
ln I__ -x _
a) lim _x b) lim et T . 2x olgx
xr—o+olnsinx x=0 X—Sinx -0 cCthx
. Inchx . ]
d) lim e) lim (cthxlnx) f) lim (xarctgx)
x = o x=+0+0 x>

h) lim x(e'*—

X o

I 1
N lim (L -
) by (x2 sin"‘x)

. 14e* cthx Inx
) llm( -Z ) m) lim —— x

g) lim xe*

X = -

th x)

X =0

e
1+ 1ix
o} lim (tgx)lgzx p) lim (_-kl_e
x —~njd x—=0

—xlna
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cos x\ V<
i) i ~lnx) k) ii
i) lim (\/; nx) k) hm(chx)

x=0

n) lim (2—x)*7

. 1 1 a*
r) lim - 4’ —xlna
)r—'O(arth 1n(1+x)) 9 | x—oOb xlnb,a>0,h>0

Pochodna rzedu n

Pochodna rzedu n funkcji f zmicnnej x, zwana tez n-tq pochodng, n=0,1,.., jest
ornaczana symbolami
daf &
(=) 1 b e l b el
A S

i okreslona przez rownosci

fi()) =f f[n+ n - (f(n))r

Zamiast £ i [ piszemy zwykle " 1.

8.25.

8.26.

8.27.

8.28.

Obliczyé druga pochodna funkcji f zmiennej x okreslone)
wzorem

..xZ

a) xInx b) xe* c) cos’bx d) sin’bx e) e

i) e*“cosbx

f) tg— —ctgi 2) 1 sz h) e**sin bx
Napisa¢ pochodne rzedu 4, 5, 61 7 funkcji f zmienne;j x, okreslonej
wzorem

a) x> b) sinbx c¢) ¥

Znalezé wzor na pochodna rzedu n funkcji f zmiennej x okreslone)
wzorem

1
a)e* b)lnx c¢)snx d)yshx e)e * f);

g) cosx h) chx i) xe* j) xInx k) sin*x

) cos’x m) e’sinx m) e*cosx

Wzor Leibniza na pochodng rzedu n iloczynu dwéch funkcji

(g™ = (;) g +(T) [y +(;) St g +(:) B/

Korzystajgc ze wzoru Leibniza, obliczyé

15 10 B 4

(x%e*) b) dlo(x sh x) c) d (e sh x) d)

a) ddx” (e x 1
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Wzér Taylora z drugg pochodng

Jesli funkcja f ma w otoczeniu U punkiu x, druga pochodna, to dla kazdego punkty

x nalezacego do U istnieje punkt posredni £ = x,+ #(x —xg), 0 < # < 1, taki ze zachodz
nastgpujaca rownosé, zwana wzorem Taylora

1
Jx} = floxg)+f () (x~ xg)}+ Efl(x_) {x—x,)?
W przypadku x, = 0 wzor ten jest nazywany wzorem Maclaurina i ma postaé

Jx) =0+ 1{0)x + %f”(t)x)xz D<f<1

8.29. Napisac wzor Taylora z drugg pochodna w otoczeniu punktu Xy
dla funkcji e*.

8.30. Napisa¢ wzor Maclaurina z druga pochodna dia funkcji
a)e* b)e ™ ¢)smx d) cosx e) shx
f) chx g) arctgx h) In{l1+x)

Wypukloéé funkcji

Mowimy, Ze funkcja f jest silnie wypukia ku girze w przedziale (a;b), gdy dla kazdych
trzech liczb x,, x, x, takich, 7 a < X, < x < x, < b, jest spetniony warunek

Sx)=fixy) >f(xz)—,f(x1}

X—Xx, Xa—Xy

Jesdli f jest funkgja klasy C? w przedziale (a;b) i spelnia warunck

fx)<0 dla kazdego xe(mb) ]

to funkcja f jest silnie wypukla ku gorze w przedziale (a: b).
Analogiczne wypowiedzi dotyczace siing) wypukloéci ku dofowi rdznia sig kierunkami
nierownosci (1) i (2).

8.31. Wyznaczy¢ przedzialy wypuklosci funkcji

a) —x>+6x2—9x+4 b) x*—8x*+18x% +64x—11

(x+1)? Inx
m ) - f) xcosln x

1
g) x* h) arcsin; i) /8x?—x*
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c) x*+e* d)

Uk

Punkt przegigcia

Punkt x, nazywamy punktem przegigeia (argumentem przegigcia) funkgji f, gdy funkcja
f jest ciggla w pewnym otoczeniu (& b) punktu x, i jest silnic wypukia w kazdym
7 przedzialdw (a; xg) 1 (xg; b), przy czym w jednym z tych przedzialow jest wypukta ku gorze,
a w drugim ku dotowi.

Wyznaczanie punktu przegiecia. Jesli funkcja f jest w punkcie x, ciggta, a w sasiedzt-
wie punktu x, ma ciagla druga pochodna, dodatnia po jednej stronie x,, a ujemna po
drugicj stronie X, 10 X, jest punktem przegiecia funkcji f. Jesli przy tym istnieje f "(x,) to
["(xg) = 0. Dlatego poszukujac punktow przegigeia, wyznaczamy punkty, w kt()ryclT
druga pochodna jest rowna 0, gdyZ to moga by¢ punkty przegigcia, ale nalezy takze.zba.d?.c
czy istnieja punkty wewngtrzne dziedziny funkgji, w ktorych druga pochodna nie istnigje,
gdyZ to tez moga by¢ punkty przegiccia, np. funkcja \ﬁ nic ma drugiej pochodnej
w punkcie x = 0, ale punkt ten jest punktem przegigcia.

8.32. Wyznaczy¢ punkty przegigcia funkc)i

a) x}—2x*—4x b e ™ ¢ \3/?—.3/):2—1
B lnxl e Jix+1)*—Jx—1 0 Jx*—6x?

x2 dla x>0 b /) {\/_ dla x>0
g) f(x) = —x? dla x<0 \E dia x<0

8.33. Udowodnic, ze dla a > 0, b > 0, a # b zachodzi nieréwnosé

+b
alna+blnb>(a+b)1naT

Wzor Taylora z n-ta pochodng

Jesli funkcja f ma w otoczeniu U punktu x, #-t§ pochodna, to dla kaz'(_ie_go punktg
x nalezacego do U istnieje punkt posredni £ = x,+0(x—x¢), 0 < 8 < 1, taki ze zachodzi
nastepujgca réwnosé, zwana wzorem Taylora

f" 0) I M)

(X=Xt o - (x—xg)" '+R,

flx) = flxp) +f (xahx —Xo) +

gdzie R =

W przypadku x, = 0 wzor ten jest nazywany wzorem Maclaurina i ma postaé

9., +f‘" oy -

fxy=FO+F 0 x+— o e x""'+R,

in) {}
gdzie R, =“£-—(1—x)x".0 <8<l
LY
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8.34. Napisa¢ wzor Maclaurina z czwarta pochodna dla funkcji
a) ¢ b) cosx «¢) sinx

8.35. Napisa¢ wzor Maclaurina z n-ta pochodna dla funkcji
a) ¢ b) cosx ¢) sinx

Wyznaczanie ekstremum funkcji za pomoca wyiszych pochodnych :

Zalozenie. Zakladamy, ze funkeja f i te jgj pochodne, ktore w
twierdzeniu, sa ciagle w otoczeniu punktu Xg.

ystepuja w danym ]

Jesli w punkcie x,,

to w punkcie x,

f=0, [0
fﬂ - f” — 0. fﬂf # 0

f=fr=fr=f4=0,

f=[=f"=0, f%%0

9 £0

funkcja f ma ekstremum?!!
funkcja f nie ma ekstremum
funkcja f ma ekstremum?
funkcja f nie ma ekstremum

1)

minimem, gdy 7~ > 0, maksimum, gdy /" < 0

¥ minimum, gdy ™ > 0, maksimum, gdy /" < 0

Jeidli w punkcie x,

to dla funkcji f punkt x,

Jest punktem przegigcia
nie jest punktem przegiecia

Jest punktem przegigcia

8.36. Wyznaczy¢ ekstrema i punkty przegiecia funkcji f zmiennej §

x okreslonej wzorem
a) x*—2x> b) 3x*—5x> ¢) 2x5—3x* d) 5x"—7x5

Badanie funkcji

Badanie funkcji obejmuje nastepujace czynnosci:
1* Ustalenie dziedziny funkgji.

2° Obliczenie jednostronnych granic funkeji na konicach przedzialow okreslonotci |

funkeji.
" Wyznaczenie asymptot pionowych, poziomych i ukosnych.
4° Obliczenic pochodnej i wyznaczenie tych punktow dziedziny, w ktérych pochodna nie
istnieje.
5" Wyznaczenie punktow, w ktorych pochodna jest rowna 0.
6" Wyznaczenie przedzialow monotonicznosci i eksiremoéw funkgji.
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7 Obliczenie drugicj pochodnej i wyznaczenie tych punk(ow dziedziny, w ktérych druga

pochodna nie istnieje. ‘ '
8- Wyznaczenie punktéw, w ktorych druga pochf)dna ]es% rowna 0. )
9" Wyznaczenie przedzialow wypuklodei i pu?ktow przegigcia funl.(qf.
10° Nakreélenie stycznych do wykresu funkcji w punktach przegigcia.

U waga. Jesli funkeja f jest rozniczkowalna w przedziale (a; l?), maw pupkde a .Sko'l"!C?F)lila
graflicg prawostronng, 1o prawostronna granica pochodnej w punkcie a (o ile istnieje)
wyznacza graniczny kierunek stycznej do wykresu, gdy x =+ a+0.

Analogiczne twierdzenie mozna sformulowa¢ dia punktu b.

8.37. Zbadac funkcie i sporzadzic wykres

3

a) x*—4x*+4x+1 b) 3x+l c) x’e!™ d) m
X
1, 3 ) x*lnx h) R
e) Zx -2x* 1) 172 g x+2
)c2 }C2 x—4 1/ 1
i i k) xe'™ 1) arctg—
]) xz__] J) 2x 42 ) ) X
m) 4 n) 1xz(xz—ﬁ"l}3 0) x*x—2° p) 2(x*— ¢

_ 2—x (x+ 1)
Q _x—Z_ r) In’x=3Inx s) )
JxE+1

l+x 7 2{x*+x-2)
u) e = W) atrcsinl w) \/fgxz—_)F 2) \?’(x“'l)z_m
X

8.38. Udowodnié, ze dla x > 0 zachodzi nieréwnost

2 arctgx
a) 2xarctgx > In(1+x?) b) In(1+x)> T

8.39, Przedstawic za pomoca wykresoéw nierownosc

Inxéx—l&%(xz—l) dla x>0
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Szereg Taylora

Jesli fl.ll'lkcji?. S maw otoczeniu U punktu x, pochodne wszystkich rzgdow i reszta R, wzory |
Taylora dazy do 0 dla kazdego xe U, gdy n —+ w, to dla kazdego x € U zachodzi rownogé
[x)

2

Fx) = flxp)+f " (xe}(x—xg)+

(X=X + ...

ktorg na:zywan?y rozwinigciem funkcji f w szereg Taylora o $rodku x,. W przypadku
X = 0 rownod¢ ta nazywa si¢ rozwinieciem funkcji f w szereg Maclaurina i ma postaé

w0
W =g e’ e
Szeregi Maclaurina podstawowych funkgji:
x xt L
e=l+=-+—+=+
TRIFTIE xed
x* xt x5
msx:l;? al a-ﬁ— xXeER ;
_ ¥ X X
smx=x—§+§—7—!+... xed
x2 X x* ]
—1 - —
(1+x)"=l+px+p(f_2)x"+p(p112)(': 2):cl"+ —l<x<l

8.40. Korzystajac z powyzszych szeregdéw, rozwinaé w szereg Mac-
laurina funkcje

a)e * b)e” c¢)e ™ d) xe* e chx f) shx
1+x |
g) In(1—x) h) mTi i) In(t+x?) ) J1+x

1
k) /1-x D)

1 1 1 1 -
m) '

J1+x J1—x “),/1+Jc2 ()),/l—x2 ]
P Jl+x

Rozdzial 9

Funkcje dwoch zmiennych

Funkcja dwoch zmiennych

Funkcja rzeczywista dwdch zmiennych rreczywistych, zwana krotko funkcjq dwoch
zmiennych, jest to funkcja, ktérej argumenty sa parami liczb rzeczywistych, a war-
tosci — liczbami rzeczywistymi. Pary liczb rzeczywistych P = (x, ), Q@ = {a. byuwazamy za
punkty przestrzeni #° z metryky cuklidesowy PQ = /(x—a)® +(v—b)* iinterpretujemy
geometrycznie za pomoca punkiow plaszezyzny Oxy. Niech f oznacza funkcje dwoch
zmiennych, D — dziedzing tej funkgii i niech P = (x, y}e D. Jesli funkcja f ma w punkcie
P = (x,y) warto$¢ z, to piszemy

z=f(P) lub z=f(xy) (H
Czgsto funkcje oznaczamy ta samg litery, co jej wartosc 1 piszemy
z=z(P) Wb z=z(x,y

Jeili funkcja jest elementarna i nie ma zastrzezen co do jej dziedziny, to dziedzing tej
funkcji jest zbi6r takich par liczb rzeczywistych, dla ktorych dziatania, wystepujace
w okresleniu funkciji, sa wykonalne w zakresie ®. Wykres funkgji (1) jest to zbior trdjek
liczb (x, y,z) takich, ze (x,y)eD, z = f(x.y}. Jest to pewien podzbibr przestrzeni R
W interpretacji geometrycznej w przestrzeni Oxyz jest to pewna figura, na ogdt
Powierzchnia, Narysowanie takiej powierzchni bywa trudne, dlatego czgsto, zamiast
wykresu, rysujemy na plaszczyinie Oxy linie ekwiskalarne f(x,y) = ¢, odpowiadajace
Pewnym warto$ciom statej ¢.
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Dziedzina funkcji. Linie ekwiskalarne Pochodne czgstkowe

9.1. Wyznaczy¢ dziedzine funkcji Pochodne czastkowe funkgji z = z(x, y) oznaczamy

a) z=¢e***" p) z = \F} c) z= ATCCOS — —n O N O e
x+y albo
d) z=In|xy| e z=In(l-x*~y%) 0N z=In(1-x?

g) z=e¢" h)z=e" i) z=In(x24+)y*—1)

2z Az a

i e (¥ ()
a(x,y), 6y(x,y), prie ayax.,y,.--

9.2. Narysowac linie ek wiskalarne funkcji 9.5. Napisaé definicje pochodnych czastkowych zx,y), z,(x, ¥\
y Zol W) 2,06 00 2,06, Py 1 2,0%, ¥).
a) z=x+y b) z=; €) z=xy

odpowiadajace wartosciom z = const = 0,1,2, —1, —2 9.6. Obliczy¢ pochodne czastkowe z,(x,y) 1 z,(x,y) funk¢ji z(x,y)
T okreslonej ponizszym wzorem

x* Y y
Granica funkcji a) x*y—xy*> b) 3 +2 x/y+ “y—;

d) In{x+./x*+3y?) € x* ) (1+xyp

. [xE—y?
g) xycos(x+y) h) e™* i) arcsin 4x2+y2

x3+y3 x+y2
. 4 4 2.2 —_ ——
Dxtryt-axiyt K)o em D=

Niech f bedzie funkcjy punktu P = (x,y) i niech @ = (a,b) bedzie punktem skupienia |
dziedziny D funkcji f. Granice funkcjt f w punkcic ¢ oznaczamy symbolami

lim f(P) lub lim fi(x,») lub Iim f{x, )
P=Q (X, F) = {a. &) ;:g

9.3. Napisa¢ za pomoca kwantyfikatoréw i nieréwnosci definicje (we-
diug Cauchy’ego) granicy funkcji f w punkcie Q w przypadku

a) }}i_{lbf(P) =g b) }}i%f(f’) =x ¢ ,!ii“Qf(P) = -

x ¥
m) In(x+y*) n) (;) o) arctg%
94. Wyznaczy¢ granicg ponizszej funkcji w punkcie (0,0)

2 X+ x+
x3y? _ 4xy X—y P xtgx_ Q) epr r) arctg Y
2) z =x2+y2 b) z T x4yt ©) x—y3 Y Y -
i , x+y 1—/x2+y*
dz=— 2 ez _ sin(xy) f z =§L}3 s) xyln(x+y) t) arctig— u) (x2+y2)1_\/2‘—ﬁ§
VEXy+1-—1 xy x’+y X—y +./x*+y
x?y? x+y Xy in (xey) .2 2 ‘ x
=—— hz=—= ) z=-—" v) xye’ ™  w) xsin‘(x+y°) x) arcsin
e : x%y? ) 2 x—y )z x+y d \m
x4y x?—y? L —cos(x? +%) 2e+ Ly
N z= k) z= )z= Y) @x+y)** 7) | 2
) PR ) 2 PE ) z 2% + ) 3
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Twierdzenie Schwarza

Jedli funkcja z (x, y) jest klasy C? w pewnym obszarze, to w tym obszarze zachodzi rdwnogé -
z % 9 = z.{x, ¥) 2 |
Jesli funkgja z(x,y) jest funkga klasy C* w pewnym obszarze, to w tym obszarzs

zachodzy rownosci

Zary = Zpx = Zyn Tapy = Tyxy = Zppx (3) 3

9.7. Sprawdzi¢ rownosci (2} i (3) na przykladzie funkcji

a) z=x%" D) z=In(x*+y) ¢) z=¢"

9.8. Obliczy¢ pochodne czastkowe drugiego rzedu funkgji
1
a) z = 3° /(x2+y*P  b) z=sinY(ax+by) © z=Inx?+y?

X— +
d)z=——y e)z=arctgx 2
x+ty 1—xy

3
9.9. Dana jest funkcia z = xIn(xy). Obliczyé g
vy

9.10. Obliczyé

63 y 3 . 5. 54
a) —arctg; b) 6x26y(x siny+y’sinx) ¢) 6x36y(x36x+y)

x>
9.11. Wykazac, ze funkcja z = In(e*+¢”) spetnia réwnanie
éx? 6y \axdy
9.12. Wykazac, ze funkcja z = arctg(2x — y) spetnia réwnanie

B, o
ox? T dxdy

=0

Przyrosty i roimiczki

Niech Py = (x. ¥o) P, = (x,,¥,) bedg punktami przestrzeni #°. Roznice x, —x,, y, — Vo
nazywamy przyrostami (albo rozniczkami}— zmiennych x, y i oznaczamy symbolami A%,

Ay albo dx, dy albo literami h, k

x| —Xo=Ax=dx=h y—y,=dy=dy=k @
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Odiegloéé p punktow Pg, P, wyraza si¢ wzotem g = P, P, = /h* + K%
Niech f bedzie funkcja punktu P = {x, y) okreslona w otoczeniu U punktu P, i niech

P, e U. Roimicg f(P,)—f(P;) nazywamy przyrostem funkcji f | oznaczamy symbolem af

Af=[(P)—=f(Py) (5)
Jedli dla funkcji f i punktu P, istnieja liczby A, B takie, ze dla kazdego punktu P,

nalezacego do U zachodzi warunek

f(P)—f(Py) = Ah+ Bk +pu lima=0 (6)

e~ 0
to méwimy, ze funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie P, a wyrazenic Ah+ Bk nazywamy
rozniczka funkcji £ w punkceie P, i oznaczamy symbolem df (P,). Z warunku (6} wynika, ze
A = fAPy), B=[(P,), zatem mamy rownosé

S(P)=f(Po) = [ AP +/ Pk +0a, limz =0 )

d(Po)
Jesli funkcja f ma pochodne czastkowe f, f, ciagle w U, to:
1° dla kazdego punktu P, nalezgcego do U istnieje na odcinku Py, P, punkt posredni
B ={%.9) = (xo + Ok, yo +6k), 0 < 6 < 1, 1aki ze
fP)—=f{Po) =1 (Pyh+[,(Ptk twierdzenie 1t
ey ' o przyrostach
df (P)

2° w kazdym punkeie P = (x, y) nalezacym do U funkcja f jest ciggha i rozniczkowai-
na i ma rozmiczkg

df (x, y) = f {x, y)dx +f (x, y)dy @
przy czym liczby dx i dy uwazamy za zmienne niezalezne od x i y.

Przyblizona wartos¢ funkcji

Opuszczajac w réwnosci (7) wyraz g, otrzymujemy rownosc przyblizona

SP) = f(Pg)+df(Py) (10}
Oszacowanie przyrostu i wartoici funkcji. Prawg strong réwnoéci (8), tj. rézniczke df (P,
uwazamy za funkcj¢ zmiennej 6 i szukamy liczb a, b takich, zeby dla kazdej wartosci #,
0 < § < 1, zachodzila nierdéwnosé

a<df(PFy<b (1
Zgodnie z (8) jest to oszacowanie przyrostu funkcji i stad wynika oszacowanie wartosci
funkcji
SP)+a<f(P)<f(Po)+b {12)
9.13. Napisa¢ rozniczke df (x, y) funkcji f(x, y) okredlonej wzorem
y 1 x?+y?
= b [\
a) * ) 13x2+)7 ) XI_y?

d) In./x*+y? e) arctgixy) D arctgi
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9.14. Obliczy¢ przyrost 4f=f(P,)—f(P,) i rozniczke df (P,) funkgji
f(x,y) = y/x, majac dane
a) Po=(2,2),dx=dy=1
b) Po=(2,2),dx=—1,dy=1
) Po=(1,3),dx =1,dy= —1

9.15. Obliczy¢ przyrost 4f = f(P,)~f(P,) i rozniczke df (P,) funkgji |

fx, ) = 1j(1 + x>+ y*), majac dane
a) P, =(0,0),dx =dy=1
b) Pp=(l,1)dx=dy=1
€) Po=(2,2),dx=dy=—1
9.16. Oszacowac przyrost Af = f(P,)—f(P,} funkcji f, majac dane
a) f(x,y)=1n/x*+y% P, =(1,2), P, = (1,02, 2,03)

b) f(x, ) = arctgﬁ, P, =(2.3). P, = (1,96, 3,02)

1
C) f(x:.\’) = mv PO = (1,2), Pl = (0a971 1s98)

9.17. Znalez¢ przyblizona wartos¢ i oszacowanie liczby
a) 1,014°1 b) 1,02'%5 ¢) sin 31°cos 46°

d) ./1,02*+1,973

RoézZniczki wyiszych rzedow

Jesdli funkcja f jest klasy C? w obszarze G i P = (x, y}e G, to rézniczka rzedu 2 (czyli
druga rézniczka) funkcji f w punkcie P = (x,y) wyraza si¢ wzorem

df (x, y) = £l y)dx? + 21, (x, yydx dy+ £, (%, y) dy? {13) ;

Jesli funkcja jest klasy €3, to réZniczka rzedu 3 (czyli trzecia rozniczka) wyraa si¢ |
wzorem

&Ef =1, dx*+ 3 dxidy+ 31, dxdy’ +f,,,dy’ (14) ;

9.18. Napisa¢ drugg rézniczke d%f(x, y) funkcji

a) f(x,y) =In./x>+y* b) f(x,y) =cosxshy
¢) flx,y)=e*?”

9.19. Napisac trzecig rozniczke d°z funkgji

a) z=x"—-3xy+3x +3* b))z =Y ) z=f(x)g(¥)
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Pochodna funkcji zloZzonej

Funkcja zloZzona

Schemat ztozenia Wzor na pochodna

|

o dz  dzdx dzdy
z[x(0). y(0)] z T Z_ZEEDY
Ty dt  dx dit adydt
K dz 0z Jdzdy
z [xv yi{x)] z ".',7_77_ ,’,'x —_—— —p——
Ty dx éx dydx

z[x{w v), ylw v)]

0z ¢6zox Ozéy

it A
Ou Oxdu dydu

x u
X
Uy v 0z fzdx Pzdy

—_—t

E=éx dv Jyodv

9.20.

9.21.

9.22,

Obliczyé pochodng (zwykla), wzglednie dwie pochodne czast-
kowe, funkcji ztozonej

a) z =e* ¥, gdzie x =sint, y =1°
b) z = In(e* +¢*), gdzie y = x3
¢) z=x*y—xy?, gdzie x=u+tv,y=u—v
d) z = x* +y*, gdzie x =cost, y =sint
) 1
¢) z = x¥, gdzie y=x
f) z =sinxcosy, gdzie x =u—cv, y = u+cv, c = const

d

. @ . .
Napisa¢ wzory na pochodne Ez i 5 funkcji ztozong)
z [u(x, y), v(x, y}1.
: 0z . 0z . ..
Obliczy¢ pochodne czastkowe e & funkgji ztozonej

a) z = f(u,v), gdzie u=x*—y* v=xy
by z = f(u,v), gdzie u = xy, v = x/y
¢) z=f(uglv), gdzie u =x+y,v=x—y
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Zmiana zmiennych

9.23. Dana jest funkcja z = z(x, y). Wprowadzamy zmienne u, v okres-

lone rownosciami
aA) u=x+2y,0=x—y bDu=x2-yv=x—y
Korzystajac z wynikow zadania 9.21, wyrazi¢ pochodne

ﬁ i % rzez pochodne a_z ?E 1 zmienne u, v
ox dy prece P Ou’ By o

Drugie pochodne funkcji Zlozonej (Zarys, s. 332)

Stosujemy uproszczone oznaczenia pochodnych. W odniesienin do funkcji z [x({t), y ()]

. . dz . 0z o dx .
z -z —_ —.z
isZemy z, Zamiast —, z, zamiast —; x, zamiast — , z,, zamiast

Analogiczne oznaczenia stosujemy do funkcji z [x(ew v}, y(w. )] 1 z[u(x, ¥, vix, ¥)]. |

d?z . @z,
il zamiast e itd.
x

dt dx dt

Natomiast w odniesieniu do funkgji z [x, y(x)] takich oznaczen nie stosujemy.

9.24,
9.25.

9.26.

9.27.

Napisa¢ wzor na pochodna z,, funkcji z [x(¢), y (1)].

Napisa¢ wzory na pochodne
8) Zyu Zuw 2 funkeji z[x(u,v), y(u, v)]
b) z.. 2, 2,, funkcji z[u(x, y), v(x, y)]

Przeksztalci¢ ponizsze wyrazenie rdzniczkowe, wprowadzajac .
Zmienne u, v okreslone réwnosciami podanymi obok tego wyraze- |

nia
8%z 8%z &z

T2 _4.5%2 1392 -3 =

2) Ix? 6x8y+ ayt’ “ Xty e=xty
8%z &z 2z

by Sz —d i 445 w=2x4y v =

) dx? 6x8y+ dy? u=xtyv=y

Wspdlrzedne prostokatne x, y 1 wspdlrzedne biegunowe r, ¢ si
zwigzane rownosciami

X=rcose, y=rsing (15) |

Rozniczkujac te rownosci wzglgdem r i ¢, otrzymujemy

0x
— = COS (@,

. ox ) ¢
5 =singp, — = —rsing, -£=rcosrp(16)

or deg do
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9.28.

9.29.

9.30.

Udowodni¢, ze dla r # 0 sa prawdziwe rownosci

(3_qo_ _sintp
ax r o dy

or or )
— = oS8, = 5in @,

dp cose
0x dy

— (17
,

Na plaszczyznie Oxy jest dana funkcja u = u(x,y) klasy C'.
Wprowadzamy wspolrzedne biegunowe. Udowodnic, zedlar # 0

hod Gu ou zaja si hod u Ou i przez
e —, — wyrazajg si¢ przez pochodne —, —
pochodne —— 3y yrazajg sig p p o tp p
zmienne r, ¢ wzorami
du  du ~du sing du  Ou . du cos @
— = _—C0SQp- - ——, = —sng+ — 18
ox Or do r &y or ¢ co (18)

Na plaszczyznie Oxy jest dana funkcja u = u(x,y) klasy C*
Laplasjanem funkgji u(x, y) nazywamy wyrazenie

Pu Fu
Udowodni¢, ze we wspotrzgdnych biegunowych dla r # 0 lapla-
sjan funkcji ¥ wyraza si¢ wzorem

&y 1 du

laplu = — + L Pu
ap""arz

rér r?det

(20)

Funkcje F (&) 1 G(n) sa kiasy C? dla (e #, ne #. Udowodni¢, ze
funkcja u=u(x,1)=F(()+G(n), gdzie £ =x—ct, n=x+ct,
¢ = const, speinia réwnanie

Fu 0%

21

Wzor Taylora

Jesli f jest funkcjy zmiennych x, y klasy €2 w otoczeniv U punktu Py = (xq, yo), to dla
kazdego punktu P, = (x,+h, y,+ k) nalczacego do U, istnieje na odcinku P, P, punkt
poiredni P = (&, J) = (X0 +8h, yo+0K), 0 < 8 < 1, taki, 7¢ zachodzi rdwnosé

F(P) = F(Po)+ [ {PoYh+] (Po)k+ L[ PV A + 2 (PY bk +,,(P) k’] 22

df(Po) 4% (P)

zwana wzorem Taylora dla funkeji f w punkcie P,
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9,31, Napisa¢ wzor Taylora dla funkcji f w punkcie P;, majac dane

a) f(x,y)=x>+y°, Py =(1,1)

b) f(x’y)=x4+y4’ P0=(1,1)

o) f(x,y) =x>+2y*—xy, P, = (1,1)

d) f(x,y)=¢""" P, =(0,0)

e) f(x,y)=xIny, Py =(l,¢)
Dfix,y)=xlny Po=(-11)

g) f(x,y) = Ax*+2Bxy+Cy*, Py = (1, ~ 1)

Ekstremum funkcji dwoch zmiennych (Zarys, s. 335)

Zakladamy, ze f jest funkcja zmiennych x, y klasy C? w obszarze G, G c #% i ie Pye@G. "

Oznaczamy

Ludxyh (6 )

W(x,y) =
N =Ts ) L)

Jesli w punkcie P, to w punkcie P,

funkcja f ma ekstremum
wlasciwe lub niewlasciwe

fo=f,=0

funkcja f ma ekstremum wlasciwe i jest to minimum,

fo=f=0, W>0 jesli f,, > 0, wzglgdnie maksimum, jesli £, < 0

L=/1=0, W<l funkcja f nic ma ekstremum

do rozstrzygnigeia czy funkcja f ma ekstremum potrzeb-

fi= j; =0, W=0 ne s3 dodatkowe badania

Wyznaczenic ekstremum funkcji f w obszarze G sprowadza si¢ do nastgpujacych §
CZYynnoscr; '

— obliczenie pochodnych f.(x, ), f,(x. ¥) i przyréwnanie ich do 0;
— wyznaczenie w G wszystkich punktow stacjonarnych, tj. punktéw spelniajacych 1
warunek f, = f, = ; tylko w tych punktach obszaru G moze wystepowaé ckstre- g
mum; :
— obliczenie f,(x, ¥), ,(x, ¥}, ,,(x.y) i W(x, y)i obliczenie wartoéci W w kazdym punkcie !
stacjonarnym,;
— wnioskowanie {wg tabeli) o wystgpowaniu ekstremum w kazdym punkcie stacjo- ‘
narnym.
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9.32. Wyznaczy¢ ekstremum funkcji z = f(x, y) okreSlonej wzorem
a) x4+ b) /1+x2+yY) o xy d) x2+)°
e) x*+y*

9,33, Wyznaczy¢ ekstrema funkcji z = f(x, y) okreslonej wzorem
a) y\/a_c—yz-—x+6y b) 3x +6y—x2—xy—y*
c) x34y3-3xy d) 2x3 4 xy? +5x2 +)?
€) sinx+cosy+cos(x—y) w obszarze 0 < x < /2,0 < y <m/2
f) x>2—xy+y*+9x—6y+20
g) x2+y?—2x—4./xy—2y+8
h) xy+50/x+20/y w obszarze x >0, y > 0
i) x®+3xy?—6xy+1
j) sinxsinysin(x+y) wobszarze 0 < x < O0<y<m
k) x*+8y ' —6xy+1

3
) 2x3—xy?+5x24)° +5x
m) x>+xy+y*—4lnx—10y

9.34. Przeprowadzajac badania dodatkowe, wyznaczy¢ ekstrema funk-

cji z = f(x, y) okreslone] wzorem

a) x2+2xy+y +y* b) x*+yt —2x?+4xy—2y?

o) X3yt —xty+xy  d)y (P+yr-1)?
9.35. Wyznaczy¢ najwicksza warto$¢ funkcji f(x,y) = x*pd—x—y)

w domknigetym trojkacie T o wierzchotkach (0,0), (6,0), (0, 6).
9.36. Wyznaczy¢ najwieksza wartos¢ funkeji f(x,y) =

={(x24+y>—1)? +%x w domknietym kole K: x*+y? < 1.

Pochodna kierunkowa. Gradient

Jesli funkcja f punktu P = (x,y) jest okreslona w otaczeniu punktu Py = (x, vo) a ! jest
polprostg o poczatku Py, to granicg

ipy = m LES
(4

PPy FP,

Pel

(24

nazywamy pochodnq kierunkowq funkcji f w punkcie P, w kierunku L
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Jesli funkcja f jest rémiczkowalna w punkcie Py, to 1° pochodna kierunkowa (24)
wyraza sig wzorem

if
3 (Po) = fAPo)cosa+f{P;)sina (25)
gdzie o = (x, 1) jest katem kierunkowym polprostej {, 2° wektor
grad ({(Po) = [£dP) 1{P)] (26)

nazywamy gradientem funkcji / w punkcie P,

9.37. Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkeji f w punkcie P, w kierun-

ku /, majac dane

a) f(x’y) = xziyls PO = (1r 1): 2 = 60°

b) f(x,y) = In(e*+¢*), Py = (0,0),a = 45°

¢ fix.)=3x*+xy+y*, Py =(1,2),a = 135°

d) f(x, ) =x2—xy+y% Py =(1,1), x = 120°

€} f(x, ) = x*y%, Py = (=2,1),a = 45°

D f(x,y) =x>-3x2y+3xy* + 1, P, = (3, 1),/ ma kierunek i zwrot
wektora [3, —4]

g f(xy) = x?/a*+y*b*, ab #0, P,=(a,b), | ma kierunek
i zwrot wektora [a,b].

h) f(x,y) = arctg(xy), Py = (1, 1), kat « jest dowolny, przy czym
nalezy znalez¢ kat x dla ktorego pochodna kierunkowa ma
wartos¢: 1) najwigksza, 2) najmniejsza, 3) rowna 0.

9.38. Wyznaczy<¢ grad f(P,), majac dane
a) f{x,y)=x*—2xy+3y~1, P, =(1,2)
b) f(x,y) = 5x*y—3xy’ +y*, Py = (x,))
© f(x,y)=./4+x*+y*, P, ={a,b)

9.39. Obliczy¢ cosinus kata miedzy wektorami:
a) grad \/x*+y? i grad (x—3y+./3xy) w punkcie P, = (3,4),

D - : .
b) grad arcsin m w punkcie (1,1) i w punkcie (3,4).

9.40. W jakich punktach grad (x?+ y*)*? ma modul rowny 2?
9.41. Znalez¢ punkt (x, y), w ktorym grad In(x+1/y) = [1, —16/9]
9.42. Udowodni¢ rownosé

of

gradf(ux.y)v(x,y) = o

gradu+ g—{ grade 27) §

Rozdzial 10

Funkcje wielu zmiennych

Funkcja trzech zmiennych

Funkcja rzeczywista trzech zmiennych rzeczywistych, zwana krotko funkcjq trzech
zmiennych, jest to funkcja, ktorej argumenty sa trojkami (uporzadkowanymi) liczb
rzeczywistych, a wartodci — liczbami rzeczywistymi. Tréjki liczb rzeczywistych
P=(x,y,z), Q = (a,b,c} uwazamy za punkty przestrzeni #* z metryka euklidesowa
PO = . /(x—a +(y— b +(z—c)* i interpretujemy geometrycznie za pomoca punkiow
przestrzeni Oxyz.

Niech f oznacza funkgje trzech zmiennych, D — dziedzing tej funkcji i niech
P = (x,y,z)eD. Jesli warto$¢ funkeji w punkcie P oznaczymy u, 1o piszemy

u=f(P) lub u=f(x,y,z] )
Czesto funkcje oznaczamy ta samg litera, co jej wartosé i piszemy

u=u{P) lub u=uix,yz)

Jeli f jest funkcja elementarna i nie ma zastrzezen co do j¢j dziedziny, to dziedzing
funkcji f jest zbidr tych tréjek liczb rzeczywistych, dla kiorych dzialania wystepujace
w okresleniu funkgji sa wykonalne w zakresic . Wykres funkcji (1} w sensie teoretycznym
jest zbiorem czworek uporzadkowanych (x, v, z, «) takich, ze (x,y.z)e Du = F(x, ¥ 2). Jest
to podzbior przestrzeni 4, kidrego interpretacja geometryczna, czyli wykres w sensie
praktycznym, nie istnicje. Natomiast mozliwa jest interpretacja geometryczna dziedziny
D i powierzchni ekwiskalarnych f (x, y,z) = ¢ (dla funkcji n zmiennych, n 2> 4, takze 110 jest
niemozliwe).
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Dziedzina funkcji. Powierzchnie ekwiskalarne

10.1. Wyznaczy¢ dziedzing funkcji
a) u=1-(x*+y2+2z3) b) u=/1=(x>+y*+7%)
Ju=J1-(x*+y%) d)u=/1-x? :
e} u =sin(x+y+z) f) u=arcsin(x+y+z) 1
g) u=etrte h) u = In(xyz) %

i) u=lnx+Iny+Inz

10.2. Rozpozna¢ powierzchnie ekwiskalarne funkcji
A u=x+y+z b) u=x+y ¢ u=x
Du=x"+y+22 e u=x*+y* ) u=x?

Formy kwadratowe

Forma kwadratowa trzech zmiennych jest to funkcja postaci
®(P) = ®(x,y,2) = Ax? + By’ + C2? + Dxy+ Exz + Fxy

przy zalozeniu, ze [A| + B} +|C|+|D|+ |E| +|F| > 0. Zwykle form¢ kwadratowa zapisuje- |
my w postaci "
PP)=a, x*+a,, ¥ +a,, 70 +2a,, xy+2a,, x2+ 2a,, pz 2

Przy badaniu formy (2) postugujemy sie macierzq formy (2)
4y &y 8y
ay; @33 Gy (3)
)3 33 Qi

i rownaniem charakterystycznym formy (2)

a,—§ 4 a3 :
4,  f33—S  dj, =0 @
ay3 ay3 33 —§

Réwganie Eo ma “iqutcznie rzeczywiste pterwiastki. Jesli (s,, s;, 54) jest pelnym ciggiem tych 1
plerwm,s'tkow (tj. ciagiem, w ktdrym kazdy pierwiastek wystgpuje tyle razy, ile wynosi jego
krotn?sc), to w przestrzeni Oxyz istnieje uklad prostokatny OX YZ, w ktérym forma (2)
przybiera postaé 1
PP =5, X +5, Y +5, 27 9 ]
,l_*'ormy kwadratowe klasyfikujemy zaleznie od znaku ich wartoéci w punktach
P réznych od punktu 0 = (0,0,0). Mowimy, zc forma (2) jest: ]
—— okreslona dodatnio, gdy A ®(P)> 0,
PrO

-— okreslona ujemnie, gdy N $(P) <0,
P20

~ 140 -

-~ pdlokreslona dodatnio, gdy f\ @®(P} 201 V @(Pr=0,

PO P20

— pdilokrestona ujemnie, gdy /A @) <0i \ ®{P)=0,

P+0 Pz

— nieokrestona {znakozmienna), gdy \/ ®(F) > 01 \/ & (P) < 0.
P F

Aby sklasyfikowaé forme (2) mozemy korzystac:
- z powyzszych definicji i prostych przeksztalcen,
_ ze znakéw liczb s,, s,, s5; liczby te 53 ujemne wtedy i tylko wiedy. gdy wspolczynmiki
rownania (4) s stalego znaku, liczby te s3 dodatnie wiedy i tylko wtedy, gdy ciag
wspotczynnikéw réwnania (4) jest naprzemienny;
_ ztwierdzenia Sylvestra, ktdre orzeka, ze forma (2) jest okreslona dodatnio wtedy i tylko
wiedy, gdy wszystkie wyznaczniki
A1 42 83
17 432 A4p
A1y dzy das

a a
11 12 } (6]

dyy

d12 432
s3 dodatnie oraz 7e forma {(2) jest okreslona ujemnie wtedy 1 tylko wtedy, gdy te
z wyznacznikdéw (6), ktore sa stopnia nieparzystego, s3 ujemne, a te, ktore sg stopnia
parzystego, s dodatnie.

10.3. Sklasyfikowaé forme¢ kwadratowa & (P) okreslona wzorem
a) x> +y*+z%
b) 2x2+2y* +2z7 +2xy+2xz+2yz
¢) 2x% +2y* 4+ 2z + 2xy+2xz—2yz
d) 2x2 4+ y? + 22 +2xy+2xz
e) x2+5y*+z7 +6xy f) x*+y? g) x2
h) _xz_yz_zz l) __xz_yz .|) _x2
k) x2+y*—z* ) x2—y?—z> m) x*—y?
n) xy+:z° 0) —9x%--2y?—5z*+6xz+4yz

Granica, ciaglo$é i ograniczonoéé funkeji trzech Zmiennych

Zaktadamy, ze funkcja f punktu P = (x.y,z) ma dziedzing D, ze punkt Q jest punktem
skupienia dziedziny D oraz ¢ PoeD, G < D.

10.4. Napisa¢ (za pomoca kwantyfikatoréw i nieréwnosci) warunek
WYyrazajacy, ze
a) lim f(P)=¢g b) lim f(P)=0c ¢) lim f(P)= —c
P-g P—Q P—Q

d) funkcja f jest ciagla w punkcie P,
¢) funkcja f jest ograniczona w zbiorze G.
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10.5. Funkeja f(P} = f(x, y, z) jest okreslona wzorem

a) (x2+y2)2 x2 +y2 1
eryes Vit O g

d) liml( ! - !
r-0h \/x2+y2+(z—h)2 \/x2+y2+22

0 x2 4yt 422 0 z
2 2
X4y .u'x2+y2

.Wyz.naf:zyé dziedzing D funkcji f. Zbadat, czy funkcja f jest ciagla "
i Oﬁrafmczona w D, Wyznaczyé granicg funkcji f w tych punktach
Q, ktore s punktami skupienia dziedziny D, ale do niej nie naleza, 1

Pochodne czastkowe i rézniczki funkeji trzech zmiennych

10.6. Napisa¢ definicje pochodnych czastkowych rzedu 1 i 2 funkcji I

fix, y,2).

10.7. Obliczy¢ pochodne rzedu 1 funkcji u(x, y, z} danej wzorem
a) u = xycos2z b) u = xy(cos 2z + 2sin%z)

¢} u=x3z d) u= x4z
= yzi+3yz+2x+ 3y
— /2
€e) u—,/x_ +y24+z2 ) u = lnlax+by+cz|, ja|+|b| +]|c| > 0
g_)ur=e"”z h) u=xy*
i) u=(xyf D) ou=(xfyy

10.8. Napisa¢ rozniczke du(x, y, z) funkeji u(x, y, z).

10.9. Napisaé rézniczke funkcji
a) u=Inlax+by+czl, laj+bj+|c| >0

b) u=(x/yF ¢)u=./x2+y?+z2

Du=x" eu=x* fu=e ¥+

. ) 3
10.10. Obliczy¢ pochodng é-x-%':a funkcji

a) u=ex+y+z b) u:xyzcx+y+z C) u = e**
10.11. Napisa¢ druga rozniczke d*u funkgji u(x, y, z).
10.12. Napisa¢ druga rézniczke funkcji

a — x+y+z __ aax oz
Ju=¢e b) u=e™ ™% ) u=1In(x*yz%) d) u = xyz
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Pochodne funkcji zlozonej

Pochodna funkcji u [x (0), y(2). 2 ()] wyraza sic wzorem
U, =u, X, tu, ¥ +u,z, @
pochodne czqstkowe funkgji u[x(X, X Z),y(X, ¥.2).2(X, ¥, Z)] wyraiajg si¢ wzorami

Uy =U Xy+U, ¥xTU Iy
ur=uxx7+u7ylf+uzzl' (8)
Uy = U Xp+U Yz U, Iz

10.13. Napisa¢ wzor na pochodna u,, funkeji u [x(2), ¥ (1), z (1)}
10.14. Obliczy¢ pochodne u, i u, funkcj zlozonej
a) u=x2—yzgdziex=1}y=1z=1
b) u=xi+y>-z% gdziex =5t y=1-t,z=2+3
¢) u = f(x,y,2), gdzie x = cost, y = sint, z = ct, ¢ = const
d) u = f(x.y,z), gdzie x = at, y = bt, z = ct, a,b,c — stale
10.15. Napisa¢ wzory na drugie pochodne czgstkowe funkcji zlozonej
ulx(X,Y,Z),y(X,Y,2),2(X, Y, Z))

10.16. Napisa¢ wzory na pierwsze i drugie pochodne czastkowe funkcji
#ozonej u[X (x,y,2), Y(x, y.2), Z(x, ¥, 2)}

10.17. W przestrzeni Oxyz jest dana funkcja u(P) = u(x, y,z). Stosujac
obrét uktadu wspotrzednych, wprowadzono nowe wspotrzedne
X,Y,Z. Migdzy X, Y, Zix,y, 2 zachodza zwiazki (35) (s. 63).
Wyrazi¢ pierwsze i drugie pochodne czastkowe funkcji u(P)
wzgledem x, y, z, przez pochodne tej funkcji wzgledem X, Y, Z.

Wzbor Taylora

Jesli f jest funkeja zmiennych x, y, 2 klasy C* w otoczeniu U punktu Py = (g, Yor zoh todla
kazdego punktu P, = (xg+h, yo+k, 2o+ 1} nalezacego do U istnieje na odcinku Py P,
punkt B = (%, 5,8 = {xq+0h, o+ 0k, 2o+ 00, 0 < ¢ < 1, taki, ze zachodzi rownosé

Lo
FIP) =f(Po)+df (Py)+ Edzf(P) ®

przy czym df (Po} = f{Po) A +1 Pk + (P!
EF(B) = [ APV + 1, P + APV + 21, Py b+ 2 (P A1+ 2, (P

Rownosé ta jest nazywana wzorem Taylora dla funkcji f w punkcie Pg.
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10.18. Napisa¢ wz6r Taylora dla funkcji f w punkcie P, majac dane Pochodna kierunkowa. Gradient

a) f(x,y,Z) = ex+y+z’ PO = (07()’0)
b) f(x,y,z) =1In (x*y"2%), P, = (1,1, 1)
C) f(x-}’,z) = xyz: PO = (x: J-’, Z)

Jeili funkcja f jest okresSlona w otoczeniu punktu Py, a [ jest polprostg o poczatku Py,
to granicg

F by [PV (P "
E(Pu)—{g?u P, (10)

Ekstremum funkeji trzech zmiennych (Zarys, s. 348) nazywamy pochodnq kierunkowq funkgji £ w punkcie Py w kierunku 1.

Jesti funkgja [ jest roiniczkowalna w punkcie Py, to:

Zakladamy, ¢ f jest funkcjy zmicnnych, x,y,z klasy C? w obszarze GG in 17 zachodzi rownosé

PyeG. .
’ %{(Po) = f(Pgleosa +f(Py)cos B+f(Paicosy amn
Jesli w punkcie P, to w punkcie P, gdzie a = {x,1}, B = {v.i}, vy = {z,1} sa katami kierunkowymi polprostej /,

2° wektor

funkcja f ma ekstremum

R = [fAP ) AP fAP {12)
wlaiciwe lub niewhasciwe | /< = f» = /i =0 gradf(Pg) = [f{Po). f{Py). JAPo)]
. nazywamy gradientem funkcii { w punkcie Py,
fi=f=f=0 funl.(qafma ekstremum wiasciwe i jest to minimum, gdy 3 .
&% jest forma okreslong | 4/ Jest forma dodatnia. a maksimurm, gdy d*f jest formg 10.20. Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkejt u = f(x, v, z) w punkcie
ujemng

P, w kierunku /, majac dane

a) u=xyz, Po=(1,1,1), a=60°, =060, y=135

b) u=xy*—xyz+z3 Py =(1,1,2), & = 60°, § =45 y=60°

) u=xy+xz+yz, Po=(-123), P, =(23,6)el

d) u = xyz{x+y+z), Py =(1,1,1), { ma kierunek i zwrot wek-
tora[—1,1, —1]

) u=x2+y'+z% Po=(1,—1,1), x = 45°, f = 120°, y = 60°
2 2 2

L=f=f=0

df jest formg nieokreslona funkcja f nie ma ekstremum

f’; =fy =f,=0 do rozstrzygniecia czy funkcja f ma ekstremum, po-
d°f jest forma pélokreslong | trzebne sa dodatkowe badania

10.19. Wyznaczyé ekstremum funkcji

a)f(x,y,Z):x2+y2+22+2x+4y-6z 1)) u=7+#+zj, abc # 0, P0=(a,b,c), ! ma kierunek
2 2 a c
] z 2 .

b) fix,y,2) = x+ i_x + }- + 5 wobszarze x >0, v > 0,z> 0 1 zwrot wektora [a,b,c]

10.21, Obliczy¢ cosinus kata ¢ miedzy wektorami grad f(P,), grad f(P,),
majac dane
a) f(x’y’z) = x2+y2_22, P1 = (1,0,0), Pz = (01 110)
b) f(x’y’z) = X}’—Z,Pl = (0’0a0)1 Pz = (1» 11 1)
c) f{x,y,2) = xy+yz+xz, P, =(1,0,0), P, ={0,0,1)

¢) fix,,2) = xX*+ 32 + 22+ 12xp + 22

2
d)f(x,y,z)=x+j—;+%+;wobszarzex>0,y>0,z>0

e) fix,y,2) = xyz(d—x—y~z)
0 f(x,p.2) = xyz(5—x*~y? -z}
8) f(x%¥,2) = xy*z)(7— x—2y—3z)
1 x2 yz
h) f(x,v,z =;+?+?+ZZ w obszarze x > 0, y > 0,z > 0

10.22, Wyznaczy¢ grad f(x, y,z), jesli funkcja f jest okreslona wzorem
a) x3y%z b) Ax+By+Cz+D ¢ \/'x2+y2+“-ﬁz-5
d) 1/\/7+_v2+32 e) z/\ﬂ;2+y2+22)3_ f) In \//;ZJr}'z
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10.23. Udowodni¢, z¢ w kazdym punkcie obszaru, w ktérym funkcje
u(P), v(P) sa klasy C!, zachodza rownosci
grad (u+v) = gradu+grad ¢
grad(uv) = ugradv+ rgrad u
10.24. Udowodnic¢, ze funkcja u (P) jest klasy C*! w obszarze D, a funkcja
f(u) jest klasy C' w przedziale E i u(P)eE, gdy PecD, to
w obszarze D zachodzi rownosc

grad f(u) = f'(u) grad u
10.25. Udowodni¢, ze jesli R = /x*+y* + 27 i funkgja f(R) jest klasy
C' dla R > 0, to dla R > 0 zachodza rownosci

gradR =[x, y,z]/R
gradf(R) = f'(R)grad R

10.26. Wykazaé, ze funkcja u = InR, R = ./x*+y? + 2%, spelnia réw- ]

nos¢ u = —In|grad uj.

10.27. Niech u = u(P,t) = u(x, y,z,t) oznacza temperatur¢ w punkcie

P = (x,y,z) w chwili ¢. Oznaczajac R* = x> +y?+:2? i przyj- |

mujac, ze dla ¢ > 0 funkgja u jest okreslona wzorem
a) u=1t %% R b) y=(cosx+cosy+cosz)e

wyznaczy¢ gradient temperatury u w punkcie P w chwili ¢ oraz :

predkosé zmiany temperatury u w punkcie P w chwili .

Funkcje » zmiennych

Niech n bedzie ustalong liczba naturalng, n > 3. Ciag n liczb rzeczywistych x,,...,%,

nazywamy punktem n-wymiarowej przestrzeni rzeczywistej #" i oznaczamy

X =[xy, X,} (13 '

Dla rozroznienia takich punktéw stosujemy wskazniki gorne, np.

x® = L0, = ) (14 i

Odleglo$é punktow (14) okreslamy wzorem

ot x) = P =D 4 O (9 |

Punkt O = (0,....0) nazywamy poczqtkiem uktadu. Odleglos¢ punktu (13) od poczatku

uktadu oznaczamy litery r

r:g[x,O}:V’xf+...+x,2. {16) §
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Funkcja(rzeczywista) n zmiennych (rzeczywistych) jest to funkcja, ktorej argumenty sg
punktami przestrzeni #”, a wartosci — liczbami rzeczywistymi. Jedli f oznacza funkcje,
a ¥ — jej wartos¢ w punkcie {13), to piszemy

u=f(x} lub wu=f(x,,..,x) (17)
Cz¢sto funkcje oznaczamy tak samo jak jej warto$é i piszemy
u=u(x) lub wu=uix,..,x.) (18)
Pochodne czastkowe funkcji (18) rzgdu 1 oraz rzedu 2 oznaczamy
du 2Pu
— lub u, oraz lub u, (19)
ax, £x, 0%,
dlak=1,..,noraz!=1,.,n Wektor przestrzeni #°
gradu = [u,, .., u, ] (20)

pazywamy gradientem funkgji (18).

10.28. Obliczy¢ pochodne czastkowe rz¢du 1 i rzgdu 2 funkgji n zmien-
nych, ktora, zgodnie z oznaczeniem (16), wyraza si¢ wzorem

2 1
Du=r"bu=ecJu=rd)u=c¢e e = H u=Inr
10.29. Obliczy¢ pochodne czastkowe rzedu 1 i rzgdu 2 funkcji

a) u= ) x;cosx; b)u=sin} a;x; (a — stale)

i=1 i=1

¢) u=exp y a;x; (a; — stale)
i=1

10.30. Obliczyé¢ gradient funkgcji

a)u=r’=xi+.+x2 Du=r=xt+. +x7

10.31. Wyznaczy¢ ekstrema funkcji w zmiennych x,, x; X3 X,
(a, b, c,d — stale} okreslone) wzorem

1

a) u= §(x§+x§+x§+xi+x3x4)—(ax1 +bx, +exy+dxy)
1 2 2

b) u= i{xl+x2)+x3x4—(axl+bx2+cx3+dx4)
1 2 2 2 2

c) u ti(xl+x2+x3+x4)+x3x4—(axl+bx2+cx3+dx4)
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10.32. Funkcja f okreslona w #" wzorem

Fqs ) = (nl x,.) (n+ 1 "él x,,)

ma w punkcie x, = .. = x, = 1 maksimum wiasciwe rowne 1;
innego ekstremum nie ma. Sprawdzi¢ powyzszy tez¢ w przypad-
kach n=1,2,3,4.

Rozdzial 1 1

Funkcje uwiklane. Ekstremum warunkowe

Zatozenia. Zakladamy, ze funkge F i G wystgpujace w tym rozdziale sa klasy 7
w pewnym obszarze D, a punkty P i P, nalezg do obszaru D.

Funkcja uwiklana jednej zmiennej

Twierdzenie 1. Rozwazmy rownanie o dwéch zmiennych

Fix,y)=0 {n
Jesti w punkcie Py = (x,, ¥,) zachodza zwigzki
F(P,) =0, F Py #0 2
to w pewnym otoczeniu H liczby x, istnieje dokladnie jedna funkcja
y =[x} 3
klasy 2, spetniajaca dla x € H rownosé
F{x.f(x))=0 4

orar warunek v, = f(x,). Funkgja (3) jest nazywana rezwigzaniem rownania {1) wzgledem
¥ w otoczeniu punktu P, albo funkcjq uwiklang zmiennej x dang rownaniem (1) w otoczeniu
punkiu P, Pochodne funkcji (3) wyrazajy si¢ wzorami

1= —FyF, ["=(—F_F+2F F F —F FiyF] (5

z podstawieniem vy = f(x) dla xe H. Jesti /" =0, to /" = —F, /F.

Uwaga. Zatozenia tw. 1 sy dia istnicnia funkcji (3) wystarczajace, ale nic konieczne.
W zadaniu 11.3¢ warunek F AP} # 0 nie jest spelniony, mimo to funkcja (3) istnigje. Jesli
Townanic (1) daje sie rozwigzad cleklywnie wrglgdem v, to funkcje (3) otrzymujemy
w postaci juwnej bez pomocy tw. .
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11.1. Wyprowadzi¢ wzory (5) przez rézniczkowanie rownosci (4),

11.2. Rozwigza¢ efektywnie wzgledem y rownanie
a) x24+y*—1=0 b) x*+y*+1=0
¢ X>txy—x+y=0 d) x*+2xy—y*4+x+2y =0
e) y+1=¢" ) x—y+1=0¢""7

4
g) x2+y?+1 =% h) X:—arcth
X w x

11.3. Zbadag, czy tw. 1 mozna stosowaé do rownania
a) x’ -2y’ —~2x—4y+4 = 0 w otoczeniu punktu P, = (1, 1),
b) 4xy—3y*—6x+2y+3 = 0 w otoczeniu punktu P, =(1, 1),
¢) x*>—y* = 0 w otoczeniu punktu P, = (0,0),
d) x*+y? —In(x*+y*+1) = 0 w otoczeniu punktu P, = (0,0).

11.4. Za pomocg tw. I wyznaczy¢ pierwsza i druga pochodna funkcji

uwiklanej y = f(x) danej réwnaniem

. 1
a) x?—xy+2y*+ x—y =0 w otoczeniu punktu P, = (O, —),

b) xy—Iny—1 =0 w otoczeniu punktu P, = (e%,e)

¢} x?y—e? = 0 w otoczeniu punktu P, = (g, 1),
d) ye*+¢’ = 0 w otoczeniu punktu P, = (—1, —1).

Ekstremum funkcji uwiklanej

Funkcja uwikiana y = f(x) dana réwnaniem F (x, y) = 0 w otoezeniu punktu (x, y}ma i

dia argumentu x ekstremum wlasciwe, jesli

Fp)=Fian =0  Fx)#0, F(xy#0 © |

Jest to minimum, gdy wartoéé —F, (x, y)/F (x,)) jest dodatnia, a maksimum, gdy ta
wartosé jest ujemna.

11.5. Wyznaczyc¢ ekstrema funkcji uwiktanej y = f(x), danej réwnaniem ;

a) x?—xy+1=0 b) x2—2xy+2)*+2x+1 =0
©) x*+2xy+y?—4x+2y~2=0 d) x’y—xy*+6=0

e) x2y2—x*+*-5=0 f) In /x2+uy2—arctg£=0

11.6. Wyznaczy¢ ekstrema funkcji uwiklanej y = f(x) oraz funkeji §

uwiklanej x = g(y), danych réwnaniem
a) x2—2xy+2y*+2x+1=0 b) x>—y2—2x4+2y—1=0
©) x*—2x*y—x?+y?+y =0 d) (x®+y?)® = x?)?
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Punkt osobliwy

Ppunktem osobliwym rownania F(x.y) = 0 nazywamy p\.!nkt {x,¥), w ktorym zachodza
rownosci F = F, = F, = 0. Jesli w tym punkcie rownanie
F +2F, m+F, m=0 G

ma dwa pierwiastki rzeczywiste m; i m, to obrazem réownania w otoczeniu 1ego
punkiu 4 dwie krzywe przecinajace si¢ w tym punkcie, a §tyczne do t)‘Cill krzijych
maja wspolczynniki katowe my 1 m;. Jesli za$ F, =0, to jedna styczna Jest'rown(?-
legta do osi Oy, a druga ma wspolczynnik katowy m wyznaczony DPrzez rownanic
F . +2F_ m=0

11.7. Znalez¢ punkty osobliwe rownania

a) xty—xy?—x+y=0 b) x>=x?y+y’—xy=0
¢) 3—x2—y2=0 d) xy—y*=0 ¢ xe? - ye?* =0

Funkcja uwiklana dwéch zmiennych

Twierdzenie 2. Rozwazmy rownanie o trzech zmiennych

Fix,y2)=0 (8)
Jesli w punkcie Pp = (Xq, ¥gn 2¢) Zachodza zwigzki
F(P) =0  F(P)#0 9
to w pewnym otoczeniu H punktu (xq,y,) istnieje doktadnie jedna funkcja
z=f(x,y) (10}
klasy C2, spetniajaca dla (x, y)€ H rownosé
F{x,y.f(xy)=0 (1

oraz warunek z, = f{(xg, ¥o)- Funkcje (10) nazywamy funkcjg uwiklaanmiennych %y dan'q
rownaniem (8) w oloczeniu punkiu P, Pochodne czastkowe funkcji (10) wyrazaja si¢
Wzorami

fo=~FJF, [, = -FJF, .

foo ={—F Fi+2F F F,—F, F)/F; (12)

f”=(-—F”,F§+2Fy,F,F,—F”Fﬁ)/FS .

f,, = (—F”Ff+F“F,,F,-l-F,,FIF‘-—FquF,);‘F,
2 podstawieniem =z =f{x,y) dla (x.y)eH. Jesli f = =0 to f.=— F,J/F,
Ly = ~FJF, fo=—F,iF.

11.8. Wyprowadzi¢ wzory (12) przez rézniczkowanie rownosci (11).
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11.9. Rozwigzal efektywnie wzgledem z réwnanie
a) x?+y?—z2=0 b) x?+y?+z2-1=0
¢) xy+yz+zx=0 d) x*—2p?+22—4x+2:-5=0

el

z 2
f =1g =
Sy By
11.10. Zbadac, czy tw. 2 moze by¢ stosowane do réwnania
a) x?+y?—z? = 0 w otoczeniu punktu P, = (0,0,0),

b) x*+y*+2°—1 =0 w otoczeniu punktu P, = (1,0,0),
¢} xy+yz+zx =0 w otoczeniu punktu P, = (1,0,0).

e) x+y+z=—e xtrtz

11.11. Za pomocg tw. 2 wyznaczy¢ pochodne f, /f, funkcji uwiklanej &

z = f(x, y) danej rownaniem
a) e’—xyz—1 = 0 w otoczeniu punktu (2, 1,0),

b) x+arctg z—}— —z = 0 w otoczeniu punktu (0, n/4, n/4),
—X

¢) z*—3xyz—20 = 0 w otoczeniu punktu (—1, 2, 2),

d) x—zlni‘ = 0 w otoczeniu punktu (0, 1, 1),

€) x>+y*+23—3xyz = 0 w otoczeniu punktu (-2, 1, 1),
f) xsiny+ysinz+zsinx = 1 w otoczeniu punktu (2, ©/6, 0).

Ekstremum funkeji nwiklanej dwoch zmiennych

Funkcja uwiktana

dana rownaniem F(x.y,z) =0 w otoczeniv punktu P = (x,y,7) ma w punkcie {x,¥) _4
ekstremum wiasciwe, jesli w punkcie P zachodzg zwigzki
F=F,=F,=0, F,#0, W=F_F, —F. >0 (14)

Jest to minimum, gdy warto$¢ —F,_/F, w punkcie P jest dodatnia, a maksimum, gdy ta

wartoéé jest ujemna. Jesli w punkcic Pjest F = 0, F, # 0,ale F, # 0lub F,#0lubW<0,

to funkcja (13) w punkcie (x, v} nie ma ekstremum.

11.12. Wyznaczy¢ ekstrema funkcji uwiklanej z = f(x, ) danej row-
naniem

a) x2+p?4+22-5:=0 b) x2—2)? 422 Ax+2z-5=0

¢) x*+y*+2°-32=0 d) x—zln§=0 e) *—3xyz =20
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2 =f{x,) (13) 2

Dwie funkcje uwiklane jednej zmiennej

Twicrdzeniec 3. Rozwazmy uklad dwoch rownaii o trzech zmiennych

Fix,y29=0 G(x.92)=0 (15
Jedli w punkcie Py = (xg, ¥o, 2o) zachodzg zwigzki
T K It LT
to w pewnym otoczeniu H liczby x, istnicje doktadnie jedna para funkgji
y=flx), z=g(x) {17
kiasy C2, spelniajacych dla xe H réwnosci
F(x.f(x)g(x)}=0, G(x.f(x)g(x) =0 (18}

oraz warunki v, = f{X;), Zo = g (x,). O funkcjach (17) mdwimy, ¢ sa to funkcie uwiklane
zmiennej x dane ukladem rownasi (15) w otoczeniu punkiu P,. Pochodne tych funkcji s3 dane
wzorami

dy D(F,G) D(F,G) dz _D(F,G) D(F.G)
dx Dix.2) Dz’ dx D(p.x) D(nz

z podstawieniem y = f(x), z = g(x) dla xe H.

{19

11.13. Wyprowadzié wzory (19) przez rozniczkowanie rownosci (18).

11.14. Rozwiazaé efektywnie wzgledem y i z uklad rownan
8) x24+y*+22-2=0, x+y+z=0
b) x2-2y?—-2z2=0, x+y+z=2
¢ x1+xy+y?—1=0, z=x*+)?
. dy dz o
11.15. Za pomocg tw. 3 wyznaczy¢ pochodne e funkcji uwiklanych
y = f(x), z = g(x) danych ukladem réwnan
a) ¥ +xyz4+2°-3=0, x+y—z—1=0 w otoczeniu punktu
Py =(1,11), _
b) Iny+ylnz+xz=0, x—y+z=0 w otoczeniu punktu
PO = (O’ 1; 1)1 .
¢) xy+yz+zx—11=0, xyz—6=0 w otoczeniu punktu
P, =1{(1,23)

Dwie funkcje uwiklane dwéch zmiennych

Twierdzenie 4. Rozwazmy uklad dwdch rownan o czterech zmiennych
F(x,y,u,t)=0, Gix, y,uv)=0 (20)
Jesli w punkcie Polxq. ¥o. Uo. tg) Zachodza zwiazki

— 153 -

77



D(F,G).

F(P)=G(P,)=0, — P 0
(Py) (Py} Dinv) (Po} # (21
to w pewnym otoczeniu H punktu (x,, y,) istnieje dokladnic jedna para funkcji
=7y, r=gy (22)

klasy C?, spetniajacych w otoczeniu H rownosci
FloySiaygx ) =0, Gloyfix,yglxy)=0 (23)

oraz warunki ug = f(xq, ol g = g{xg y,). O funkgjach (22) méowimy, ze sa to funkcje
uwiklane zmiennych x, y dane ukladem rownar (20) w otoczeniu punktu P, Pochodne tych
funkcii s3 dane wzorami

éu _D(F,G) D(F,G)
dx Dy D)’
éu_D(F.G) D(F.G)

& DG DIFG)
dx  D(ux) D{up)
e D(F.G) @_D(F,G}_D(F,G}
éy  Dipne) D)’ A& Dy Diur)
z podstawieniem u = f(x,y),v = g(x,y) dla {x,y)e H.

29

11.16. Rozwiazac efektywnie wzgigdem u, v uktad réwnan
a) xu—yv =0, yu+xv =1
b) x = ucos(v/u), v = usin(v/u)

11.17. Za pomocg tw. 4 wyznaczy¢ pochodne czastkowe wzgledem
x i y funkcji uwiklanych u = f(x, y}, v = g (x, y), danych uktadem

réwnan
a) xsinu—ysinv =0, u+v—x—y+2 = 0 w otoczeniu punktu
P, =(1,1,0,0),

b) x—e“—usinv =0, y—e”+ucose =0 w otoczeniu punktu
P, =(e,e—1,1,0).

Ekstrernum warunkowe

Niech funkcjq ekstremalizowang (Zarys. s. 369) bedzie funkcja u = G(x, ), (x,y)eD,
a wigzami zbior E, E < D.

1. Jedli wigzy E sg dane rownaniem y = f(x), xe H, H - przedzial, to ekstremum
warunkowe funkeji G wzgledem wigzow E jest to ekstremum funkgji zlozonej G (x,f{x)h
xeH.

2. Nicch wigzy E beda dane rownaniem F{x, ¥} = 0 nie majacym punktu osobliwego.
Jesli rownanie to sprowadza si¢ do postaci y = f{x), to rozumujemy jak w p. 1. Jesh
W pewnym ‘punkcic PoeE jest F(P,) =0, to w otoczeniu punktu P, sprowadzamy
rownanie wiezow do postaci x = g()) i poszukujemy ekstremum funkeji G (g (), ¥).
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Metoda Lagrange’a

Tworzymy funkcje Lix, y,A) = G(x, y)+ AF (x, y), obliczamy jej pochodne czystkowe
i przyrownujemy je do 0
G, +iF, =0, G,+4iF, =0, F=0 (25)

Kazdy punkt (x,)) spelniajacy roéwnania (25) nazywamy punktem stacjonarnym
funkcji G wzgledem wigzow E. Rownoéci (25) s3 warunkiem koniecznym ekstre-
mum warunkowego, tzn. jesli w jakim$ punkcie wystgpuje ekstremum warunkowe,
to punkt ten spelnia rownania {25). Rozwiazujac uklad rownar (25), znajdujemy
wszystkie punkty w ki6rych moze wystgpowac ekstremum warunkowe funkcji G wzgle-
dem wigzow E.

11.18. Wyznaczy¢ ekstremum warunkowe funkcji
a) u = ax+by, a’+b? > 0 wzgledem wigzow x> +y* = 1,
b) u = x*+ y? wzgledem wigzdw xcosa+ysinx = a,
¢) u = cos®x +cos?y wzgledem wiezéw y = x — /4.

11.19., Wyznaczy¢ ekstremurm warunkowe funkcji

a) u = x—2y+ 2z wzgledem wiezdw x> +y*+z% =1,

b) u = xy?z® wzgledepn wiezdw x+2y+3z=a, x>0, y >0,
z>0,a>0,

¢} u = xyz wzgledem wiezdw x+y+z =35,

d) u = sin xsin ysinz wzgledem wiezow x+y+z =n/2, x >0,
y>0,z>0,

2 2 2

- * z
e) u = x?+y? +2z* wzgledem wigzow el + i‘z + pe i 1,

a>b>c>0,
., 111
f) u=x+y+zwzgledem w1¢zow—+;+;= Lx>0,y>0,
X
z > 0.

11.20. Na plaszczyznie x+y—2z = 0 wyznaczy¢ punkt P =(x,y,z)
taki, aby suma kwadratéw odleglosci punktu P od plaszczyzny
x+3z = 61 od plaszczyzny y + 3z = 2 byla najmniejsza.

11.21, Na plaszczyznie 3x—2z = 0 wyznaczy¢ punkt P = (x, y, z) taki,
aby suma kwadratow odleglosci punktu P od punktu 4 = (1,1, 1)
i od punktu B = (2, 3,4) byla najmniejsza.
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Rozdzial 12

Krzywe na plaszczyznie 1 w przestrzeni

Krzywa dana réwnaniem F(x,y) =0

Aby nakreslié obraz réwnania F (x,y) = 0, rozwigzujemy to rownanie wzgledem y lub - 2
wzgledem x (o ile jest to mozliwe) i szkicujemy wykres otrzymanej funkcji.

12.1. Nakresli¢ obraz rownania

a) x>4+x?—y? =0 b) 24+ x*—x2=0
¢y =(x—a——,a>0 d) ) =(x+2)
2a—x
e) (y—x)* = x* f) 64y = x°+5x*
g) y: = x(x-2) h) Y’ Qa—x)=x*a>0

i) x*-x?—y?=0

Krzywa dana parametrycznie

Aby nakreslic krzywa dang réwnaniomi parametryeznymi x = x{t}, y = y(f), tcEE §
-— przedzial, rugujemy parametr, I, tzn. sprowadzamy rownanie krzywej do postat |
¥ =f{x)lub x = g(y) lub F(x,y} = 0. Rugowanie parametru nie zawsze jest mozliwe.

12.2. Narysowac krzywa
a) x=2t—1, y=1-—4t% teR
b) x=1"+2, y=t*+1, teR
) x=12—t=2 y=t*—t4+3 teR
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d) x = asin?t, y=bcos’, te(0;n/2), a>0, b>0
e) x =acost, y=asint, teRa>0

f) x=acht, y=asht, te®Ra>0

g) x=asht, y=bcht, teRa>0 b>0

h) x =ctgt, y=tgr, te{0;n/2)

i) x=¢¥ y=¢Y teR

12.3. Krzywa jest dana réwnaniami parametrycznymi
x=1-t3,  y=2+3 teR

Wyznaczy¢ punkty krzywej, odpowiadajace wartosciom paramet-
rui=—2, —1,0, 1, 2. Na podstawic wlasnosci funkcji x{(¢) i y(t)
orzec, czy krzywa jest ograniczona, wyznaczy¢ punkty przecigcia
krzywej osiami ukladu oraz punkty skrajne krzywej, ). punkty
o ekstremalnej odcietej lub o ekstremalnej rzgdnej. Wyrugowac
parametr.

Wektor styczny, wektor normalny. Styczna, normalna

Zakladamy, 7¢ wystgpujace ponizej funkcje: x (£), ¥ (1), f(x), F (x, ¥ sa klasy C*. Pochodne
funkcji x(r), ¥{z) wzgledem ! oznaczamy X(f),5(1). Drugie pochodne tych funkgji
oznaczamy X (1}, ¥{t). Zakladamy. ze wektory [%, j), [F,, F,] sa niezerowe. W rdwnaniach
stycznej i normalnej punkt (x,y) jest punktem krzywej, a punkt (X, ¥) jest dowolnym
punktem plaszczyzny.

——

Krzywa X = X(E): y=y(t) y=f(x), xekE F(x, y):(]

teE
Wektor - . _
ctyerny £ g [~F, F.]
Wektor

_ a - — " F
normalny (=5 %] (=1 LF= F)

X—x Y-y
Styczna —=— Yy= (X-x) |F(X=x)+F,(Y-))=0
x ¥y
X—x Y-y
Normalpa [ (X = x)+ 3 (Y-} =0| X—x+f(Y—y=0 - = F
x ¥
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12.4. Napisa¢ rownanie stycznej i rOwnanie normalnej do krzywe;j

a) y= xe X, w punkcie o odeigtej x =0,

14 x%’
b) y = xlnx, x > 0, w punkcie 0 odcigtej x = 1,
¢) y = Incos x, |x| < n/2, w punkcie o odcigte) x = n/3.

12.5. Na krzywej y = x./x—3, x 2 3, wyznaczy¢ punkt, w ktorym
styczna ma wspolczynnik kierunkowy réwny 5.

1
12.6. Nakrzywej y = et x € &, wyznaczy¢ punkt, w ktorym styczna

ma wspolczynnik kierunkowy réwny —1/2.

12.7. Napisa¢ rownanie stycznej i rOwnanie normalnej do krzywej
2) x?+y?+2x—2y—2=0  w punkcie (-2, l+\/§)
b) x3+y?+2x—6=0 w punkcie (—1, 3)
c) xe? = ye?~* w punkcie (0, 0)
d) y2—xy—4=0 w punkcie (3, — 1)
e) 2x* —x?y? —3x+y+7 =0 w punkcie (1, —2)
f) x>*+3y*~2axy =0,a>0, w punkcie (,q)

Wektor wodzacy i jego pochodna

Niech K oznacza krzywa o rdwnaniach x = x{1), y = y(1),

to wektor
OM =r=r(t}=[x(t)y{t}]
Pochodna wektora wodzqcego punktu M jest to wektor

F=#0) = [X(0, 30}

dla r # t, zachodzy zwigzki.

F(t) = k(he(t) # 0, limpi(t) =0, # 0

19

to v, jest wektorem stycznym do K w punkcie M, = M (1),
Promien wodzqcy punktu M jest to modul wektora wodzacego punktu M

OM =r =r(t) = /X 0)+ y¥1)
Jedlir(?) # 0, t0 F =7 (1) = (X () x () + p () y (O)/r ().
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tcE. Niech 4
M = M (1) = {x(1}, (1)) oznacza dowolny punkt krzywej K. Wektor wodzqcy punktu Mjest 3

teE 1)

teE @ 3
Jesli #(t) # 0, to #(t) jest wektorem stycznym do K w punkcie M (1). Jesli # (1) = 0, al¢ q

teE 0

"

Kat kierunkowy wektora wodzgcego r,r # 0, oznaczamy ¢ = (Ox, r). Kat kierunko-
{0

wy wektora stycznego £, F # 0, oznaczamy x = (Ox,#). Jesli x{t)#0, to tgp = —.

x(£)
y(1)

Jesh (1) £ 0, to tgo = ——

00

12.8. Wyznaczy¢ wektor styczny w dowolnym punkcie krzywej 1 na-
pisaC rownanie stycznej w punkcie M,, odpowiadajacym war-

tosci t,
a) x=2t—1, y=1-4 teh, t,=1
b} x =2cost, y=sint, 0<t<2r, t,=mn/4

c) x=1 y=1t*-2, teR, tozﬁ
d) x =e?, te®, t,=0
e) x =t—sint, y=1—cost, te#,

y = e3:
ty = 7/2
12.9, Wyznaczajac promiett wodzacy, wektor wodzacy 1 jego pochod-
na, zbadac krzywa

-

y=cost—sint, 0<t<2n
0t <2
O0<1<2n

a) x = cost+sint,
b) x = 3cost,
¢) x = cos’t,

y = 2sint,
y = sin’t,

12.190. Udowodnic, ze jeshi r jest promieniern wodzacym (3) krzywej
K, to

1° zachodzi réwnosé %(rz) =2rf dla teE,

2° w punkcie, w ktdérym r ma ekstremum, zachodzi relacja
rlp?.

Jednokladnosé

Jednokladnosé o srodku O w skali 5, s = const # 0, jest to przeksztalcenie, ktore do-

wolnemu punktowi P przyporzadkowuje punkt P taki, ze O_P’ = sOTP.. Jesli w tym
Przeksztalceniu obrazem figury K jest figura K', to méwimy, ze figura K" jest jednokladna
2figurg K w skalis. W ponizszych rozwazaniach $rodkiem jednokladnoéci O jest poczatek
uktadu Oxy.
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12.11,

12.12.

12.13.

o Krzywa K’ jednokbadna
Krzywa K 7 krzywg K w skali s
x = x{th y = yir} x = sx(t), vy = sy(t)
te E te E
x
y=f(x) y=sfl{-
s
{sarshy dlas> 0
xela; b) [
{shysad dlas < 0
X ¥
Fix,y)=0 Fl—-—-]=0
s 5

Znalez¢ rownanie krzywej K' jednokladnej w skali s z krzywa -

K o réwnaniu

a) x =cost, y=sint, te{0;n/2> b) y =sinx, xelln)
¢} y=1/x% xe(®;ow) d) x2+y?=a’
Narysowac¢ krzywe K’ odpowiadajagce wartosciom s =
=1,2.—1.

Udowodnic¢, ze krzywa jednoktadna w skali s z parabola y = x? _,5

. 1
jest parabola y = ;x’.

Okrag

Napisa¢ rownanie okregu

a) o srodku (—4, 3) i promieniu 5,

b) ktorego Srednica jest odcinek o koticach (-4, 3)i (2, 5),
¢) przechodzacego przez punkty (1, - 2), (0, —1), (=3, 0),

d) przechodzacego przez punkt (1, 2) i stycznego do obu osi

ukladu.
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Elipsa, hiperbola i parabola

Elipsa Hiperbola Parabola
2 2 2 2
Rownanie %+;—2 =1 %_;_2 =1 ¥y = 2px
a>h>0 a>0, b>0
Polosie a - polos wielka a polos rzeczywista
b - polos mata b — p6los urojona
Wierzcholki {+a,0), (0, +b) {+a, 0) {0, 0y
Asymptoty y= i%x
Pélogniskowa | .= /g7 _p? c= \/W
Ogniska Fii=(%c0) F=(p/2,0)
Kicrownice x= 1k  k=a%c x=—p/?
Pétparametr p = ba p#0
Mimosrod e=c/a e=1

State a, b, ¢, e, k, p zwigzane z elipsa i hiperbola sa wzajemnic zalezne. Znajac ktorekolwick
dwie z tych stalych, mozemy pozostale wyznaczy¢ ze zwiazkow podanych w powyzszej
tablicy. W szczegolnosci, otrzymujemy nastgpujace wzory dla elipsy:

a_ P PR ¢ = ep
1—e?’ M—et C1-e
oraz dla hiperboli
a= P b= p C = hii
e2—1’ fE 1 et—1

12.14. Wyprowadzi¢ wzory (4) i (5).

2

P

Te(l—&)

(4)

(5

12.15. Napisa¢ rownanie elipsy, ktorej ogniska leza na osi Ox symet-
rycznie wzgledem poczatku ukiadu i o ktérej wiadomo, ze
a) przechodzi przez punkt (—4, \/ZT } i ma mimosréd e = 3/4,
b) poélos wielka jest rowna 2, a kierownica jest prosta x = 4/\/ 3,
¢) ma mimoérod e = \/3-/3 i parametr 2p = 8.
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12.16. Napisaé¢ rownanie hiperboli
a) ktorej asymptotami sq proste y = +x, a kierownicami sg
prosie x = iﬁ,
b) ktorej wierzcholki leza na osi Ox, kierownicami sa proste
= i\/I/—Z, a mimosrod jest rowny e = ﬁ,
¢) ktora ma wierzchotki w ogniskach, a ogniska w wierzchol-
kach elipsy x%/25+y%/9 = 1.
12.17. Napisa¢ rownanie paraboli
a) ktorej ogniskiem jest punkt F = (1,0), a wierzchotkiem po-
czatek ukladu, .
b) ktorej ogniskiem jest punkt F = (2,0), a kierownica prosta
x=1, b
¢) ktorej ognisko i wierzcholek, wzajemnie odleple o 1, lezg na é

osi Oy i ktora przechodzi przez punkt (4, 10).

12.18. Rozwiazaé zadanie 12.15 a) przy zalozeniu, ze ogniska elipsy lezq £
na osi Oy symetrycznie wzglgdem poczatku ukladu.

Styczna do stozkowej

Jeili stozkowa, tzn. okrag, elipsa, hiperbola lub parabola, jest dana réwnaniem E
Ax? +2Bxy+ Cy* +2Dx+2Ey+F =0 6)

to styczna do tej stozZkowej ma rownanie k
AxX +B(X +xY)+ CyY+D(X + 0+ E(Y4+ ) +F =0 M 3

w ktorym {x, ¥) oznacza punkt stycznoici, a (X, ¥) jest dowolnym punktem plaszczyzny.

12.19. Napisa¢ rownanie stycznej w dowolnym punkcie stycznosci do
stozkowej danej ponizszym roéwnaniem (a # 0, b # 0) ‘
3) xX’+y>=a® b) (x—pP+(y—agf =a® ) xy=a

x*  y? X2y

d)?—i-?:l e)aj—-b—*i=1 i)y2=2ax

12.20. Wyznaczy¢ styczng
a) w punkcie (2,,/3) do elipsy x> +4y* = 16,
b) w punkcie (2, —3) do hiperboli 3x*—y* =3,
¢) w punkcie (1, 4) do paraboli y*> = 16x.
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12.21. Wyznaczy¢ styczna do krzywej
a) x*+2y? = 8 przechodzaca przez punkt (0, 6),
b) x*+y*—8x—4y+ 16 = 0 przechodzaca przez punkt (0, 0),
©) y = x*+2x+4 przechodzaca przez punkt (0, 1).

12.22. Wyznaczy¢ styczng do krzywej
a) x?+y*+6x+10y+9 = 0 rownolegla do prostej 3x +4y = 0,
b) 4x%-—-9y* = 36 prostopadta do prostej x+2y = 0,
¢) y* = 2px, p # 0,réwnolegla do dwusiecznej I éwiartki uktadu.

Ogniska, kierownice, promienie wodzace
Stozkowe o wspolnym ognisku i wspolnej kierownicy

12.23. Wyznaczy¢ figurg¢ zlozona z punktéw M = (x,y), dla ktérych
stosunek odleglosci od punktu F = (3,0) i od prostej d o row-
naniu x = ~3 jest staly i rowny liczbie e, przyjmujac
a)e=1 bye=1/2 c)e=2 dye=1/5 e e=5

Elipsy i hiperbole o wspolnych ogniskach

12.24. Udowodnic, 7e¢ dowolna elipsa o ogniskach F, = (c,0),
F, =(—¢,0),¢ >0, i dowolna hiperbola o tych samych ognis-
kach przecinaja si¢ pod katem prostym.

Suma i roznica promieni wodzacych MF,, MF,

12.25. Dane s3 dwa punkty F, = (4,0)i F, = (—4,0). Wyznaczyé figurg
zlozong z punktow M = (x, y), dla ktérych
a) MF,+MF, =10 b) MF,—-MF, =6 ¢) {MF,—MF,| =6

Wspdlrzedne biegunowe uogélnione

Niech M =(x,y) bedzie dowolnym punktem plaszczyzny Oxy, réznym od punktu
0 = (0,0). 0f radialna punktu M jest to o przechodzaca przez punkty O, M i majgca
pewien okreslony zwgt (nickoniecznie zgodny ze zwrotem wektora OT’\; ). Odte oznaczamy
Or. Miarg wektora OM na osi Or nazywamy wspotrzedna radialng punktu M i oznaczamy
r. Miarg (wieloznaczna) kata skierowanego od osi Ox do osi Or nazywamy wspalrzgdng
kgtowg punktu M i oznaczamy ¢. Mamy zatem zwigzki

r = wspy, (ﬁl., @ = (Ox,0r)
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Nadto, jesli M = (0,0), to przyjmujemy r = 0, ¢ — dowolne. Przy tych okresleniach dlg

kazdego punkiu M = (x, y) zachodzg réwnosci
X =rcos ¢, y=rsing

12.26. Krzywa jest okrelona w ukladzie prostokatnym rownaniem
a) x?*+y2=a> b) x*—y*=a’ c} x?+y? =ax

gdzie a > 0. Znalez¢ rownanie tej krzywej w ukladzie bieguno-

wym.

12.27. Krzywa jest okreslona w ukladzie biegunowym réwnaniem
a) r’sin2¢ =2a* b) rcose=a ¢} r=2asing
d) rsin(p+7/,)=a e)tgog=m f)rcoslg—un)=a

gdzie a > 0. Znalei¢ rownanie tej krzywej w ukladzie prostokat- 8

nym.

Stozkowe w ukladzie biegunowym

Rownanie
P

P = ———— p>0,ex=0
I—ecosg

wyznacza stozkowa o mimosrodzie e i potparametrze p. Potparametr p okresla wiclkodt 3

stozkowej, a mimosrod e jej ksztalt, a mianowicie:

— dla e = 0 jest to okrag x*+y? = p?,

— dla 0 < e < 1 jest to elipsa (x—c)?/a’ +y*/b* = |,

— dla e = 1 jest to parabola y* = 2p(x +p/2),

— dla e > 1 jest to hiperbola {(x +¢)*/a® —y*/b? = 1,

przy czym a, b, ¢ s4 wyznaczone przez e, p wzorami {4} i (5).

12.28. Stozkowa jest okre$lona w ukiadzie biegunowym rownaniem

a) r= b) r= : c)r———3
 5-4cos¢ o 5cos ¢ l—cos¢

1 1
9 =5 3 cos @ ¢ "= 4 Scoso D T 2 2cosg

Znalezé rownanie tej stozkowej w ukladzie prostokatnym.

Inne krzywe w ukladzie biegunowym

12.29. Narysowa¢ krzywa okreslona ponizszym rownaniem (a > U4

m > Q)
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i

a) r =agp spirala Archimedesa
b) r =a/p spirala hiperboliczna
¢) r=ae™ spirala logarytmiczna

d) r =afl +cos¢) kardioida

€) r=a./cos2¢  lemniskata Bernoullicgo
f) r=asing okrag

g) r=asin2yp krzywa czterolistna

h) r = asin3gp krzywa trojlistna

i) r = asindgp krzywa osmiolistna

Inwersja

Inwersja wzgledem okregu K o Srodku S i promieniu a jest to przeksztalcenie, ktdre
dewolnemu punktowi P, roznemu od §, przyporzadkowuje punkt Q lezacy na polprostej
SP w takicj odleglosci od S, ze zachodzi rownosé

SP-S¢=4d’ %)

Jedli § jest poczatkiem prostokatnego uktadu kartezjanskiego, to przy oznaczeniach
P =(x,», 0 =1(X,Y) zachodza zwiazki

x y
X=a——, Y=al—— 9
PO PO &)

oraz rownowazne im zwiazki
X Y
2 2

L — =g —— 10
xiryrr YT xiyr (10)

12.30. Udowodnié¢ wzory (10).

12.31. Udowodnié, 7ze w przeksztalceniu (10) obrazem okregu lub
prostej

Ax*+y?+Bx+Cy+D =0, |A|+|B|+IC| >0 (11)
jest okrag lub prosta
a*A+ad*(BX+CY)+D(X*+Y) =0 (12)

12.32. Udowodni¢, ze w przeksztalceniu (10) obrazem lemniskaty
r=a./cos2¢ jest hiperbola X>—Y? = g2
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Rozpoznanie rodzaju linii drogiego stopnia

Majac dane réwnanic
®(x,y) = ax? + 2bxy+ecy® + 2dx +2ey+f = 0, lal+1bl +c| # 0 (13)
tworzymy wyznaczniki

a b

El W=
b ¢

(14)

w =

m oo

- R

ROl

ktore nazywamy wyréznikami (malym 1 wielkim) rownania {13). Za pomoca tych

wyroznikow mozna rozpoznaé rodzaj linii drugiego stopnia.

Rodzaj linii drugicgo stopnia Cecha rozpoznawcza

1. Elipsa w>0 aW<0!
2. Punkt w0 aWw=20
3. Zbidr pusty w>0 aW=>0
4. Hiperbola w<0 W#0

5. Dwie proste przecinajace sic w <0 W=10
6. Parabola w=>0 W#0

7. Dwie proste rownolegle

8. Prosta } w=0 W= 0"
9. Zbibr pusty

Uwagi. Y Jesli nadto a = ¢, b =0, to linia jest okregiem.

B Aby rozrézni¢ przypadki 7, 8 i 9, badamy, czy istnicja punkty wspolne linii

z osiami uktadu.

12.33. Za pomoca wyroznikow rozpozna¢ rodzaj linii drugiego
stopnia
a) 2x2—2xy+3y*—2y—1 =0
b) 3x?+4xy+2y*+2x+4 =0
¢) x24+2xy+2y*—2x+2y+5=0
d) x4+ 2xy=2y-2x+4y+1=0
e) 2x2—dxy+y*+2y—1=0
f) x* +4xy+4y? —2x+6y+1=0
g) 4x? —dxy+y*—12x+6y+10=0
h) x*>—6xy+9y>—2x+6y—8 =0
P x242xy4+12+2x+2y+1=0
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Badanie linii drugiego stopnia za pomoca obrotu i translacji

Nijech L oznacza obraz rownania
D(x.y) = ax?+2bxy+cy* +2dx+2ey+f =0 |u|+|b|+c| #0 (15)

Metoda 1. Usunigcie wyrazu micszanego za pomocg obrotu. Jesli b # 0, to wprowadzamy
uktad OXY obrocony wzgledem ukladu Oxy o kat x = {x, X), ktory jest okreSlony
zwiazkami

1+m . I—m q a—c 16
cosx= [—, sime = [—— m= , =
2 2 /—]+qz q b (16}

N

Przejicie od uktadu Oxy do vkladu OX'Y wyraza si¢ wzorami
x = Xcoso—Ysing, y=Xsinx+ Ycosx (17)
Podstawiajac (17) do (15), otrzymujemy dla L réwnanie postaci
AX*+CY 4+ 2DX +2EY+F =0, |Al4-1C| # O (18}

Dalsze przeksztalcanie rownania (18) polega na uzupetmaniu do kwadratow i wynika-
jacej stad translacji prowadzace) od ukltadu OX'Y do pewnego ukiadu Suv.

12.34. Stosujac obrot (w celu usuniecia wyrazu mieszanego), a nastgpnie
uzupelnienie do kwadratow i wynikajacg stad translacje (w celu
usunigcia wyrazow pierwszego stopnia), zbada¢ obraz rownania
a) 5x? —4xy+2y*-24 =0
b) x*—6xy+y*—4x—4y+12 =0
€) x2+4xy+4y?—20x+10y—50 =0
d) x2—4xy+4v? -6x+12y+8 =0
e) 2x2+4xy—y?—-12=0
f) 3x2 -2xy+3y?—4x—dy—12=0
g) x2-2xy+y*—10x—6y+25=0
h) x> +2xy+4y’ —2x+4y+4 =0

Metoda 2. Usuniecie wyrazow picrwszego stopnia za pomocy translacji. Obliczajac

pochodne czystkowe lewej strony rownania (15) 1 przyrownujac je do 0, otrzymujemy

uktad rownan
ax+by+d =0, bx+cyv+e=0 (19)
Jedli punkt 8, = (x,, yo) jest pierwiastkiem ukladu réwnan (19}, to punkt ten jest srodkiem
figury L1 translacja
X = x—x,, Y=v—y {20)

Sprowadsa réwnanie (13) do postaci

aX?+2bXY+c¥Y2 4k =0, gdzie k = @ (xg. ¥o) (21)
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Uwaga. Jedli uktad rownan (19) jest sprzeczny, to L jest paraboly. Parabola nie ma
srodka, Wszystkie pozostale linie drugiego stopnia maja albo jeden Srodek, albo calg
prosta srodkow.

12.35. Stosujac translacje (w celu usunigcia wyrazow pierwszego stop-
nia), a nastepnie obrdt (w celu usunigcia wyrazu mieszanego),
zbadac linig¢ drugiego stopnia
a) 3x24+4xy+2y°+2x+4 =0
b) 4x?—dxy+y?—12x+6y+10=10
e) xy+x-2y=0
d) x?—4xy+4y?—6x+12y+8 =0
e) x4+ 2xy+y?=2x—-2y+1=0
f) 9x2 +24xy+ 16y +125y =0
g) X*+xy+y*—3x-3y=0
h) x*—xy+y*—3x—3y=0

12.36. Stosujac metode 1 lub metode 2, zbadac lini¢ drugiego stopnia
a) 3x?—4xy—12x+8y+4=0
by x2—xy+y*—2x—2y-2=0
€) x2+2xy+4y?—2x+4y+4=0
d) x2—d4xy+3y?—8x+14y+15=0

Srodek krzywizny. Ewoluta

Niech K oznacza tuk gladki klasy C? (Zarys, 5. 379)

x=x),  y=y@O. ek @ 4

i niech M = (x,)) oznacza punkt krzywej K, odpowiadajacy wartodci 1. Wprowadzamy |
0Znaczenia pomocnicze '

Jesli w # 0, to dla krzywej K w punkcie M istnieja:
srodek krzywizny § = (X, Y) o wspoirzednych

X = x—yriiw, Y= p+xetiw 24 3
wektor krzywizny _
=[X -x, Y=)] = [—~thmw, n-l/w] (25 §

promien krzywizny R = MS = v¥/|w| i krzywizna k = I/R = |w|/v ¢
Ewoluta krzywej K jest 10 zbidr srodkow krzywizny krzywe] K. Zwiazki (24) 54 4
parametrycznymi réwnaniami ewoluty.

— 168 —

Jedli K jest krzywy klasy C? o rownaniu y = yi(x), xe E, przy czym v'(x) # 0, to
powyzsze wzory zachowuja swa moc, jesli wystgpujace w nich wielkodei %, 1 2,
w zastapimy przez 1, ¥, 1+ 3"

12.37. Wyznaczy¢ wektory krzywizny i obliczy¢ promienie krzywizny
krzywej y = cos x, odpowiadajace punktom krzywej o odcietych
x =0, n/6, /4, n/3, n/2. Sporzadzi¢ rysunek.

12.38. Wyznaczy¢ $rodek krzywizny 1 promien krzywizny krzywej
a)v=x>dla x=1 b y=x>dla x=0 ¢) y=Inx dla
x=1

d) y=e*dlax=0 e y=ach® dlax=0
a

fy x=acht,y=asht dlat=0
g) x=t3y=1%3 dlat=1 h) y=tgx dlax=mn/4

12.39. Wyznaczy¢ ewolutg krzywej
a) y=1-x%2 b) y2=2(x+1) ¢) x=acos’t,y = asin’t
d) x =2cost, y=sint
e) x =a(cost+esint), y=a(sint—tcost)
) r=a(l+cosgp)

Obwiednia rodziny krzywych

Zaldzmy, ze F(x,y,¢) jest funkcjg klasy C? i ze rownanie
F(x,y,e)=10 (26)

dla kazdej wartoici ¢ nalezgcej do pewnego przedzialu I okresla na plaszczyznie Oxy
pewna krzywa. Rodzing tych krzywych oznaczamy F.

Krzywa K jest obwiedniq rodziny F, jesh:

I* K jest styczna do kazdej krzywej rodziny F,

2% kazdy punkt krzywej K jest punktem stycznosci z pewna krzywa rodziny F,

3° zaden tuk czg$ciowy krzywej K nie zawiera sig¢ w 7adnej krzywej rodziny F.

Punkt P jest obwiedniq zdegenerowang rodziny F, jesli przez ten punkt przechodzy
wszystkie krzywe rodziny F.

Aby wyznaczy¢ cbwiedni¢ rodziny F, piszemy uklad réwnan

Figy,dd=0  Flxye=0 )

Uklad ten wyznacza figure W, ktora nazywamy krzywg wyréinikowq rodziny F.
Obwiednia rodziny F jest podzbiorem krzywej wyréznikowej rodziny F.
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12.40. Wyznaczy¢ obwiedni¢ rodziny krzywych okreslonych réwna-
niem
a) y=(x—c’ By y=(x—0c® ¢ y=c dy=2¢
e} xcosc+ysinc=1 f) xcosc+ysinc=0
g) (x—c)+y?=c¥2 h) (x—cP+y? =c?

1
i) yv= Ex2+c dlac#0 j)y=cx?-c?

xZ y2
2 z _ L3 —
k) x*+cy* =c¢ l)?+(1-——c)2~1’ 0#c#1
Krzywa w przestrzeni
Niech K oznacza tuk gladki klasy C*
x = x(l), y = yl1), z=z(t), te E (28)

Oznaczmy: M = (x,y,2z) —- punkt krzywej K odpowiadajacy wartosci 1, r = OT/!.=
=[x, y,z] — wektor wodzqcy punktu M; ¢ = [%,),2), F = [%,§,7], ¥ = [¥.¥,7] — pe-
chodne wektora r. Jesh w = #x ¥ # 0, to dla krzywej K w punkcie M istniejg: 1) trzy
wektory niezerowe, wzajemnie prostopadie: wektor styczny v = F, wektor binormalny
w = F x F, wektor normalny gléwny (¥ x F) x ¥, 2) trzy proste rownolegle do tych wektorow
i przechodzace przez punkt M: styczna, binormaina, normalna gidwna; 3) trzy plaszezyzny
prostopadle do tych wektordw i przechodzgce przez punkt M: plaszczyzna normalna,
plaszczyzna scisle styczna i plaszczyzna prostujgca. Wymienione proste 1 plaszczyzny
tworza tzw. trdjscian Freneta. Nadto istnicja:

os krzywizny; jest to prosta o rownaniach

HX—-x)+ (Y —-y)+i(Z—2)= 0}

(X —yp+§(Y—py+E{Z—2) =1? @)

Srodek krzywizny S; jest to punkt wspdlny osi krzywizny i plaszczyzny écisle stycznej;

wektor krzywizny M_§ = [X—x,Y—y, Z—z]; wspotrzgdne tego wektora obliczamy
z rownan (29) i z rownania plaszczyzny scisle stycznej;

promien krzywizny R = MS = v3/w; krzywizna k = 1/R = w/v?,

skrecenie (torsja) t = |T|/w?, gdzie v = ||, w = |[F x F, T = [F.F,¥].
Niech wartosci t, r0znej od 1 odpowiadaja na krzywej K: punkt M|, wektor styczny 0y,
wektor binormalny w,, Al = dhugoéé uku MM, 4@ = miara kata {o,r,}, A} = miara
kata {w,w,} i niech ¢, > 1. Wowczas k = di,imo Agidl, t = Altimodw,’dl.

12.41. Napisal roéwnania prostych i plaszczyzn tworzacych trojscian
Freneta.

12.42. Obliczy¢ wspotrzedne wektora krzywizny i wyprowadzi¢ wzor na

promien krzywizny.
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12.43.

12.44.

12.45.

12.46.

1247.

86

Wyznaczy¢ wektory: styczny, binormalny i normalny gtowny
krzywej ‘
a) x=t, y=tYz=tdlar=1

.t .
b) x =1—sint, y = l-ﬂcost,z:ﬁlsmidla!:Olr=7t

o x=t,y=t,z=*dlar=0idlar=1

Obliczy¢ krzywizng 1 skrgcenie krzywej

ay x=¢,y=e Lz=r/2dlatr=0

b x=ty=tLz:=dlar=0

€) x =2abt,y=a%lnt,z=b** a>0,b>0dlatr>0

Napisa¢ rownania osi krzywizny krzywej
a) x=2t,y=Ing,z=r*dlat=1
b) x = 1—sint, y=cost,z=tdlat=0

ot
¢) x=1—sint,y=1—cost, z = 451115 dlat=n
Napisaé rownanie plaszczyzny $cisle stycznej do krzywe)

a) x =tcost,y=tsint,z=tdlat=0
b) x =1ty =1t z =2t dla dowolnego ¢

1
) x=1-, y=53z= §£3 dla dowolnego ¢

Wykazaé, ze wektory: styczny, binormalny i normalny glowny
krzywej x = e'sint, y = ¢'cost, z = ¢' dla dowolnego t tworza
z osia Oz katy stale.



] ‘ . 13.1. Wyznaczy¢ wektor normalny do powierzchni
Rosdziat 13 ' a) x?+y*+z2—169 =0 w punkcie M =(3,4, 12)

. . b) 2x2+3y*4z2—6 =0 w punkcie M =(1, -1, -1)
POWlerZChn]e ¢) xy*+z°—12=0 w punkcie M =(l,2,2)
d) z=x*+y* w punkcie M =(1, 2, 5}
e) z = /x*+)? w punkcie M = (3, —4,5)
f)z= arctgi w punkcie M = (1, 1, n/2)

13.2. Napisa¢ réwnanie plaszczyzny stycznej do powierzchni
a) x2+y?—z24+1=0 w punkcie M =(2,2,3)
b) z=1+4+x*+y? wpunkcie M =(l,1,3)

c) z =y+ln£ w punkcie M = (1, 1, 1)
z

13.3. Wyznaczy¢ plaszczyzng styczna do powierzchni
x?42y? 4322 =21
rownolegta do plaszczyzny x+4y+6z =0

13.4. Wyznaczyé plaszczyzng styczna do powierzchni

Fi{x,y,z)=0 (l}.':
3 x24+2y? 4322+ x+2y+32=0

lub

lub

z=1z{(x,y),  (xy)eD (2)‘ rownolegla do plaszczyzny Oxy.

x = x{u,v), y = y(u,b), = z(u,v), v 4 , i .
p=ynz=zlwo, (weed @ 3 13.5. Wyznaczyé plaszczyzne styczna do powierzchni

2 2 2
x z .
— + y—z +-==1, a, b, c — stale dodatnie
a b c

gdzie D jest pewnym obszarem w plaszczyinie Oxy, a @ jest pewnym obszarem
w p.rzcstrzcni #* parametrow u, v. Niech M =(x,y,z} bedzie pewnym punklemf'
powierzchni 8. W przypadku rownania (3) zaktadamy. ze M jest punktem jednokrotnym, J§
tzn. ze M jest obrazem dokladnic jedncj pary liczb (u,v) nalezacej do §2. Wektorem '

normainym do powierzchni S w punkcie M jest: w przypadku rownania (1) wektor odcinajaca na dodatnich polosiach ukladu Oxyz réowne odcinki.

gradF =(F. F,F.] @3 13.6. Zbadaé, czy plaszczyzna T styczna do powierzchni S w punkcie
— w przypadku rownania {2} wektor j M ma punkty wspolne z powierzchnia S rozne od punktu M
K . 2 2
N=[-z.—z,1 k a) S: 3x*+4yt—z=0, M=(,-1.7)
, . L= 5 1 (Sj‘, b) S; x*+2y?—z2=0, M =(1,23)
— w przypadku réwnania (3) wektor ‘ Q) St z= (x2 +y;)(2_x2 7y2) M =(1.0,1)

n =[x, poz ) [x.p.2.] Ch
przy .zaloicniu, ze grad F # 0, wzglednic n # 0. lloczyn wekiora normalnego i liczby
rdznej od 0 jest tez wektorem normalnym. '

Plaszezyzna styezna do powierzchni § w punkcic M jest to plaszczyzna przechodzad '::
przez punkt M i prostopadla do wektora normalnego do § w punkcie M. '

13.7. Ponizej dane sy: powierzchnia S okreslona réwnaniami postaci (3),
przy czym Q = #°, oraz punkt M. Zbadac czy M jest punktem
jednokrotnym powierzchni S, a jesh tak, to wyznaczy¢ wektor
normalny do § w punkcie M
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A x=utv,y=u—vz=ur, M =(2,0,1)

b) x=u+tvy=u—vz=u+v%, M=(31,5)
€) x =u+tny=u’+vlz=u'—p3 M=(3’5 7)

d) x= T R
) u+uo,y u+v,zwi(uz—v2); M =(0,2,0)

Wie:N hpqnii.szych trzech‘ za_daniach parametrami w rownaniach po

zchni sa: r, ¢ — uogolnione wspotrzgdne biegunowe wzg!cdnif )

© — wspolrzedne sferyczne (Zarys, s. 152, 4031). ’ ’
13.8. Wyznaczy¢ wektor normalny do powierzchni Srubowe;

. X = rcos g, y =rsing, Z = ag, re % PER

{a=const>0) w ; o
r=1,¢=n /4_) punkcie M odpowiadajacym wartosciom
13.9. Wyznaczy¢ wektor normalny do powierzchni

x=rcos.qp, y=rsing, z=2clgp, reA, O<p<mn
w punkcie M odpowiadajacym wartosciom r = L, ¢g=x/4
13.10. Wyznaczy¢ wektor normalny do powierzchni

x=sinflcosp, y=sinfsing, z=cosh

e 0<@<m,

w dowolnym punkcie tej powierzchni.

Powierzchnie obrotowe

Niech w przestrzeni Ox

yz beda dane: prosta | (o5 ob i lini i

S urmO I e O b 4 {05 obrotw) i linia T (tworzqca). Figure

o inii T dokota prostej I nazywamy

p ) . .

ogfz_l’; ls')l? c(i) z kols Otsm lobrotu Jest 0§ uk}adp, a tworzgca lezy w plaszczyZnie zawierajgcej t
rotu ! pokrywa si¢ z osig Oz, a tworzaca T lezy w plaszczyznie (J)rz

powierzchniq obrotowq o osi

i ma rownanie F (r,z) = 0, to powierzchnia obrotowa § ma rownanie
Flt/x*+y,0)=0 ™

W szczegolnosici ptaszczyzna Orz moze pokrywaé si¢ z plaszczyzna Oxz; wowczas
tworzaca ma réwnanie F (x,z} = 0, a powierzchnia obrotowa ma nadal rownanie (7).
Analogicznie, jesli 0§ obrotu | pokrywa sie z 0sig Ox, a tworzaca T leZy w plaszezyinie Oxy
i ma réwpanie F{x,y}) =0, to powierzchnia obrotowa § ma rownanie

F{x. i\/yz+7-2) =0 8)

13.11. Napisaé rownanie powierzchni obrotowej S, ktorej o | pokrywa
si¢ z osig Oz, a tworzaca T jest dana na plaszczyznie Orz
ponizszym réwnaniem (a, b — stale)

a) z=ar b)z=ar+b ¢) z=Inr d)z=¢
z=r" Dz=1/r gr=a

13.12. Napisa¢ rownanie powierzchni obrotowej S, ktorej o | pokrywa
sic z osia Oz, a tworzaca T jest dana na plaszczyznie Oxz
poniZszym réwnaniem (a,b — stale)

a) z=ax b) z=ax+b c) z=¢" d) z=arccosx
e z=x—1 Hz=x’

13.13. Napisaé rownanie powierzchni obrotowej S, ktorej of I pokrywa
sie z osia Ox, a tworzaca T jest dana na plaszczyznie Oxz
rownaniem a) — f} z poprzedniego zadania.

13.14. Napisac rownanie powierzchni obrotowe;j S, ktorej oé | pokrywa
sie z osia Ox, a tworzaca T jest dana na plaszczyznie Oxy
ponizszym rownaniem (a,b — stale dodatnie).

X2 y? B x2 )
n)?+ij—2=1 b)y:C x? C)F—B"i
&) (x—aP+yt=a’ ) (F+y*) =a’(x’=y)

Przypadek 2. Osia obrotu jest 0% ukladu, a tworzgca jest dowolna krzywa.

13.15. Napisa¢ rownanie powierzchni obrotowej S © osi | i tworzacej
T danych ponizej (a,m — state, rozne od 0)
a) Osig | jest 08 Oz, tworzaca: y = mz, X = d.
b) Osia ! jest 08 Oy, tworzaca: y = mz, X = 4.
¢) Osig [ jest 0§ Oz, tworzaca: l—-x=y=2
Przypadek 3 (trudniejszy). Osig obrotu jest dowolna prosta, a tworzaca jest dowolna
krzywa.
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13.16.

osig obrotu / jest prosta
X—a y-b z—¢
A B T 7
a tworzaca T jest krzywa

x = x(t), y =y, z = z(t), tekE

|4l +|B|+|C| >0

Powierzchnie prostokresine

Powie iz asi ¢
pewnar:;:rl;l;: SZ ::zywa si¢ prostokresing, gdy przez kazdy punkt powierzchni S przechodzi
pewna prosta alrta w S Pros.te 2awarte w powicrzchni prostokreslngj nazywaja si
;ic'}-me te] powierzchni. Powierzchpia prostokresina jest: )
obrotowa, gdy powstaje przez obrit pewnej prostej dokola pewnej osi;

Wﬂ‘COWﬂ gdy Wszystkie tworzs | I
4, w 4CC Majg ten sam X :
, ; a4 klcmﬂek, tzn. 54 TOWHOICglC do

.stoz'kowa, gdy wszystkie twor
powierzchni stozkowej,

Krz ic ki i i

kazéf;'auKnkrtlasywa S.lc kierownicy powwrzchni § walcowej lub stozkowej, gdy: 1° przez
a2 p ok rzywej K Przcchodzx pewna tworzgca powierzchni S, 2° kazda tworzaca

powierzchnt § przechodzi preez pewien punkt krzywej K. !

z3cc majg wspolny punkl, zwany wierzcholkiem

13.17. Napisa¢ réwnanie powierzchni walcowej
K i kierunek tworzacych V sa dane ,
) K: X®+y’=a27=0 V= [1,1,1]
b) Ki x+1=y= zf2, V= [l,O,i],
VK X~y =z x+yrz=0 V= [1,1,1]

13.18. Na.pzs-ac rownanie powierzchni stozkowej, ktorej kierownica
K i wierzchotek W sg dane (a,c — stale dodatnie)
a) K: X*+z22=aly=¢c w= (0,0,0)
b) K: x2=ypz=1;, w= (0, —1,6),
¢) Ki x?4+(y—6)2+22 = 25,y=3 W=(0,0,0)
d) K: x4y’ +22=a? y1z-g w= (0 _a 0)
e) K: (x4 = a*(x?—y2),z = Q; W=,(O, 0: —¢)

ktorej kierownica

‘ .

13.20. Wykazaé, 7¢ przez punkt P = (1,
S 0 rownaniu 4x? - y?
Si¢ W te) powierzchni.

—1,3) lezacy na powierzchni
= z przechodza dwie proste zawierajace
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Wyprowadzié réwnanie powierzchni obrotowej S, zakladajac, ze

89

13.21. Wykazaé, ze przez kazdy punkt paraboloidy hiperbolicznej

x2 yz .
S — - i 2z, a,b — stale dodatnie

przechodza dwie proste zawierajace si¢ w lej powierzchni.

&

13.22. Wykaza¢, ze przez kazdy punkt hiperboloidy jednopowlokowej
.2 2 2
‘c;i =1, a,b,c — stale dodatnie

przechodza dwie proste zawierajace si¢ w tej powierzchni.

Kwadryki w polozeniu standardowym

Kwadrykg nazywamy zbior punktéw (x. v, z) spetniajacych rownanie drugiego stopnia

AP+ By + Cz? + Dxy+ Exc+Fyz+ Gx+ Hy+ Kz+L=0 (9)
kwa'draly wy'razy wyfazy wyTaz
micszane liniowe wolny

Kazda kwadryke mozna za pomoca translacji i obrotu sprowadzi¢ do polozenia, w ktorym
rownanie kwadryki nie zawiera wyrazow mieszanych i ma jak najmniej Wyrazow
liniowych. Takie polozenie kwadryki nazywamy polozeniem standardowym, a odpowiada-
jace mu rownanie kwadryki rownaniem kanonicznym. Jedlt kwadryka jest w potozeniu
standardowym, to najwicksza jest ficzba écian ukladu, ktore s3 plaszczyznami symetrii
kwadryki. Istnieje 17 typow kwadryk. Wymieniamy je wraz z ich rownaniami kanonicz-
nymi (a, b, ¢ — stale dedatnieh

Typ 1. Elipsoida (sfera, gdy a = b=¢) x%a? +y2 bzt =1
Typ 2. Zbior pusty Mt +yibt et = |
Typ 3. Hiperboloida jednopowlokowa  x¥/a® +y2ib* ~2%/c* = 1
Typ 4. Hiperboloida dwupowlokowa xtjgt—yrht — et = 1
Typ 3. Paraboloida cliptyczna xtal 4yt = 2z

Typ 6. Paraboloida hiperboliczna x¥al—y* bt =2

Typ 7. Stoick xYat 4y b=zt =0
Typ 8. Punkt x4 4yt 42t = 0
Typ 9. Walec eliptyczny xial +yiht = |

Typ 10. Zbior pusty xHat 4yt = —1

Typ 1i. Walec hiperboliczny xat—yibh? =1

Typ 12. Walec paraboliczny v =2ax

Typ 13. Dwic plaszczyzny nierownolegle  <*/a® —y?ih* = 0

Typ 14. Prosia Y@+ y bt =0

Typ 15. Dwie plaszczyzny rownolegte yi—a’=0

Typ 16. Zbior pusty yi4+at =0

Typ 17. Plaszczyzna yi=0
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13.23. Rozpoznac kwadryke

Aby rozpoznac kwadryke w polozeniu dowolnym, piszemy réwnanie kwadryki w postag

obliczamy wyréznik wielki V, wyréinik maly W, slad pierwszy W, i slad drugi W,, ktore(przy

a) x24+y2+22=9 b) x?+y?4+:22=0

d) y’+22=4 e 22=4 ) y*+:2=0
g 22=0 i) x2+)y?+422 = 16
k) x% = y? 422
n) z =x>4)?

D 9xP+yr 4422 =36
D x*+y*=z2=1 m) x>—p? -z =4
0) z=x2—yp? p) 36(x*+y?) 2522 =900

Kwadryki w polozeniu dowolnym

Ay, x*+2a,,xy+28,, x242a,,x +
+ Gy ¥ +2ayyz2+2a,, p+

+ a3z +2a,,z7 + {10)

+ a,, =0

zatozeniu a, = a,;) sa dane wzorami

ikorzystamy z ponizszego zestawienia typow kwadryk i cech rozpoznawczych, przy czym

Gy @y A3 Gy

V= |8 @27 @33 Gy W =
d3; @y O3y dyg
ey Uqy 0G4y 4y

W, =a,,+a,;+a,,

a1 43z 8y,
@21 822 43
A3y G313 Qi

a a a a a a
11 12 22 23 11 13

A2y dzz| |93z 833 |33y das

przez 1z Vi rz W rozumiemy rzedy odpowiednich macierzy.

Typ
Typ
Typ
Typ
Typ
Typ
Typ
Typ
Typ

W00 AR

Typy kwadryk i cechy rozpoznawcze

V<O WOV =412W=3 WW, >0iW, >0
V> 0WE£ORZV=42W=3 WW,>0iW, >0

V>0W#£0zV=4rW=3WW, <0lubWw, 0.
V<OW£0zV=4rW=3WW, <0hubW, <0,
V0 W=0zV=4rzW=2,W, >0.
V£0,W=0zV=4rzW=2 W, <(.
V=0W#£QzV=3zW=3WW <0lubW, <0.

L V=O0W£0zV=3zW=3WW, >0iW, >0

V=0W=0rzV=3rzW=2 W, >0 iprzekroj kwadryki co najmniej
jedna ze §cian ukladu jest zbiorem niepustym.
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©) x*+yi+z2 =

Typ 10

Typ 11:
Typ 12
Typ 13:
Typ 14
Typ 15

Typ 16

Typ IT:

V=0W=0mrzV=3rzW=2 W, >0 1 przekroj kwadryki kazda ze
scian ukfadu jest zbiorem pustym.

V=0, W=0nrV=3nW=2W, <0

Ve W=0nzV=3nrW=1

V=0W=0rV=22W=2W,<0.
V=0W=0,zV=2zW=2,W, > 0.

V=0W=0zV=2rzW=1 i co najmniej jeden z ponizszych trzech
wyznacznikow jest ujemny
Ay Qg , A2 G2 , dyy  dag (1
24y fA4q B4z Bay A3 Haa

V=0,W=0,rzV=2rzW=1 i kazdy z wyznacznikéw (11) jest nie-
ujemny.
V=0, W=0mrzV=1LrW=1

13.24. Rozpozna¢ kwadryke

x4y 42224 2pz+2x 2241 =0
yr—z? - 2xz+2x+4y+4 =0

x24+2y2 +z22+2xy+2z42=0
x4y =322 4 2xy+2xz =0

2x2 4+ y? 4522+ 2xy+2xz2 =0

x4 y? 4224+ 2xz-2x+4y+4 =0
x?2—2z242xy—2yz—1 =0

—3x2 4y -z 4+ 2xy—4xz—2y =0
2x2 4+ y? 4+ 224 2xy+2xz2—1=0
x4y 224+ 2yz4+2x4+2=0
yi4zi—2yz—2x-2=0

yi—z24 2xy+2xz2—1=0
x?+4z2+4xz44=0
xl—y2—22+2yz+2x+l =0

x2 42224+ 2xz2=0
x24yr+zi42xy-2xz-2yz—1=0
x4y 22+ 2xy+2xz+2yz =0
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Odpowiedzi do rozdzial 1

L1. W sensie logki;
a} nie jest zdaniem, gdyz jest pytaniem;
b) jest zdaniem o tresci wykraczajacej poza matematyke:
c) nie jest zdaniem, gdyz jest rozkazem;
d) jest zdaniem falszywym, gdyz n? < 3,15% = 99225 < 10;
e) jest zdaniem prawdziwym;
f) jest funkcjg zdaniowa zmiennej n;
g) jest zdaniem prawdziwym;
h} jest zdaniem fatszywym.

12a) 1, O, o1, &)1, 0, H1, g1, ho il

13.2)0, D) L o)1, 0, e 1, 0, g0, B 1, i1 jo,

k) o, o
1.4. Nalezy wykonac sprawdzenie zerojedynkowe.

1.5. Wystarczy znalez¢ taki zestaw wartosci logicznych dla P, 0, R,
przy ktorym formula ma warto$¢ 0. Mozna postuzyé sie tabelka
zerojedynkowa.

L.6. Nalezy wykaza¢, ze implikacja 4 = B, w k16rej A jest czescia gorna
schematu, a B czgscia dolna, jest tautologia.

1.7. a) Dlakazdego x wigkszego od Oistnieje a mniejsze od x i wigksze
od polowy x. b) Dla kazdego a istnieje b wicksze od 0 takie, ze dla
kazdego x wigkszego od 0 jesli x < b, to 1/x > a. ¢) Dla kazdych
dwoch liczb suma kwadratow tych liczb jest nieujemna. d) Dla
kazdych dwoch roznych liczb dodatnich $rednia arytmetyczna
tych liczb jest wigksza od ich sredniej geometryczne;j.

18.a) 1, WL )1, )0, eI, 0 g1, h)o, i)y1, jo
19.2)1, B 1L, )0, &I e 1 fo
1.10. a) x < q, b)\/x a, ¢ \/ Ax<a d)a<sx<h,

e)\//\/\axlsb, Ha<xvbsy

x a b

— 182 -

g VVAA@<xvb<y), h) x> bax<a,

x y a b

) VAVx>bax<a

a b x
111.a) 0 by — H 1
1.12. a) x = L tylkodlaa=0,b = 1; b) x =0tylkodlaa=1,b=0;
) x=1tylkkodlaa=b=1

1.13. a) x=pAg,p= ~a,g=avb, zatem x = ~anfavb)
b) x = ~avanb; ¢} x=(~avarbyallanb)a{bva]l.

’ﬂiﬁfﬁ

=

Rys. 1.14

1.14.

1.15. Poniewaz Pv Q<= Qv P, wigc x=av{anb)v(~an ~b)
Poniewaz av(aAb)<a, wigc x = av(~an ~b) =
={av ~a)a{av ~b). Poniewazav ~a = 1, wigc

x=av ~bh.

1.16. Korzystajac z tautologii (a=>b)<> bv ~a, rysujemy sie¢ od-
powiadajaca formule x = bv ~a.

1.17. x = b.
Odpowiedzi do rozdziatu 2

2.1. Dowod indukcyjny. Nierownos¢ Bernoulliego
(14+x)" = L4nx {1
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jest prawdziwa dla n = 1. Niech n bedzie dowolng liczba naturalng,
Nalezy wykazac, ze jesli nierdwnos$é (1) jest prawdziwa, to takze
nier6wnos¢ wynikajaca z niej przez zastapienie liczby n liczba n + 1,
czyli nierownosé
+xy"'21+n+1)x 2
jest prawdziwa. Otdz, mnozac obie strony nieréwnosci (1) przez
1+ x, otrzymujemy nieréwnoscé
1+ 2 (1+nm)(1+x) 3)

a poniewaz (1 +nx)(1+x) = 1+(n+ ) x+nx? 2 1 +{n+1)x, wiec
z nierownoscl (3) wynika nierownoéé (2). Koniec dowodu.

2.2. a) Dowdd indukcyjny. Rownoséé, ktoéra cheemy udowodnicé

1
4224 4n® = cnlnt D@0+ 1) (1)

jest prawdziwa dla n = 1. Niech ne 4", Nalezy wykaza¢, ze jesk
réwnosé (1) jest prawdziwa, to takze réwnosé wynikajaca z nigj
przez zastapienie liczby a liczbg n+ 1, czyli rownosé

124224 424 (n+1)? =%(n+l)(n+2)(2n+3} @)

jest prawdziwa. Ot6z, dodajac do obu stron réwnosci (1) wyraz

(n+1)?, a nastepnie przeksztalcajac prawa strong, otrzymujemy
réwnosé (2). Koniec dowodu.

Dla b), ¢), d) oraz 2.3 — 2.8 dowody podobne.

2.9. a) Dowdd indukcyjny. Nieréwnoéé, ktora chcemy udowodnié

1-2-..-nz= . /n" (1)
jest prawdziwa dla n = 1 i dla n = 2. Niech ne _#" , n = 2. Nalezy
wykazac, Ze jesli nierownosé (1) jest prawdziwa, to takze nierownoéé
wynikajaca z niej przez zastapienie liczby n liczba n+ 1, czyli

nierdownosé
1:2--nn+1) = J/(n+1)"+! (2)

Jest prawdziwa. Zalézmy (1) i rozwazmy prawa strone (2). Otoz

n+1ytt=(mn+1ym+1) = n”(inl)"{n+ )= n"(l +%)"(n+ 1)

- 184 —

PR

2.10.

211

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.
2.16.

2.17.

Poniewaz (1+ l/ny" < 3 (Zarys, s. 60), wige dl;a nz?2 ‘mamy
(1+1/n)" < n+1, a zatem (n+1)"" 1 <n"(n+1)". Stad i z (1)
a2 N
‘I:r)yrll;];i; r)lieréwnoéc’ jest prawdziwa dla n = 1..Mn0zqc iej lewa
strone przez u = (2n+1)(2n+2)/(n+ 1}.2' oraz je) prawa st‘ronq:
przezv = 4{n+1)/(n+2) (latwo sprawdzic, ze u> v},'otrzymu-Jemy
nierdbwnoéé wynikajaca z danej przez zastapienie liczby n liczba

n+1.

Te, ktdre po uproszczeniu maja mianowniki postaci 2*5", k,ne 4.
Sa 1o ulamki: 7/4, 11/8, 79/80 i 1/1280.

a) 7/9 by 11745, c) 104/33,  d) 556/495,  €) 79/333,
f) 133/9900.
a) 9. b) 25, ¢) 15, d) 1226, e) 7,375, f) 0,061224,

g) 27, b6 5 ) —19

17 = (18}, = (23), = (32)5 = (122), = (10001}, = (10001)_,,
:; 55 = 261{2 — (106), = (210}, = (2001), = (110111), =

— (1001011)_,,
c) 81(—- (100)9)=2(144)7 — (311)5 = (10000), = (1010001), =
— (1010001)_,, d) 1000 = (1331}, = (2626}, = (13000)5 =
— (1101001), = (1111101000), = (10000111000 _,, .
&) —25, —(27) = —(34), = —(100), = —(221); = —(11001), =
— (111011)_,.0) 0,1 = (0,0(80)) = (040462); = (0.0(2))s =
= (0,(0022), = (0,0(0011)), = (0,011)) ...

n ~ 31416, n? < 3,152 = 9,9225 < 10, wigc ® < /10. Podobnie
udowadnia sie pozostale nierownoscl.

a) 6 by 12, ¢ —115, d) 73, @ 1, D 2(2+/3) 8 /4
a)0, b) 1l

a) Wskazowka: uprosci¢ przez ﬁ . Odpowiedz: , /3.c2f4x. .

b) Wsk. podstawi¢ a = \/;, otrzymang funkcj¢ wymierng zmien-

. L 27 ot
nej a uprosci¢. Odp. a*—1 =x—1.
¢) Wsk. podstawié a = /x, b = \/y. Odp. \g

-

d) (x+y)//xy, € Wsk. podstawic a= ¥x, b=3/y. Odp.
4

_ k.
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f) x*/(2x—1) g) Wsk. podstawi¢ g = f/; Odp. —x.

h) Wsk. podstawié a = &/x, b = #25. Odp. a+b = ¥/x + /5.
i) 0. ) 4x+Sx+1).

218 a) x*+xy+y? =252, b) 2./x2+y =4, c) Wsk. podstawié
a=1=-x,b=/T+x. Odp. (b—af* =22 /1=x% = 08.
d) Wsk. podstawi¢ g = \4/;4: b= {‘/; Odp. a?b* +b* =

= Jxy+y =064

219.2) 3, b)8 «¢) —1, d)Olub4/3, e) —51ub 0, f) —1 lub
a/16,
g3 h5 i) -1, j) 125 lub 4, k) Podstawiajac y* =

= 2x—1, otrzymujemy rownanie x* =2y—1. Z roznicy tych
rownan wynika y = x i stad x*—2x+1=0. Odp. x =1 lub
x =(—1£./5)/2. 1) Podstawiajac y = ./x—1, otrzymujemy
ly=2|+|y—3=1, stad 2< y <3, zatem S< x < 10. m) Aby
wyrazenia podpierwiastkowe byly nieujemne, musi by¢ spetniony
warunek [(x < 2)v(x 2 )]A(2 < x < 5/2), czyli tylko 2 moze
byC pierwiastkiem rownania. Podstawiajac w rownaniu x = 2,
stwierdzamy, Ze 2 jest pierwiastkiem rownania.

220. a} 209 < x<4lubx>5 b)x>5 ¢ 0<x<2,
d) x€ —2lubx>2, e 12<x<2lubx>S5,
f) —2-2/6<x<-1lub-242/6<x<3, g x>1,
b) (16+./7)2<x<10, §-2<x< —1lub—2/3 < x < 1/3.

221. a) 4/3, b) —9/21ub13/4, ¢) x=2, d) —1lub3, e) Olubl,

) ~2Mlubl, g)3lub6 hy —1lubOlub2, i) ./22 ub
1+3)2, ) x=—12lub0<x<6, k) x> 1.

222. a) 2<x <3, by 53 <x<3 ¢ -3<x< -—2lub
2<x<3, d)yx=92, e l<x<3 Hl<x<3
g) - 7<x<3 WO0<x<2 x<-5Wub-1<x<llub
x>1 j) —11/9<x< 17

2.23. a) Dowodd przez rozwazenie przypadkow. Niech L= |x+y),

P = x|+ |yl.Jeslix = Oluby = 0,to L= P. Jesli xi y maja ten sam
znak, to L= P. Jesli x i v majg rozne znaki, to L < P. Wykazali$-
my, ze L P. b), ¢) — dowody podobne.
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2.24.
2.25.

2.26.

2.27.

2.28.

2.29.

2.30.
2.31.

2.32.

233.

2.34.

a) 2, b) 5, ¢),d) — zbiory nieskonczone, ¢) 0, f) 2.

a), c), g) — zbiory nieskonczone: b), d), e}, f) —- zbiory
skonczone.

EcAcGcpDcCcF, EcBcG.

Uwaga. Do podzbiorow zbioru B naleza takze zbior B oraz zbidr
pusty 9. a) @, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {b,c}, [a,c}, {a,b,c}; 8 =22

b) Zbiér U mozna rozdzieli¢ na T'i {d}. Podzbiorami zbioru U sa
podzbiory zbioru T (jest ich 2°) oraz zbiory otrzymane z pod-
zbiorow zbioru T przez dolaczenie do kazdego z nich elementu
d (jest ich tez 2°). Zbiér U ma 2° +2° = 2% podzbiorow. ¢) 2%

a) {a,b,c,de, f.9), b) {d}, © {bce}, d) {f} e ice}
n

a) Niech L oznacza lewg, a P — prawg strong rownosci. Nalezy
wykaza¢, ze jeshi xe L, to xe P i na odwrot. Niech xe L. Wtedy
xeA A (xe BvxeC) Korzystajac z zad. 1.4¢), otrzymujemy
(xeArxeB)vixeAdaxe(), stad xe[(4 B U4 O, za-
tem x e P. Podobnie wykazujemy, ze jesli xec P, to xe L. Zatem
L= P.b), c), d), e) — dowody podobne.

a2) A= B# 0, b) Zbiory A, B rozlgczne i nicpuste.

a) Jedli A= A(\B, to xeA<xeA4xeB, zatem (zob. zad.
14 m) xeA=>xeB, czyli A< B. b), c). d), e), ) — dowody
podobne.

{a. f) (a,g), (b. ) (b, @)y {(a.f,ph(a,g.p) (bS], D),

(b, g.p) (@, f.r)(a, g, (b S b,g. N} {(f.a) (g, a)(f, D),
(g. b)\, {(a.a). (a, b), (b, a), (b, B)}, {(a,a,a)(a b a)b,aa)
(b, b, a), (a, a,b), (a,b,b), (b, a, b),(b, b. b)}.

Z rownoséci X x Y= Yx X wynika, ze dowolna para (x, y) nalezaca
do X x Y, a wigc taka ze xe X, ye ¥, musi nalezed tez do Yx X,
a wigc musi byé xe Yoraz ye X. Stad X < Yoraz Y X, zatem
X =Y

a) (1:4)  b) (5,

g) (2:4), h) (L3,
m) (2:3){J (5 ).

e) (3,5, D (L:2)
k) {40). 1) 6

¢) 9, d) (34),
i) 45, ) i2h
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2.35.

2.36.
2.37.

2.38.

2.39.
2.40.

241,

242,

243.

2.44.

Kolejnosc odpowiedzi: min, inf, sup, max. Znakiem ~ oznaczong
nieistnienie danej liczby.

a) /30, 30, /10, /10; B) ~, 0,1, 1; ¢ —1, —1, 1, 1;

d) ~, _]! 1! N; e) ~10, ~, ™~y 0 B T e N’
g ~.ab ~; haabhb i) ~a~,~;
Vaa~ ~ k)~ ~ b~ bH~ ~ bb

Zbiory a), b), ¢), d), g), h) sg ograniczone.

Niech Z = Z, v... v Z_ i niech b, bedzie gornym ograniczeniem
zbioru Z;dlaj = 1, .., n. Liczba b = max(b,, .., b,) jest ogranicze-
niem gérnym kazdego zbioru Z »a wigc tez zbioru Z. Stad wynika,
ze zbior Z jest ograniczony od gory. Podobnie dowodzimy, ze
zbior Z jest ograniczony od dohu. Zatem zbior Z jest ograniczony.
Suma nieskonczenie wiclu przedzialow {mn+ 1Y, ne 4",z ktérych
kazdy jest zbiorem ograniczonym, jest przedzialem (1; o), ktory
jest zbiorem nieograniczonym.

a) Prostokat z brzegiem, b) kwadrat bez brzegu, c¢) dwa odcinki
rownolegle, d) ciag punktow, e) prosta, f) potplaszczyzna wraz
z krawedzia, g) plaszczyzna,

a), b) <013, ©) <0;o0), d) Ny, €), ) (—1;1>, g).h) Z.

a) {0,1}, b) <1;9), ©) <0;16), d) 7,
e) Z, f) (-3 —-1>u;d.

a) (G135, b) (013, ) (=11, d) {0}, €) {x:x = kn ke 2]},
D {x:Ix—knl < n/6, keZ}, g #, h) 0.

Dowody — jak w zadaniu 229. Przyklady: a) f(x) = ix|,
A = <0,Q3), B = (—w, 'fI]); c) y d) f(x) = le, Al = ("‘ 3090)!
A, = (0, ).

) x20,y20;, b) x#£0y#0; ¢) xc#, y>0;
d) x>0, ye# e x>1yedk ) x>10, yeA.

a) Dziedzina: x # 0, przeciwdziedzina: y # 0. Dowéd réznowar-
tosciowosci: niech x; £ 0, x, #0, y, = l/x,, y, = 1/x,, wtedy
Y2— ¥y = (x; —x,)/x, x,}ijesli x, 5 x,,toy, # y,  Wyznaczenie
funkeji odwrotnej: rozwiazujac rownanie y = 1/x wezgledem x,
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otrzymujemy x = 1/y. OdpowiedZ formutujemy wg wzoru (2):
x = 1/y<>y = 1/x dla y # 0. Funkcje b) — f} sa roznowartos-
ciowe, gdyz sa rosnace.

b) x =y/5—-2<y=>5x+10dla ye®,

¢) x =lgy<>y=10"dlay>0,

d) x =\3/;¢:-y =x3 dla ye &,

e) x =10"" e y=Iglgxdlay>1,

f x =y—2\/;+l-=vy=x+2 x+1dlayz1.

2.45. Odpowiedzi formutujemy wedtug wzoru (3)

a) x=\/;¢(_v=x2,x20)dlay?0,

b) x = 1/ /y=(y=1/x%x20)dlay>0,
¢) x = arcsiny<(y =sinx, Ix| < n/2) dla |y] < 1,
d) x = arctgy<>(y = tgx |x| <n/2) dla ye X,

¢) x = /Iy—Les(y =11 +x)x > 0) dla 0 < y <1,
f X=2+\/}’—+_1¢()’=X2—4X+3, xz2)dlayz -1

2.46. Rownanie y = (x*— 1)?, xe &, y = 0, rozwiazujemy wzgledem x

e +y dlax*=1,y20
_\/; dla x2<1,0<y<1

+\/E_\/—; da x?21, y20 x20,t. dla x21, y20
—,11+\6 dla x*21, y20, x<0, . dla x< -1, y20
7 +/1-fy dla X <1, 0<ysh, x>0 4. dla 0<x<] 0gy<l

~ 1 Jy da ¥ <1, 0<y<] x<0, 4 dla —1<x <0, 0<y<!
.

247. a) 2x2—1, b) 2x—1)% ¢) 2sinx—1, d} si2n2(2x—l),
e) sin’x, f) sin(x’), @) 2@x-1—1, k) (%), ,
i) sin(sinx), j) 2sin’x—1, k) 2sin(x?)—1, D sin(2x*—1}.

i0 10 o1 99kk+1} 8 ix"
248.2) 3 K, b) B KL 0 3 k(D d) 2

k=1t k=1
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2.49.

2.50.

2.51.
2,52,
2.54.

2.55.
2.56.

2.57.

10 5
& Y ka7t = (+35)x
i=0

k=3

f) i(k-i—S)x",
k=0

100

b []x+k D[4 j) H(2k+l)— 1‘[(2;—1)

k=1 k=1 i=1

4
k) J] (10*+k).
k=0

220) ¥ k5, b) ¥ &,

o ¥ kk+1), d
R z ) ke
238) ¥ 1/J/k; 24a) ¥ (4k—3)% b) Y k(k+1),
k=1 k=1 k=1
) ¥ k(k+D(k+2; 273) ¥ cos(2k—1)x,
k=1 k=1
b) 3 sin2k—1)x.
k=1
2) A=7,6=2/10~63 H—-40/7~57 K =./58 ~ 76;
b) A %208, G=12%5 205, H = 12960/641 ~ 202,
2685/6 ~ 21,154 ~ 21.2.
1, 1, 2, 6, 24, 120, 720, 5040, 40320, 362880, 3628800
8. 15, 384, 10395. 2.53. (n—1)n.
a) 1,4,6,4,1,0;, b) 1,510, 10, 5, 1:
) 1, —3,6—10, 15, —21; d) 1, 0,6, —0,12, 0,056; —0,0336,
0,022848.
37401, 3391024, 37401, 3391024, 3428425,
a) a’+ 5a*b+10a°b? + 10a%h> + 5ab* + b,

b} a®—5a*h+ 10a>bh* — 10a%h? + 5ab* — b5,
¢) 146x+15x2+20x> + 15x* + 6x° + x5,
d) 1—6x+15x%—20x3+ 15x* — 6x° + x8,

€ 1+4./x +6x+4x/x+x2% ) 1—4x+6x?

19
(3)():3)‘6( 2x7 %)% = —7752x%2. 258. n=19. 2.59. 3360x%.

—dx? + x*
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g Z X" Ry,
k=0

2.60.
2.61.

2.62.

2.63.

2.65.
2.66.

n="1

Po uproszczeniu mamy (x'® —x~ /%)'%. Wyraz nie zalezy od x,

jesli ;(lo—k)—%k:{). Stad k=4. Wyrazem tym jest
10
(4)_210.
elp.g) =3 elg,r= glp,r) =3
Alp,g) =3 Algry=4 Ap,n) = 7
opgg =11 algn=4 cip,r) =
o(p.q)=5+/52  o¢lgn=./52+10 q)(p,r)=5
[pa=1 {(g.r)=1 {pr=1
diaT=2 diaU =1, dist(T, U) =

b L a

) )X‘{ );21/

li"l IIIL Ii 1L L
" Rys. 2.64

Oba zbiory sa czteroelementowe.

Wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie zbioru .4” na dany zbidr
wyraza si¢ wzoremi:

+ 1)/2, ne A", n nieparzyste
a) f(n) = 2n—1,ne 47 b) f(n) = {(" ) parzy

1—n/2, ne A", n parzyste

¢) Zbior liczb wymiernych zawartych w przedziale (0; 1) mozna
ustawi¢ w ciag, w ktorym kazdy element tego zbioru wystepuje
dokladnie 1 raz. Takim ciagiem jest ciag

11213123415123

Ciag ten stanowi wzajemni¢ jednoznaczne odwzorowanie zbioru
A" na dany zbior.
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2.67. Wzajerpnie Jjednoznaczne odwzorowanie przedziatu (0; 1) na dany
przedzial wyraza si¢ wzorem:a) f(x) = 2x,0 <x < 1; b) f(x) =
=b-—a)x+a,0<x<l; ¢) f(x)=ctgrx, 0 <x < .

Odpowiedzi do rozdzialu 3
3.1. Zob. Zarys, s. 67.

32.8) y= —2x+10, b} y= —bxja+h, ¢) y=22 Y1y,
X,~x,
YiXa—¥aXx
X,—X,

+

33 y=x+45dla -5<x< -3, y=(x+7)/2dla —3<x< —1
y=3dla —-1<x<l,y=(~-x+7/2dlal<x<3,
y=—x+5dlali<g x5

34.

3

X a 1] x
g a
p )
N , s
~ % e s N A e e
\'?\\ \\\6/ /_i(!,_/[fu_m r.,r\ N 71
\\[,_\ \/\/ y~-2 a ) \6’/ \\ //y=3 |‘_a|_H_M]
& s 7 N \/‘)/ 7
a / b x a b e

Rys. 3.4

35.a) I <x <5 b)yx>1722, ¢) x< —3lubx=11lubxz=5.
3.6. a} Dla p = 2 nie ma rozwigzan. Dla p # 2 jest jedno rozwigzanie
x =(p+3)/(2—p)
b) Dla p = 3 jest nieskonczenie wicle rozwiazan: x — dowolne; dla
p # 3 jest jedno rozwiazanie x = p+3.

3.7. a) Dla p = 3 nie ma rozwigzan. Dla p # 3 jest jedno rozwiazanie
x=(5p+ 1) (p—3).
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38.

39.

3.10.

3.11.
3.12.
313

3.14.
3.15.

3.16.

b) Dla p = 0idla p? = 2 nie ma rozwigzan. Dla pozostatych p jest
jedno rozwiazanie x = (p+1)/[p(p* —2)].

a) [t 1 1 0 0]0 b) [1 O O 1]0
01110/l 01 —1 0]1
00 1 1 1|2

a) [1 0 00 b 200 1
010 0 02 0 —1
0010 00 2 3
00 0 1 000 0

o 1 0 —1 =21
01 2 31
00 0 00
00 0 00

a) Uklad oznaczony x=y=z=1 b) Uklad sprzeczny.
¢) Uklad nieoznaczony; rozwiazanic ogolne, zalezne od I pa-
rametry, moze byé przedstawione w postaci x =2+ 24,
y = (4—u)/5,z = (11+16u)/5, ue R, ale takze w innej postaci, np.
x = 10—10y, z = 15—16y, u =4—5y, ye ®. &) Uklad sprze-
czny. e€) Uklad oznaczony, x=1,y=—1,z=2,u=0 N, g
Uklady sprzeczne. h) Uklad oznaczony, x =1,y = 2,z=—1
i) Uklad nieoznaczony, y = (x~2)/3, z = (1-2x)/3, xe &.

2) 41, b) —14, ¢ —1, d) sin(x—y), € (x—a), H -2
a) 25, b) —113, ¢) 23, d) 16y—12z, ¢ 1, B yu

a) 0, b) 0, ¢) ab(cf—ed), d) —abcd, €) —4, 1) 68,
g) 120, h) 36, i) —60, j) 88, k) —195

a) 48, b) 12, ¢) —10, d) 394, ¢) 120, f) 8, g) 24
a) ab, —ab; b) abc, —abc; ¢) abed, abed,  d) abcde, abcde,
€) a,a,d,..8, @, 8, 8y...4(— 1), k =n(n—1)/2.

a) z2, b) 0, ) x2y?+0?2% +uPw? —2(xyzv—uvwz + uwxy).

d) Wyznacznik antysymetryczny A stopnia nieparzystego n jest
rowny 0. Dow 6d. Mnozac kazda kolumng wyznacznika A przez
— 1, otrzymujemy wyznacznik, ktory: 1° jest rowny (—1)" 4, 2° jest
transponowany wzgledem A, wigc rowny 4. Stad A = 0.
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3.17.

3.18.
3.19.
3.20.

3.21.

a} y—x, b) z—yHz—x)(y—x),
) w—2}w—y)w-x)z-Nz—x)(y—x), d J]

(zk—ZJL &
1<j<k<€n

a) (=1, b —2(n=-2), on d) 1.

a) (a,a,—b,b)asa,..a, by x"+(—=1""1y", ¢) 0.

a) x=3,y=235; b) ukfad sprzeczny; ¢) x=y=z=1;

d) x=1y=0,z=-3; € x=(—-3z2+2/7, y=(5z—1)/T:

x=1+42y=4-3z; gy x=3,y=0,z=—5u=11;

h) . i) uklady sprzeczne; ) x=y=z=0,u=v= 1.
l+a+a?

a) Dla a* # 1 otrzymujemy x = Graisa)

1
T (+a(+ad)

dla @ = 1 uklad nieoznaczony, x = 1—y, ye 4,

y

dla a = —1 uklad sprzeczny.
b) x_*6a2+a~3 _3a-1 Z_3a2+a+6
T 3@+ YT @+ P T 3@y
l1—a a

¢) Dla a # —1 otrzymujemy x =

@rnE@+y Y T2

2a
=————-—;dlaa= —1 uklad .
z @t @ +1) aa uklad sprzeczny
d) Dla —2 #a # 1 otrzymujemy x = — o, y = —.
ymeemy X == Y T oy
12
z= (‘::_ 2) ; dla a = 1 ukiad nieoznaczony, x = 1 —y—z, y, z do- §

wolne; dla a = —2 uklad sprzeczny. 3
3a®+4 2a*-Ta-2 }
a@-1) 7T a@@=1 ]
z=2/a= —u, dla a=0 oraz dla a= —1 uklad sprzeczny; }
dla a =1 uklad nieoznaczony, y =3/2—x, z=15/6, u=1/3 §
x dowolne. ' E

e) Dla 0 # a2 # 1 otrzymujemy x =

ina—1 14cosa }
f) Dla a # n/4+kn/2 otrzymujemy x = sind , ¥ = 1rcoss
cos2a

L _'

cos2a 3

cosa+sina :
cos 2a

z=—-1-—

;dla a = n/4+ kn/2 uklad sprzeczny.
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3.22. a) Dla a* # b* uklad oznaczony, x = y = 1f{a+b); dla a = —b
uklad sprzeczny; dla @ = b = 0 uklad sprzeczny; dla a=b #0
uklad nieoznaczony, y = 1/a— x, x dowolne.

b) Dlaa#0,b# é uklad oznaczony, x =

~a(ab-1)
y= aba_ 1 ; w pozostalych przypadkach uklad jest sprzeczny.
¢) Dla -2 # a# 1, b # 0 uklad oznaczony, x = z = (—at%’

_ab+b-2
Y= ba—1@+2)’
a=b =1 ukiad nieoznaczony, x = 1—y—z,y,z dowolne; dla
a= —2, b# —2 uklad sprzeczny; dla a = —-2, b = —~2 uklad

dla a=1, b#1 uklad sprzeczny; dla

nieoznaczony, x =z = —2y—1, y dowolne; dla b =0 ukiad
sprzeczny.

32 a) x, =x;=..=x,=0,x, =1/2.
b) x, =x,=..=x, ; =0, x,=1/n.

324.a)2, b)1, ¢ l, 40, 2, H2, g1, B2, D3 2

k)3, D3, m)3 n)2, o0)4, p)i.

3.25. a) Uklad sprzeczny. 'b) Ukiad nieoznaczony, 1 parametr,
x=2z+2/3, y=3z+1/3, ze R «¢) Uklad oznaczony, x =2,
y=3, z= —1. d) Uklad sprzeczny. e) Uklad oznaczony
x=5/3,y=0,z=2, u= —4/3. f) Uklad sprzeczny. g) Uklad
nicoznaczony, 2 parametry, x = (—13z+3u)/17, y =(—20z+
+19u)/17, ze®, uce®. h) Uklad oznaczony, x=1, y =3,
z =2 i) Uklad nieoznaczony, 2 parametry, x = 10z—15u+ 6,
y= —1224+18u—7,zeR, ueX. ) Uklad sprzeczny.

326. a) a=5, b)a#2 ¢ a=0 d) a2

M ayx=y=2z=0; )x=Ty, z=5y; e x=—Tz, y=2z
u=>5z d) x=y=z=u=0 €) x=—z—5u, y=—3u
lx=y=z=u=0

y z u

38 ) XY _ X X -
)3 0 2736 17 11

x
d) =
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4.1.
42,

43.
44.

4.5.
4.6.

Odpowiedzi do rozdzialu 4

la+b| = 2hcos @/2, |a—b| = 2hsin /2.
— 5 = 1 —
AB = 5(AC~BD) AD = E(A—c'+ BD).
1 —
a) OA = 3(0B-0C), b) OB = o_c‘+§o,4.
A_S’=p+q, Bzf=p+q, A_C>=2p+q, AB=2(p+q),
A-E=p+2q.
a)u|v, bpu=v, cjuls, dy ulvu=nv

a) W trojkacie ABC srodki bokow CA i1 CB oznaczamy G i H.
1 1 | R p— 1
Mamy GH =CH-CG= EC—B'— 554’ = 5(CB-Cd)= EA‘B’.

1
Stad GH | AB, GH = 54B.

b} W trapezie ABCD o podstawach AB i DC srodki ramion AD

— 1
i BC oznaczamy G i H. Mamy GH = GA+AB+BH =-2-07+

+A_B'+%B_Ct - %(D7+2A—B>+BZ§) - %[A_B'+(D7f+ AB+BO) =

1 A
E(A_B’+ DC). Poniewaz AB | DC, wige GH || AB | DC, a poniewaz .

1
ABiDC sq zgodnie skierowane, wigc GH = E{AB +DC).

¢) W czworokacie ABCD srodki bokow AB, BC, CD, DA oznacza- .

1 1
my E, F, G, H. Mamy EH = AH— AE = %(A_D’—A_B') = EB_B oraz ;
FG = CG-CF = 5(CD—CB) = BD, zatem EH = FG. Stad §
wynika, 7¢ EH || FG oraz EH = FG, zatem EFGH jest roéwnoleglo- |

bokiem.

d) Srodki bokéw AB, BC, CA oznaczamy E, F, G. Malll)'-f
1 o
AF, AF = %(A_B'+ AC), zatem AP = i(A_B>+ AC). Stosw-g

2
AP =

jac cykliczna zamiane liter: A na B, B na C, C na A, otrzymujemy§
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4.7.

4.8.

49.

4.10,

4.11.

4.12,
4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

4.17.
4.18.
4.19,
4.20.
4.21.

99

1 4 I — —> —
BP = 3(B—c‘+3 ) oraz CP = E(C_X+CB) i stad AP+ BP+
+CP =0
a), d), e), f) — kolinearne; g), h), j), I) — komplanarne.
a) AR = AB+ AD+ AP, b) AR = %(A_C"+ AQ+ A9,
¢) AC = ST"’—R_Q’
1 —
FG = 5(()T_f;'-m—c’—o ).
Jut + v+ 2uvcos g, a*u? +b%v? — 2abur cos ¢.
10.

a) wsp, AQ = 34/./38, b) 4//38, ¢ —4//38, d) 13//38,
) —18/,/38, ) 30//38, g) 56/./38, h) 88/./38.

— 1 | —  —
a) AD:EA—B’+§A_C’, b) AB =2 AD— AC.

— —

a) —AP+A4Q, b) —AS+AR, ¢) AC— AR+ AQ,
d) 29¢—38r + 344.

Oznaczmy AB = ¢, AP = x. Jesli P i B leza po tej samej stronie

punktu A, to AP = gA_B' - g(oTB’—qu’). Zatem OB = 04 +

—

—
+AP =0A+

(OB—0A4) = (1 - ;)071'%073’. Jesli Pi B leia

o x

po roznych stronach punktu A, to AP = -Z4Bi postepujac
c
analogicznie, otrzymujemy OF = (l + f) 0A-X0B.
¢ c '

a) 3, by0, ¢ 10, d) —10, € —5.

a) 457, b) 120°, ¢) 0°, d) 180°, e) 90°
a) 26, b)2, ¢ 9 d)4, e 3, ) -3,
a)t, b) 13, ¢ 11, d) 143.

60°. 422, 15, 2/15, 2/3, 11/15. 423, pw =0,

g) 1, h) -3
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424. /50, ./10.

4.25. AB=2a, AF = %{A‘B’Jr 4C),  AG =

—_— —
AF AG =
cos {AF, AG} = 172 /91).
4.26. Oznaczmy podstawg AB = ¢, ramiona AC = CB = q, ich $rodkj
F 1 G, kat migdzy ramionami y = {CA, CB}. Wowczas AG =
1 > — — 1
=5(4B+4C), BF = 5(374’+§:’), (AB+ AC) (B4 + BO) = 0.

Stad cosy = 2c?/a®. Nadto siny/2 = ¢/(2a). Stad (c/a)® = 2/5,

zatem cosy = 4/5.

427.3) 12, b) /3. 428. +13. 429.2)0, B} 0, ¢) —v, d) 1

430. a) vxu, b) vxu, c) 2vxu, d) Soxu, e€) 0

431. 70. 4.32. 8) 11, 11//10, 11/29; b) 3, 6./5, 2, 3/./2.

4.33. 24. 4.34. a) 3, b) Objetosé 1, wysokosé 1.

4.35.4.37. Skorzystac z wlasnosct iloczynow wektordéw (Zarys, § 24).

438. [—t -2, 1].[2, —6, —3], [3, —4, —4],
(L, 2, -1}, (-2, 6, 31.[-3. 4 4]

439.a) 4, 3, —1), by(1, 0, 3), ¢ (© 0, 0

440.23) (-2, 7, 1), by (=3, 6 —4), ¢ (0, 0, 0.

441.a) [-2, 3, 5], [2, 6, 7} [-=2 3, 3], [2 6, 8],
9 0 -3} [—-1, -3, 1], [0, 0, O b) 26 I,
—18, 10, 0, 1, 19, —16, 14; c)\/-f\/_,/"
d) 1/\/_ 3//26, 4/,/26; ~3//10, 0, 1/,/10; 1/./19, 3/, /19,
319, —1 /14, =3/ /14, =2/ /14, ) 1/,/260, 22/, /494,
—9/./91,0,1/,/140, 16/./266; £ [3, —13, 91,[—3, 1, 0,

{6, -2, 0], [—3, 10, —-91, [3 7, 91, [3. 1, 0O}
gy —9, 18 0, -9
4.42. V=é|m|,
e Xp—=Xy Y=V, 2/ 2

—y
ms=[P P, PPy, P, P]= | x3—X, Ya=—Y1 Z3—Z

Xq- Xy YVa—¥1 Za—ZIy
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(A ) it
JAC+AD)  Staq ‘g

17a%/8. Nadto AF =a./13/2, 4G = a /702, zatem

4.43.

4.48.
4.49.
4.50.

4.51.

452
4.54.
4.57.

459. C
4.60.

4.61.

60° lub 120°. 4.44. Tak. 4.45. 2/./5, 1/./5, 0 lub —2/./5,
—1//5. 0. 446. AB-AC =0. 447. AB= DC, AB-AD =0.

a)ym=2 b)ym=0lubm=+./3.
a) Nie, b) tak, v= —2u; ¢} nie; d) tak, u = 3v.
a) Tak, w = 2u+3s; b) nie; c) tak, w =3u—2r; d) nie

a) e=5f+2g4+2h, b) p=—6r+7Ts, ) t=u+w= —2u+tuv.

AB=BC =./14. 453. 5§=(3,2,3), 0S = /22.
(—4/9,0,0). 455. (2,0, —4). 4.56. (2, —~2,3).
x_y_z_(3+f)/2 458. D = (0, 4, -5)

cos {AC, BD} = 31/,/2233 = 0,6560, {A_c’ BD} ~ 49°,
=(=2,—4,5),D =(=3,0,2), pole = 30.

Pole = %IA_B’xB'd - /2772, BC=./5, h=./54/5, 4K =

= AB+BC/2 = [1/2, 1, 0), AK = /532,

Skorzystaé z twierdzenia sinusow; pole = §91=.

4.62. Objgtosé = 2, pole = 2(1+./5 +.,/21).

4.63. Objgtosé = 2, h, = /1,5, hy = 4/ /13, he = 4. /3/23, hy, = 2.
464. y=141ub y = —16. 4.65 n11./11/6.

4.66. a) (2/5, 16/5, —3/5), b) (7/5,0,1), ¢} (6/7,4/7, 2).

4.67.

4.68.
4.69.

4.70.
4.71.
4.72.
4.73.

4.75.
4.77.

a) [1,3], by [—4,8], ¢) [—2525], & [-7,19],

e) [6, —2], £y [17, —9]
a) (53, b3, -5 ¢ 00
a) (1,5, by(6,1), c) (0.

a) 13//170, b) 1./5, ¢ —3//10, d)0.
a) 41/./34, b) —13//5, ¢ 3, d) 0.

P=(=6,5)1ub P = (0, 5).
y=1+2/2by=1-2/2. 474 x=12.
B=(43),D=(—14). 476. S=(1, 1), r = /29.
Mozna; okrag o srodku § = (1,2} i promieniu r = 5.
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4.78.
4.79.
4.80.
4.81.
4.82.

4.83,

4.86.
4.88.

4.89.

490,

4.91.

4.92.

4.93.

494,

§ =(10, —3), r = 10.

Pole = 7; wysokosci: h, = 14/,/29, hy = 7/./2, h = 14/5.
A=(,3),B=(51,C=(19).

B = (1, 12), pole = 2, cos ¢ = 33/, /1105.

Pole =20, 4=(2,1)) B=(10, 3), C=(12, 6, D=(4, 4)
S=(7, 7/2).
g=(1.
D=4, -2
D=(4,4). 487. M= (8 10), N =4, 14/3).

a) 45°, b) tga = —0,6; 90° <« < 180°, «¢) 225°,
= -3 -9 <a<(.

2) [10/3/2, 10/,/2], b) [0,10), ¢ [-5, 5./3],

d) [10cos200°, 10sin 200°] = [—9,397, — 3,420].
X=x-3Y=y-2.0=3, 2)oxy, 0 = (-3, —2oxys

A=(-1, - l)er; B =5 6)Oxy; 2X+3Y=0.

Podstawiajac w rownaniu krzywej x = X +xo, y = Y+ y,, otrzy-
mujemy X+ Y+ (22X, + D X +(x3+4xy+yo+5) = 0. Przyrow-
nujac do O wyrazenia w nawiasach, otrzymujemy x, = —2,
Yo = —1. Translacja o wektor [ —2, —1] sprowadza réwnanie
krzywej do postaci X?+ Y= 0.
X=x-1,Y=y-2,Z=z-34=(0, —2,2)
B=1(2,2, 8)4y.; SX+6Y+7Z+46 =0,
Uzupetniajac kwadraty, sprowadzamy dane rownanie do postaci
(x+2)* +(y - 3)* +(z+4)* = 49. Przyjmujac X = x+2, Y= y—3,
Z = z+4, czyli stosujac translacje uktadu o wektor [ -2, 3, —4),
otrzymujemy rownaniec X2+ Y2+ Z2 = 49, Jest to sfera o srodku
S =(-2,3, —4),,,, i promieniu 7.

) X =(X-Y)\/2, y = (X+Y)/\/2; X = (x+y)//2,
Y=(=x+ /2 A= (=312, 1/2)0s, B=(1/2, 3/Doxs

Y=-2-./3)X.

b) x =(X/3-¥/2y = (X+Y./3)2 X = (x /3 +y)2,
Y=(=x+y/3)/2 A= (/3-52 1+5/3/2,,
B=(/3+52 —1+5/3/20xy: Y=0.
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484. y=0 lub y=16/3 485 C=(9, -3

d) tga =

oxyzs

101

5X—3Y+5Z =0, 4 =230, —/5/3)osye
B= (1/39 2/3, 2/3)oxrz'

= £3./3/10, c5y = F2/3/5, €13 =0, cp3 = £/3/2.
= —1/2 = cos {0z, 0Z} i stad {0z, 0Z} = 120°.

€33 =
A=(r=1/2,0=45),B=(r=2¢=0,C=(=20=90"),
D=(r=2¢=—120E=(r=3 ¢=—90),
F=(r=13tge=—24, —90° < ¢ < Q).
A=(3,0,B=(—12,1/2),C=(0,2.D=(=50),
E=(1/2, —/3/2), F = (0,—4).
A=(R=2, @=45, 6=90°, B=(R=.3, ¢=45
cos0=/1/3), C=(R=./2 ¢ =0, 0=45), D=(R=./2,
p=135°, 0=90° E=(R=./3, ¢=—135, cosb=
= —/1/3}
F=(R=3/5 tgg = —5/4 —90° < ¢ <0,cosf = —2/3,/5))
A=(0,0,2), B=(/3/2,0,12,C=(010)
D=(-3./6,32,6.2)
y = 2x*—8x+6.
Otrzymujemy trojkat o wierzcholkach: 4’ = (\/3/2, 1/2), B =
=(/3, 1), C =(/32-1,/3+1/2).
~5./3+8 +4\/§+2 b) =5ﬁ-sx

TR Y=

(x+32+(y—1)? =4 4105 a) y=x+2, b} y=x+4

4.95.

4.96.

Cay

4.97.

4.98.

4.99.

4.100.

4.101.
4.102,

4./3-2
mn

)

4103. a) y =

4.104.

Odpowiedzi do rozdzialu 5

y—2

x—4

3 57
x—4 y—2
c)y=2, d)x=4, e) 1_4—__1_2

) y—2=/3(x—4), g y-2=—-(x—9.
— 201 -

5.1. a) b) 3(x—4)+5(0-2) =0,

czyli y = x—2,



52.8) x+4y—13=0, b) 4x—y—1 =
) y—=1=0, ¢) 2x—y+1 =
d) y=3 e x=1. d 0.

53. x/3+y/5=1.

3 3
S4.8) y= 7% B yoyy=x-x), 0 y=oxes

3 3
D y=6=3(=3) & y=3+l), Dy~ x+b bed

x y—3
5.5. a) a= 3 b) 3x+4y—12=0, ¢) y= —§x+3,

d) x/4+y/3 =1

x ¥ 23 1 y-
56.3) — + =1 b) y="xa’ x—1 y—1
3Ry T Dys=gxy 0 =
Dx=ty-2t+d rea
5T T

STl L, i, L, 0L beo L 11,

58 a) 2x—5y+22=0, b) x—3 =
\ y+13=0, ¢) y= 5
d) y=4, e x=—1. Yymxs,

5.9. a) Ix+2y—-3=0, b) x+y-1=0, € y=—x+3
d)xz—l, e)y=4. ’

5.10. a) cos {l;,1,} =3/,/793, b) tg{i,,1,} = 9/13,
¢} cos {i,,1,} = 1//2.
S11.a) =3, b) 13, o —(8+5./3)11, d) (5./3-8)11.
5.2. a) x = 6/13, y =30/13; b) x =3, y=7 ¢ x=2 y=0;
_ asinff—bsing —acosfi+bcosn
TTerA o k= B—o # km,

d) x -
sin(f—a) ’ sin(f-a)

ke Z: o) x=fz—b1 .y = myby—my b,
m;—m, m,—m,
513. k=3 lubk = —2.
514.3) 11, b) 2./5, ¢ 3,/2, 4 lad — bel//a? +¢2.

5.15. x = 1+./34,

5.16. a) d,: —21x+77y+65 =0, d;:99x+27y 465 =0,

’ m1 '_!émz-
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b) di:x—y—1=0,d:x+y-5=0;, ¢) y=(—li\/§)x;
| e
d) y=§(4_rﬁ41)x; e) jeSlia—fB # kn, keZ tod;: xcosy+

+ysiny =0, dy —xsiny+ycosy=0, y=(x+p)y2; f) jesh

x—p # kn, ke Z, to d: xcosy+ysiny = (a+b)/cos ¢,

d,. —-xsiny+ycosy = (a—b)sing, y = (a+ )2, ¢ = (x—f)/2.
5.17. a) Rownanie peku ma postal y—y, = m{x—xg), me#, lub

X = X, rownanie to mozna lez zapisaé w  postaci

(x—xg)cosa+(y—yo)sina=0, aedd; b) y=mx+b, beR

¢) xcosa+ysina+c=0, ced; d) xsina—ycosatec=0,

ce®, € Alx+y—D+ulx—y—2)=0,JA+ul #0;

f 2x+3y+c=0,ce®, g Aly—-mx}+pu{x—a)=0, [A|+]u #0.

5.18. Prosta!ma rownanie(2x+3y+4)+k(5x+6y+7) = 0, przy czym

wspOlczynnik k ma nastgpujace wartosci: a) k= —4/7,
b) k= -2, ¢) k= —43/94
5.19. Nie.

£20. a) (—13/17, 1/17), b) (3,2), ©) (:—bz—z,f—%i), d) (2,0).
a*+b‘ a*+b
521. a) (2,2), b) (—4,8). 522. (4,4) lub (64/5, 64/5).
823 3) x—y=23, x+3y=11, 2x+y=12, b G =(52), r=2
¢ H=(7,3, R=5
524.3) x =4, b) 3x+2y=12, ¢) 4x+3y=16.
525. a) 4x—3y =35, b) 12x+5y=3. 5.26. C=(0,0).

5.27. W trojkacie rownoramiennym katy przy podstawie sa rowne. Stad
wynika, ze prosta zawierajaca drugie ramig trojkata ma wspol-
czynnik kierunkowy m = 3/2. Wierzchofkami trojkata sa punkty
(3,2} (2,31 (0, 0).

5.28. a) b) = = , tzn.

[ z'
3 -2 %

,tzn. x = 2, z = 4, y dowolne;

4
,tzn. y = 3, z = 4, x dowolne.
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5.29.

5.30.

5.31.

5.32.

5.33.
5.34,

5.35.

5.36.
5.37.

b

I_\Iapisanie rownania prostej w postaci parametrycznej jest mog.
liwe na wiele sposobow.

-1 _y-3 z-5
2 7 4 6
y=23+4t, z =546t te R. Podstawiajac w miejsce ¢ dowolng
fl{nkcjg @iniowq innego parametru, np. t = s— 1, otrzymujemy inne
rownanie parametryczne tej samej prostej: x = —142g
y=v144s,z= —1+46s, seX. ,
b) Przyjmujac 2x+3 = 4y+5 = 8z = ¢, otrzymujemy x+3/2 =
=t/2, y+5/4 = /4, z = ¢/8, re #. Natomiast obierajac za para-
metr z = ¢/8, otrzymujemy x+3/2 = 4z, y+5/4 = 2z, ze R.

Q) x=t y=34+3 z=—t, teR d)x=t y=-2—-1
z=t(+2,teR ,

a) x =243t,y=3+tz=4—t,teF;
z=—143t te
) x=2,y=3,z=4+11eR, d) x=5y=s52=35 s

Yy=Yo _2—Z

o X
a} Przyjmujac = t, otrzymujemy x = 1 +2¢,

b) x=2-21,y =3+4,

a) x—Xxg = > 3 b) x—x; = y—y, =z—z,, ‘

x""xo "!
c) 5 T T VHYe=2z-1, d) x—xy=y—yg 2z =2,
a) x—3y+2z=5=0, b) 3y+z—11=0, ¢} x+y—z+1=0,

d) x+y—z—-3=0, € —3y+:24+5=0.
a) [m,n,—1], b) [1/a, 1/b, 1/c].

Sprowad.zajac rownanie plaszezyzny do postaci odcinkowej,
otrzymujemy odpowiedz: 6.

a) (2, 1/2, 3), b) prosta zawiera si¢ w plaszczyZnie,
wspolny. nie istnigje.

a) (1,3, 8), b) (3/2, —1/2,0),
Jesli v, 14y, 0, || 15, v, 0, # 0, to cos {I,1,} = [cos {v,,1,).
lPiPa+ g1 441,75
Jritai+rl /pi+qi+r’
Ip+mg+nr|
VP4 Slemi e’
d) 3/7, e 0.

c) punkt

¢} nie istnieje.

a) cos{l,l,} =

b) cos {{,,1,} =

¢) 20/21,
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5.38.

5.39.

5.40.
5.41.

5.43.
5.46.

5.47.

548.

Jedli N,L1G,, N,1G,, N/ N,#0, to ¢os{G,,G,}=
= |cos {N, N}
A A,+B C
a) cos {G,,G,} = 14, 4,48, B, + €, €l ,
JAI+BI+CE JAF+ B3+ C3
|Am+ Bn—C|

b) cos{G,,G,} = s
(GrGal JAT+B 4+ C? SmPrnt 41
o) Iml//m*+n*+1, d) 1/2.

Jesi v f, N1 G, oN # 0, to sin {{, G} = |cos {s, N}|.

. |Ap+ Bg+ Cr|
a) sin{l, G} = , B 1224./77-./194),
) sin{l.G} \/pT+q2+r2\/A2+BZ+C2 ) /(\ﬁ )
c) 1/2.

a) (—1, 3/2,7/2), b) (=11/6, 7/6, —1/3).
a) (—12, —=7,0), b) (10,4,3). 542 x=1,y=3z+25

a) 15./29, b) 10/9. 544.(3,3,3),(1, 1, 1). 545. 6/\/35.

Sposob 1. Jesh Q jest rzutem punktu M na /, to @t(M,l} = MQ.
Sposob 2. Jesli Pel, o 1, v # 0, to dist(M,]) = |PM x vj/v.

a) . /2005/7, b) 2.

Przypadek I, || I,. Sposob 1. Jesli G jest ptaszczyzna prostopadia do
I, (a wigc takze do )i P, =1, ()G, P, = L,(G, to dist(l},[;) =
=P, P, Sposéb 2. Jesli P,el,, Pyel,, vlljl, v#0, to
dist (1, 1,) = [P, Py x olfv.

Przypadek I f1,. Sposob 1. Niech G bgdzie plaszczyzna, ktora
zawiera I, i jest rownolegla do I,. Jeshi P el;. to dist(l},1y) =
= dist (P,, G). Sposob 2. Jesli Pyel;, Pyely, v |1y, vy ll1y vy 0, # 0,
W=, X0, todist(ly, 1) = [P Py wijw. a) /1703, b) 7.
Prosta ! jest rownolegla do plaszczyzny G, gdyz wektoro = [2,1, — 23
jest prostopadly do wektora N = [2, ~2, 1]. Obieramy na prostej
| dowolny punkt, np. P, = (1, 0, 7). Szukamy punktu P takiego, aby
PeG, P,P =3, Iﬁ 1 I. Otrzymujemy 3 réwnania. Rozwiazujac je,
znajdujemy 2 punkty: P, = (1/3, 14/3,26/3), P, = (—7/3, —2/3,10/3).
Prowadzac przez te punkty proste rownolegle do [ otrzymujemy
2 proste spelniajace warunki zadania: p,; x—1/3=2y—28/3 =
=26/3—z,p;x+73=2y+4/3 =103~z
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5.49. Niech Z oznacza zbior wszystkich punktow M =
niajacych koniunkcje dwéch warunkow

dist(M,G) =2 i dist(M,H) =2

Zgodnie ze wzorem (25), pierwszy z tych warunkow Jest aiter.

natywa dwoch réwnan okreslajacych pewne dwie plaszczyzny
G :x+2y—2z=5 Jlub Grx+2y-2z2=-7

Takze drugi z tych warunkaw jest alternatywa dwoch rownag
okreslajacych inne dwie plaszczyzny

H:3x—4z=8 lub H,3x—4z=—12
Zbior Z jest wigc suma czterech prostych

G,(VH,.G,(H,, G, (1H,.G,( H,
Kazda z tych prostych spelnia warunki zadania,

5.50. Niech W bedzie plaszczyzna przechodzaca przez P, i prosto-
padly do L Otrzymujemy W:x+2y+2z =2 Niech K bedzie
punktem, w ktérym W przecina prostg k. Otrzymujemy K = (2/3,
2/3, 0). Rozwiazaniem zadania Jest prosta KPy x/2 =
=y/2=(1-2z)3.

5.51. Plaszezyzna G ma z krawgdziami AD, BD i CD punkty wspolne:
A"=(0, 0, 2), B =(6/5, 0, 3), C’ =0, 8/5, 1). Z pozostalymi
krawedziami plaszczyzna G nie ma punktow wspdlnych. Plasz-
czyzna G rozcina czworoscian ABCD na czworoician DA'B'C'
0 objetosci 24/25 i ostroshup Scigty ABCA'B'C’ o objgtosci 101/25.
Pole przekroju 4’B'C’ jest rowne . /1201 /25.

3.52. Niech F (c) oznacza figure odcigty z czworoscianu ABCD przz
plaszczyzng G i znajdujaca sic »powyzel G, tj. w obszarze z =c.
Niech f(c) oznacza objetos¢ figury F () dla 0 < ¢ < 5. Stwier-
dzamy, ze f(0) = objetosé ABCD = 6, Szukana wartoéé ¢ jest
pierwiastkiem réwnania f(c) = 3. Funkcja f jest malejaca, a po-
niewaz f(1) = 3,84, wiec szukana warto$é ¢ nalezy do przedziatu
(I;5). Dla 1 € e < 5 wszystkie figury F (c) sa ostrostupami jedno-
kladnymi o objetosciach proporcjonalnych do szesciandéw ich
wysokosci. Stad wynika proporcja f(c): f(1) = (5—¢)*:43, a z tgj
proporcji réwnosc [ (c) = 3(5—¢)*/50. Z réwnania S () = 3 otrzy-
mujemy c = 5—3/57).
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(xs ,V, Z) sm& :I;
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553, a) 8x+35y—45:+61 =0, b) x+4_y—Sz+':.’ =‘0,. .
¢} Xx+4y—5z+7 =0, d) nie istnieje, €) nie istnieje.

Odpowiedzi do rozdzialu 6

6.1. a) 1, 3/5, 2/5, 5/17, 3/13; b} 1//2,0, —1//2, 1, —1//2;
c) 1, 3/2, 11/6, 25/12, 137/60.
6.2. a) 3, 7/3, 17/7, 41/17,99/41; b) 0, 1/2, 3/4, 5/8. .
i i toniczny, d) malejacy.
6.3. a) Malejacy, b) rosnacy, ¢) nniemonotonicz L .
e) Dla dowolnych dodatnich liczb x, y Nierownose x >y Jest
réwnowazna nierdéwnosci x/y > 1. Poniewaz a, , ,/a, > 1, wigc ciag
jest rosnacy. _
Jf) g, =a,=1, a,,,=(1+1/na, wigc a, <ay < ?5 <1.).'.. oraz
) n—1)!
a, < a, < ag < ... Dla n > 3 zachodzi rownosc a, = 2 Dla
i i nierd ¢ y_y < 8y > Quyy-
n nieparzystych, n 2 3 zachodzi nierownosc a,_, "
Ciag (a,) jest niemonotoniczny. g) Rosnacy, h) malejacy dla
n > 500, i) rosnacy dla n> 3. .
6.4. a),b),d), f) - ciagi ograniczone; c) e) g) h) -— ciagi nicograniczone.
6.5. Dla dowolnej liczby dodatniej & nalezy wskaz_aé !iczbcf (zalezna od
¢) taka, zeby z nicroéwnosci n > 4 wynikata nieré6wnos¢ la, —gl < &.
Poszukujac liczby 8, piszemy nierdéwnosc 1a,‘——_g| <& po czy;n
tworzymy kolejne nierownosci takie, aby' }cazda z n!ch t?y{a
warunkiem wystarczajacym dla pc)przednlejZ a ostatm.a mia 3
postaé n > W(g), gdzie Wig} jest pewnym wyrazeniem zaleznym o
&. Wowczas mozemy przyjac é = W(g) ,
3 3
3 -0 =——3 <gntS>—,n>--=3
n+5 3 ]

a) |a,—gt = n+5

przyjmujemy 6 = 3/c. ’
b) §=1/e, ¢) 6=>5/e, d) 6=1/5, €) 6=2/(5), £ =2
g) & = 4/e%

66.a) n'=n>A,6=4; b)lgn> A, n>10%45=10%

) 2">n>A,8=4;, dya=1+h h>0,a"=(1+h) =
=1+nh+ .. +h">nh> A, n> A/h, = A/h
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e) Dla a =0 twierdzenie oczywiste. Dla 0 # |a| < | mamy

1 1 1 1
al=——,h>0, |g" = — — =4
ol =T =T <k <en T =
2" 1 1 nn—1) Inin-1)
—=—l ]_":— —
f)n n(+) nl:1+n+ 3 +'"+1]>n >

>A,n>24+1=4§

2" 1 -1 —1)(n—
g);=;5[l+n+"(n2 )l (:(n 2)+...+i]>

S nin—1)(n—2) _ 1

LY 2 n—3
6’ s\ t+-1> 6 >An>64+43=4;

n
py 222202 22202 (272 9/2y
w123 .n 1230 (3) _2(3) =0
LA S
n 1-2-3-.-n ’

6.7. a) J100~n < A,n> 100— 43 = §;
b) 100n—n? < A,n*—100n+ A > 0, n>50+./2500—4 =6
dla A <Qorazd=100dla 4 > 0;

1
<) lg; =—lgn<dlgn>—A,n>10"1=3.

68.a) 0, b) 1, ) 1/100, d)} 6, e 0, )4 g 3/5 h)1,
)0, o, KO, HO, m o, n) o, 0)0, p I,
Q9 0, 10 s)oo, 1, wl v) o (zob. zad. 6.6g),
w) 0 (zob. zad. 6.6h), z) co.

69.2)0, b)3, c)a d)ab, €0, 5 g 32 hl,
)0, 0, k) 0, DO, m) wdlaa#0,1dlag=0;
mOdlaa#0,1dlaa=0; o) 0, p) 0, q 0, 1) oo,
)1, 91, wyl, v0, w1, x) o, ¥)0, 2) 0.

6.10. a) o0, b) —0, ¢ 3, d) 0, ¢ 3, ) 1/5 g o0, h) 0,

D 125, j) oo, i A=) (fnrdt /)
)1/641) k) /ntd—/n N -

=—n+—4-;—7;_—’0’ ) ~c, m) 0, n) o0, o) 1/2, p) L.
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6.11.

6.12.

6.13.

6.16.

6.17.

6.18,

6.19.

a) o, b)2/3 ¢, d)0, € I, oo, g0 h)S6,
12 j§) oo, k52 D (ﬁ+ﬁ)/2.

a) & b) oo, )0, d)0, e oo, f 7/3, g 4, h) oo,

i) codlac>1,0dla|c| <1, ciag rozbiezny dla ¢ < —1;

D0, kK1, D1 m)l nl o) Podciagi(a,,)i(a2.-,)sa
rosnace, wystarczy wykazac, ze sa nieograniczone. Dla a,, otrzy-

1 I 1 1
mujemy Wzor a2"=(1+§) (14—1) (1+6)...(1+£)2 I+

1 1 1 1 .
+ 5(1 + 2 + 3 + ..+ ;) Suma w nawiasie jest sumg czgsciowg
szeregu harmonicznego i dazy do co (Zarys, s. 205), zatem
a,, —» . Podobnie wykazujemy, ze a,, ,—oc. Zatem
lima, = .

a)k=-2, bbk=1, ¢) k= —1, d) k=0.Liczba ] nie mo-
7e by¢ granica ciagu.

a) Dla danego ciagu dobieramy dwa ciagi: jeden ciag o wyrazach
mniejszych i jeden ciag o wyrazach wigkszych od wyrazow danego
ciagu, np. \'/37 < \"/2"+ < \V2 -3". Poniewaz oba te ciagi maja
granicg 3, wige 1 dany ¢1ag ma granice 3.

by 1, ¢ 0, d)0, e 1.

Wrystarczy wykazaé, ze dany cigg zawiera dwa podciagi zbiezne do
dwoch roznych granic. a) a,, — 1, a5, —+—1;, b) a5 _, -0,
a4k*2 - _1’ (14*—* 19 C) Qex = I: aﬁk-} - —1: d)9 E), f)) g)1
h) — dowody podobne.

a) Cigg jest monotoniczny i ograniczony, a wigc zbiezny do
pewnej granicy skonczonej g (nieznanej). Poniewaz a, — g oraz
a,,1—g, Wwigc ze wzoru rekurencyjnego otrzymujemy

g=.6+g,stadg =3
11, 1/ 1
=—+ - =1-1//2; == -},g=1
by g=,+56%9 N2 9 g 2(g+g)g
Teza 1° wynika stad, ze a,, , = (a,+b,)/2 jest $rednia arytmetycz-
ng liczb a,, b, za$ ./c = ./a,b, jest Srednia geometryczng tych

liczb (zob. zad. 1.7d). Teza 2° wynika z twierdzenia o dwoch
ciagach (Zarys, s. 196). Niech g = lima,. Z okreslenia ciagdw
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6.20.

6.21.

6.22.

6.23.

6.24.

(a,) 1 (b,) wynika réwnos¢ 2a,,, = a,+c/a, W granicy mamy
2g=g+c/gistad g = \/E

Wskazdwka. Skorzysta¢ z nierownosci miedzy érednia aryt.
metyczng i Srednia geometryczng (Zarys, s. 57).

I n+1 1 n 1
a) (H—n) =(1+;) (1+H)—>e-l=e, b) 1/e, «¢) e,
1\ 1 2nT)12
d)y e, e) (1+2n) =[(1+5’;) ] —ec'? ) 32,

gle, hye’ De je's Ke ¥ De 23 m)l,

n) e™% p)e*3 q)e 4 1) el

a8) oc, b) 12, ¢ 0, &) (1-b(1—a) e 1, H4 gL

h) Dla @, mamy nieréwno$é —— - Ld, s _n—, zatem
NS n+1

a, - 1.
i) Jesli roznicami ciggow arytmetycznych (a,), (b,) sa liczby i
r, # 0, to granicg rozwazanego ciggu jest stosunek r,/r, (po
ewentualnym odrzuceniu jednego wyrazu, ktérego mianownik
moze byé zerem).

a) s, = — oo, szereg rozbiezny;

100 b) s, = 800(1 —1/2") — 800,
szereg zbiezny, s = 800; «¢) s, = 4TO—O(Z"— 1) = o, szereg roz-
biezny; d) s5,, = 0,s,,_, = 1/100, lim s, nie istnicje, szereg roz-

biezny. e) Rozkladajac kazdy wyraz a, na réznice dwoch ulam-
1 1 1
kow a, = =-_ i -
"Thel) n nel tworzac sumg czeSciowsa, po

zredukowaniu otrzymujemy s, =  — %_I Poniewaz s, — 1, wigc
n .o

szereg jest zbiezny i ma sume s = 1.
f) Rozumujgc jak wyzej, wykazujemy, ze szereg jest zbiezny i ma
sumeg s = 1.
a) Nie spelnia, szereg rozbiezny.

21
n~1 n—1 n+1

b) Speknia; rozkladajac a, = otrzymujemy
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6.25.

6.26.

6.27.

6.28.

s, = 3/2—1/n—1/(n+1), s, = 3/2; szereg zbiezny, s = 3/2.

¢) Spetnia; jest to szereg harmoniczny, rozbiezny (Zarys, s. 205)

d) Nie spelnia; szereg rozbiezny.

e) Speinia; jest to suma dwoch szeregéw geometrycznych zbiez-

nych; szereg jest zbiezny i ma sumg s = 3/2.

f) Spetnia; podobnie jak w ) szereg jest zbiezny I ma sumg¢
1 1

STaTi et

g) Spelnia; prawie wszystkie wyrazy szeregu sa zerami; szereg jest

zbiezny 1 ma sumg § = l+\/§/2.

h) Nie spelnia, gdyz prawie wszystkie wyrazy sa rowne 1; szereg

rozbiezny.

i) Speknia; s, = ﬁ — o0; szereg rozbiezny. I

i) Spetnia; podobnie jak w zad. 6.23 €) szereg zbiezny, 5 = 3

k) Spetnia; jak w zad. 6.23 e) szereg zbiezny, s = 1/a.

I) Spelnia; jak w zad. 6.23 e} szereg zbiezny, 5 = 5/3.

: 1 i 1 1\
m) Sp§lma,S,.=lg[(1+T)...(1+n)}>1g(1+...+;), 3

szereg rozbiezny.

1 1 1
To- k - _
n) Spelnia; dla n > 2* mamy s, > 2]g2(] + 3 + .+ k) — 0,
a) (0,N{J2.3)s= 1/(3x —x*);
b) (—c, =3} J(—LDJB,0)s = (x*=3)/(x* - 2x—3);
€) x # n/2+km ke, s = sinx/(1 —sin x);
d) |x—kn| < n/4, ke, s =tgx/(1—1gx).
In+1 3 1+41/3n) 4

9) 5 — =S <,
)n3#n n? 143 n?

b) In+1 _E 14 1/(3n) %
n—3 n1-3n* " n’

c), e), £), k), ), p), r), t) —szeregi zbiezne: d), ), h), i), m). n),

0), q), s) — szeregi rozbieZne.

a), e), ), g), i), 1), m), p) — szeregi zbiezne;

0) — szeregi rozbiezne.

b), c), d), g), h), i), j) — szeregi zbieine; a), e}, f), k) — szeregi

rozbiezne.

szereg zbiezny;

szereg rozbiezny;

l’)’ c)’ d)’ h)’ -i)’ k)’ n))
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6.29. a) a, — 0, zatem dla prawie wszystki
u , ystkich n mamy 0 i
af{a". yU<a, <1 awig
b} Wskazowka. Sko C 7e § i
D skazoy | rzys.ta-c Z tego, ze srednia arytmetyczng
5| 4 + e Jest nie mniejsza od Srednigj geometrycznej
S N . .
' 7~ 4, 1 Zastosowad kryterium poréwnawcze.
6.30. (a,+b,)" +(a,—b,)* = 2(aZ + b, stad (a,+b,)* < 2(aZ+b}).

6.31. a),b).d), €), f) —szeregi zbieine; ¢) szereg rozbiezny (nie spetnia

6.32.

7.1

7.2
7.3.

7.4.
7.5.
7.6.

warurllk.u koniecznego  zbieznosci), g) zbieiny dla r>Q
h) zbiezny dla —1 < x < 1, i) szereg rozbieiny, gdyz Iaczqc,:
kolejne wyrazy w pary + —1 = 74'1;1 1

1" 2 an(n—1,2) " n OV

mujemy majorante szeregu harmonicznego.

) Zbiezny warunkowo; b) zbiezny bezwzglednie dla r > 1
warun.kowo.d-la 0 <r <1, rozbiezny dla r < 0; o), f), ) .
szerfegl -rozblezne; d), g), h), k) -— szeregi zbieine bezwzglednie;
e), i), j) — szeregi zbiezne warunkowo. ’

Odpowiedzi do rozdzialu 7

a) !x—d < d, b) lv—gl<e € 0<|x—¢ <8, co jest rowno-
wazne koniunkcji x # ¢, |x—¢| < d; d) x> &

e) x<d, f 0‘< X—c <38, co jest réownowaine koniunkcji
X >c, x—cl<d g O0<c—x<dco Jest rtGwnowazne koniunk-
N x < |x—c| < 4.

a) 04, b) 0.5, ¢) 06.

gaZdy punkt C speiniajgcy warunek 1 < C <2 lub C =0 |ub
= o0,

a) Tak, b) tak, c¢) nie, d) tak.
a) Tak, b) tak, ¢) nie, d) tak.
a) Tak, b) tak, c¢) nie, d) tak.

- 212 -

w

77.9) AV AO<ix—cd<d=|f(x)—g|l <&)

7.8.

e>0 48>0 xeD

AV AO<lx—d<d=>f(x)> 4)

A 4>0xeD

AV AO<ix—c<d=f(x)<A4)

A §>0xebh

D AV AE>=iflx)-gl<¢)

e>0 & xebD

9 AV A (c>6=/09> 4

xeD

f /A\\/ N (x> d=1(x) < 4)

5 xeD

0 AV AKx<s=If(x)—gl <2

e>0 8 xeD
W AV A KX<d=f(x)>4)

A 5 xeD .
) AV Alx<d=flx)< A)

A 4 xeD
Dla dowolnej liczby dodatniej ¢ nalezy wskazaé liczbg dodatnia

5 (zalezna od ¢) taka, zeby dla kazdego x nalezacego do D i roznego
od ¢ z nieréwnosci A)

If(x)—gl <& (B)

Poszukujac liczby 8, zakladamy: x € D, x # ¢ i piszemy nieréwnos¢
(B), po czym tworzymy nierownosci kolejne takie, aby kazda z nich
byla warunkiem wystarczajacym dla poprzedniej, a ostatnia miala
postaé (A) i pozwalala odczyta¢ liczbg 4.

Uwaga. Przy tworzeniu kolejnych nieréwnosci mozna ograni-
czy¢ zakres rozwazanych wartosci x do sasiedztwa punktu ¢ 0 pew-
nym promieniu M, M > 0. Stad wynika ograniczenie é < M.
Umawiamy sie, Ze tego rodzaju ograniczenia, a takze powolywanie
sie na pewne wzory, bedziemy zapisywa¢ miedzy wezykami t E 3

|[x—c| <8
wynikala nierdéwnosé

249
a) x#T, xx 14| <e, | x—TN<ed=¢
5x*—5 e £
b) x #1;|————10] <¢ 5Sx—1| <& |x—1|<7,0=1.
x— 5 5
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3y_
€) x # ];'E—J -3
x—1

<4 x+1-3 < lx+2|Ix—1] < ¢,

H przyjm.uquy ograniczenie 0 < x < 2
O promieniw M = 1) wtedy 2 < x+2 < 4, wigc |x+2| < 4%

$1c—11< 5 Ix— 1] < 74, Licsba & posinne pers
5 . F /4. Liczba § powinna Iniaé nierd b
0 <¢/4,0 <1, zatem § = min {e/4, I1)} SPEInIac nierownofci

(4. sasiedztwo punktu ¢ = 1

x—1 1

xI—1 2

x—1
x+1

dy x # -1, x I

£l

<e

1 1 I
x+1 2° >3

(1. sasiedztwo punkty ¢ = {
+1L wige lix+1) <1 §.

§przyjm}1jemy ograniczenie 0 < x < 2
0 promieniu M = 1), wtedy [ < x

§|X—1l <gIx—1 <26 = min {2, 1].

€ X # 0 [(1+x¥)— 1] = |x¥ < ¢, x| < Ve o= e
f) x #0; sin x~0f = [sinx| € § Zarys. s. 225§ < x| < 6. 6 =&,

) x # 0; Jcos x— 1] = 2sin?|2| < 2sin

X
2 x| <g 6=

xic.’ < P.sinflx <

h) x # cilsinx —sin¢| = -
2

2C05x+c .
3 sin <

CIx—c<egd=c¢
i) x>0;[\/;]=\/;<s,x<52,6=52.
7.9, szymujemy podobnie jak w
nierownos¢ {A) wzglednie (
rozwazanego typu granicy.

. 2 !
) x#0 IX>4, 1xE> 4], x2< Vi), Ixl < 17/}l

ppprzcdnim zadaniu, zastepujgc
B) nierownosciami stosownymi dla

dzl/\/ﬁi-
b) x>0/lnx <A, x<et §=ed
|x+1 1
) x #0; f—]‘= . <s,{x>0{,l<£,x>l,(5=l
> X £ ’

d) x2_ 2 :
} x*—5x+8 > x T =x(x=5)>§x>6§>x> A Liczba

d powinna spetniac¢ ierd SCi
) nieréewnosci 4 =
0 = max {4,6}. hoozs

L2
e 1—x <A, x*>1-4,xt> THIAL x> 1+14), 8 = 1 +14].
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zatem

1 1
f x+#1; L=§x<1§=:<a,1—x>,

£

L_.1’=
x—1

x—1

x<l—1/d=1-1/c
g) x2-5x48>§x<0f>x*>fx< —1§>|xj=—x> 4,
x < —A. Liczba é powinna spetniac nteréwnosci 6 <0, € —1,
5 £ — A, zatem & = min {— A4, —1}.
h) x3<A,x<ﬁ,5= YA,

710.3) AV Alc<x<c+d=|f(x)—pl <¢)

e>04>0xeD

b AV A fe<x<c+d=f(x)> A)

A >0 xeD

ONAV Ale<x<e+d=f(x)<A)

A 3>0xeD

H AV /\(c—ﬁéx<c=>|f(x)——qt<s)

e>0d>0 xeb

) AV Ale=d<x<e=fix)> 4)

A >0 xeD

N AV Alec—é<x<c=>f(x)< 4)

A 6>0xeD

7.11. a) cwodlax »0+0, ~codlax>0-0; b) 1dlax—0; ¢) ldla
x—040,—1dlax—-0-0; d) 0dlax—-0+0,—1dlax—-0-0.

712, a) +codlax—1-0,—codlax—1+0, —ccdlax—-2-0, +©
dlax—>240; b)O0Odlax—>1!1-0,1dlax—-1+0,1dlax—-2-0,
2 dla x—=2+0; ¢)0dla x—1, —w dla x—=2-0, oo dla
x =240, d) 1dlax—1;0dlax—2-0, granicadlax—2+0
nie istnieje, bo dla x > 2 funkcja jest nieokreslona.

7.13. Rodzaj monotonicznosci funkcji w danym przedziale okreslamy
za pomocg skrotéw: rosn. — rosnaca, mal. — malejaca, niemal.
— niemalejaca, nierosn. — nierosnaca.
a) (=0, 0> mal, {0, + o) rosn. b) (—o0,0)mal, (0, +o0) mal.
¢) (—oo, +o0) rosn. d) (0, +oo) rosn. e) (—co, 0) mal,
(0, + o) rosn.  f) (—n/2+kn, n/2+kn), ke Z, rosn.
g) (—oo, o) mal. h) (—co, 0) rosn., 0, o) mal.
i) (— o0, oo} niemal. j) (— oo, 0) nierosn., (0, ) niemal.
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7.14.

7.18.

7.16.

7.17.

7.18,

7.19,

7.20.

7.21.
7.25.

a) —5<y<S5 b 0<y,od gory nieograniczona;
©) 0<y<03; d) odgoryiod dolu nieograniczona;

1 =
€} y < 0, od dolu nieograniczona; f) y<lIn R od dotu nieogry.

niczona.
1 x2—4  (x-2)(x+2) 3
a) 3 b} 1, ¢ 3= x—2 =x+2-4, d) 3>
1 24+ x2—x—1 2x¥1+.) 2
93 Dsreia TS+ s 9% B,

_ . Vx-S (/5x=5)(/3x+5)
) w, j) -1, k x—5 x—5)(/Sx+5

s 1
a S5x +5_’5’

D 3/5 m) 277, m) 172, 0) 10/3, p) —1/2, @) w, ¥ 0,
sy 1/5.

)3, b) 72, ) —1172, d) 4, € 1/3, ) 3/7, g) w, h) 0,
i} oo, B o, k)2 D oo,m) /2/6, n) 43, 0) 473, p) 32,
D2 012 83 012 uw -1 v) -2 w) /3.2,
x) el y et z)e 4

a) —15, b) 0, ¢) v, d} —oo, e —1/2, D1, g —oo,
h) —o0, i) ~, j) oo, KO, )0 mo, n} 12/5,

o) 1/2, p) 1/4

a) 1/6, b) 8/9, ) 54, d) \/2/8, &6 D1, g 12,
W =3 -4 D3 OIS D1, m32 e
P oznacza granice prawostronng, L — granicg lewostronng.

a) P=o0, L= —o; b) P=o0, L= —c0; ¢) P=—m,
L=o; d) P=o, L=0 e) P=0, L= op.

. X—Xx
< 2|sin 0

. X+X
nZ—2"0

. X—X,
lcos x ~cos x| = Zsm—z—sn 2 <

€lx—xgl <& & =e.
a) 3/5, b) 1/2, o 1.
a) y=0,x=—1,x=1; b) y=1,x= -1, x=1;
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7.26.

109

=—-1,x=Ly=x; d) x=—-1Ly=x-3
3;=x, ) y=x-1/3, gg x=1dlax—->1+40,y=x+1/2
dla x—+o0, y=—-x—1/2dlax—> —w; h)y=1,x=—1dla
x—=—1—-0,x=1dlax—-1+0.

a) o

Rys. 7.26 a, b, c,d




7.27.

7.28.

7.29,

7.30,
7.31.

7.32.

7.33.

¢ =sinbx

———

I
1

Rys. 7.26f
Zob. Zarys, s. 248.
1
a}) Y-8 =12(X-2), Y-8= — 1—2(){—2); b) Y=X+1, Y=

=—-X41; ¢ Y=1, X = n/2.

:) (3}/\/5, 1//27), (=1/3, =1//27); b) (1,0} ¢ (2n,0)
eZ.

a) Lt=n/2+kn, keZ; by 10,t=1; ¢) I,t= .

a), b} — Ciagla, f1 (0) = L f2(0) = —1; «¢) ciagla, f'(0) = 0;

d) ciagla prawostronnie, f, (0) = 0, 1’ (0) = o0;

e) nieciggla, '(0) = oc; ) ciagla, f'(0) = 0.

a) Funkgja y = \/;c jest odwrotna do funkcji x = y?, y20;
zatem (\/x) = L/(y?) = 1/2y) = 1/2 /). b) (Jx) = 1/p*) =

= 1/3y?) = 1/(3 ¥x?). o) (e = 1/(Inyy = 1/(1/y) =y =
=¢%, d) podobnie jak c), e) (arcsinx) = 1/(siny) = l/cosy =

= 1/\/1=sin?y = 1/,/T—x% 1), g), h) — podobnie jak e).
a) a, b) 2ax+b, ¢) —aflax+b):, d) —2x/(x®+a?)?

3
e) 5\/;, ) 4x®, g) 6x*—2x, h) 1/(x+1)%, i) 2/(x+1)%

B ax/ 12, k) 1243, D) /3. Y(x-1)?],
- 218 -

1 —
m) 4(x+1)°, n) 5(2x+1)/./x2+x, o) l/cos®x, p) — l/sin’x.

734 a) 4x—3, b) x*+x+1, ¢ 3/7, &) 1+12/x),
e) ScosSx, f) —sin2x, g) 3/ /6x+7, h) 122x—1)%
D) 6x2—14x+7, ) (x+DA—=2xx), K} —2/(1+x),

2(2x—1 —
) GT(—%TL))_Z m) 10x(x2+1)%, m) x//14x%,
0) nsin\/;/(2\/;), p) —sinx/(2./cosx), q) (Vx —1)/x3,
— ) 4 cos2x COS X
) 1/[\/x (ﬁ+1) I {1 —sin 2x)?’ cos*(sin x)”
-1 3I—x 1
u) (Mx_l) = v) ——-—2 T , W)ctgx, 7) ;cos(lnx).
135, a) 2x 2x 2x 2x )
- 2 2 L] L] 2 ]
T+x2" (1+x9In2 (1+x2)ln% (1+x3)In10

2 2 1 2
b) 2xe!*, 2xe!**In2, 2xe''” lni, 2xe!* In 10;

o 1 /1—x%, 2/ 1—x* 1/2/x J1=x) —1/1-x%
d) 11 +x%, 2xf1+x%), 1/[2\/;(1+x)], — 11+ x%);
e} 0,0,0,0
7.36. a) cos x+sinx, b) 1/(sin xcosx)?, ¢) sinx+xcosx,
d) sin x + x cos x xsinx
1+tgx 1+sin2x’
f) eX(1+x), g) 2e(i—e’)? h)2*In2, i) l+Inx

D (nx—1)in*x, k) 2sin2x, 1) ix‘(%_'i;l‘n—x

e} e*(sin x+cos x),

2(1 —cos x—xsin x)
n)
(1 —cos x)*
o) 2/(1+sin2x), p) e (—sinx+cosx), q) xe*/(1 + x)?,
1) (I1—x)e”* s) (cosx)e™*, ) (5*—57%In5,

—1+sinx
cos?x

1 2
n) Ee"’z, v) 2xexpx?, W) ;cxp(—l;’xz), z) sgnx, x #0.
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7.37. Dla n = 0 funkcja nieciagta. Dla n = | funkgja ciagla, pochodng
nie istnieje. Dla n = 2 funkcja ciagla, pochodna istnieje i jest
nieciagta. Dla n = 3 funkcja ciggla, pochodna istnieje i jest ciagla,

) |
7.38. a) x(1+Inx), b) xs“‘"(cos xIn x+ o sin x),
¢) sinx}(lnsinx+xctgx), d) 2x"*"!nx,

1
e) x“")e"(ln x+ ;) , D (nx)*(1/Inx+Inlnx),

—2x*(Inx+1)

g) (sinx)' ***%(ctg’x —Insinx), h) o
i) cos(x*) x*(In x + 1).
1
739.a) —x"2+2x73-3x"% b) él-x*2’3+ gx“‘”, <) —ix_"‘”,

d) x ¥4y -1z €) —4x~544x 3, f) gx1/3+§x-1/4’

4
2 1
g) gx_lﬂ‘f' '8 x_j’ﬁ,

7.40. Funkcja f jest parzysta, gdy f(—x) = f(x). Latwo sprawdzié, ze
dla funkcp ch réwnosc taka zachodzi. Funkcja f jest nieparzysta,
gdy f(—x} = —f(x). Dla funkcji sh rownosc taka zachodzi, a takze
dla funkgj th i cth.

7.41.-742. Nalezy skorzystac z definicji funkcji hiperbolicznych.

7.43. a) sh2x, b) th®x, ¢) —4/sh?2x, d) thx, e) 1/(xchnx),

b Sew

f) chxshshx, g) 1/ch2x, h) Sf;;;dla x # 0.

1 o
7.44. a) y = arshx,x = E(e’—e"’); podstawiajac z = e, otrzymujemy

1 1
x=§(z—z), stad 22 _2xz—-1=0, z=x4+./x2+1,

arshx =y =Inz =In{x+./x2+1);, b), ¢), d) — dowody po-
dobne.

7.45. a) (arshx)' = 1/(shy) = 1/chy = 1/\/shiy—1 = 1//x*—1;
b), ¢), @) — dowody podobne.
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7.46. a) arshx+x//x2+1, b) 2x//x*+1, «¢) arthx+x/(1—x?)

747,

7.48.

dla x| < 1; d) 11 =x?% dla |1/x| < 1, czyli dla [x| > ;

e) 2xarchx+x%//x*=1 dla x>1; f) e/ /e*~1 dla
e >l czylidlax>0; g 1/1—-xPdlalxt<l

h) e*/(1 —e**) dla e®* < 1, czyli dla x < 0.

a) log,, x <0 <lgx <log,x <Inx <log,x,

b) arctgl = n/4 = 0,7854, sinl =08415 1, tgl= 1,5574,

arcsin | = ®/2 = 1,5708.

Rys. 7.48
749. a) n/6, Sn/6, 0, 3m/4, —n/4 b) —n/2, 0, w/3, /2, n/4.
750. a) 0, b) —n/2, ¢) —n/2, d) n/4, e) n/2: H —n/2, g1,
hy 1, )0, j 1/3, k)2, D 1, m) granica prawostronna
— oo, lewostronna +oo, m) 1, 0} 0O, plL q -1, 1l
s) —1, 990, u) oo, v)In2, w1l y1, z) L
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. 7
7.51. a) 4/sin2x, 1/[2(1 +x%)], — 6‘6/ 1/x'3, sh?x + x sh2x;

7 x+1 1 2sgnx
b) —\é/;, x‘“(lnx-i— ), gn

6 x \/ﬁf 1+x2)\/1T—
x arsh x x 7, 1

1+x2° l—x"gﬁ’ 1+x2’

c) 1+
In x -1 -5

xf+lnx 2\/1-x2'3\3/)?’

o — 5f ( 1, —x) sin 2x sgn x

62’ /1 +sin*x \/1—
1] 1—2xarthx 4 —, 12.}’
c‘ﬁ xinx

3f 1 .
x./ln \/——)3 x’shxchx’

h) 53/?, (1—x)* (ln(i—x)+ xle) —In{x+4/x2+1),

—2sgnx
Tt X7
2
i) 2xarshx+ X ctg x > I , Arccos x;
1+x2 1-—sin2x’ 6
. 1 arcig x 7
) ) g ,7\6/;, ch?x + xsh 2x;

sinxcosxIntgx' /(1+x2)3 6

3 x 1

k) ~./x, (x+1)"|:ln(x+1)+ ] .
2 x+1]" 8(x+./x)

\/Esgnx
(1+x%)/1-x*

1 1
) /1+x*+2xarshx, , \
— )2 2(1+/x+1) 6.9x°

{1+ x?) arctg®x

,x#0;
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x # 0;

752 a) y=—624+ > x2|6y|_26 b)y——?+ 3x,2|5y1=6.
2 7 16 55 17 i1
3 y=S4-= 2o Ly=2= =
753. y 3+6x, oy 5 754. y T 8x+8x Loyt =
135
_7+5—13- 3 1 23 29
L y=1 Loy? = . .y = —
7.55 ¥ +x, Loy 3 7.56. y i 0 x+ 20x
Odpowiedzi do rozdzialu 8
3 2 1 dx x x
8.1. a) d(x%) = 3x%dx, b) d )= ¢) d(xe*) = e (1 +x)dx,

8.2

8.3.

84.
8.5.
8.6.

8.7.

d) d[In{1 +x3)] = f';:_i);, e) d{arctgx) =

X

I+x?

a) Af=0,751,df = 0,7, r = 0,05t; b) r = 0,000501,

¢) r= —1/401, d) r= —1/39800, e) Czterocyfrowe tablice
trygonometryczne nie wykazuja réznicy migdzy 4 f i df Korzys-
tajac ze Wwzoru arctgx = Xx-— x3/34+x%/5— .., otrzymujemy
Af = arctg 0,01 = 0,009999669, stad r = —0, 000000331,

Stosujemy wzor f(x+dx) = f(x)+f'(x)dx. a) J1,06 =1+
+ -:1,;'0,06 =1,02, b) 0,5151, <) 0,8104, d) 0,05

dl = 0,0223m.

3, 5, 4V _dx
V= x3 dV = 3x%dx, ?—3—=00075 dv = 0,0075 ¥ = 0,06.
Odpowiedzi podajemy w kolejnosci: sup, inf, max, min. Znak

~ oznacza, ze dana wielko$¢ nie istnieje. a) 9,0, 9, 0;

b) 9,0, ~,0; & 1,-L1, -1 d) ~,~,~,~; & ~ O, ~,
1,01, ~; g ~, ~, ~, ~; h) 1,0,~,0

a) min:x =2, b) min:x=—352, ¢) max x = 7/2, min: x =
=2, min:x =5; d) ekstremum (takze niewlasciwe) nie wyste-
puje.e) min:x =0, f) min:x = —1, min: x = 1; g) max:x =0,
min: x = —1, min: x = 1; h) ekstremum nie wystepuje. W kaz-
dym punkcie x s kn wystgpuje ekstremum niewlasciwe.
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i} max: x = n/2+2kn, ke #; w kazdym z pozostalych punktow
wystepuje ekstremum niewlasciwe.  j) max: x| = 1/k, min: |x| =
= 2/(2k—1), ke A", w punkcie x = 0 wystepuje minimum niewlas.
ciwe.

88. ¢ = (a+b)y2
89. c =+ /(a*+ab+b*)/3. Stad i z warunku a < c < b otrzymu-

jemy:
a) c=ﬁ, b) ¢ = —ﬁ, c) c=\/€lubc= —ﬁ, d) c=1.
8.10. ¢, = n/4.

8.11. a) Stosujac twierdzenie Lagrange’a do funkgji ln x, otrzymujemy

Inh—1 1 b 1
E—na=—, stad In- = -(b—a). Poniewaz O<a<c<b,
b—a c a ¢

. 1 1 1 b 1
wige 5 < ; < . Zatem E(b_a) < ln; < E(b_a)'

b), ¢) Dowody podobne.

8.12. Stosujemy oznaczenia: ~ funkcja rosngca, funkcja malejaca.

a) 7~ (—o0; —1), N (—15), (5 0)

b) N (—oo; —1), A(—1;1), N~ (I; )

©) A= —1=/2), N (—1=/2 —1+/2), 7 (= 1+ /2 00),
d} ~(0; 1/6%), ~ (1/e% o)

e) N (0e), 2 (e, )

D 7 (=232 =2 N (205 2 (02, N (2022

g2 N{—oo ), 7 (1; )

h) ~(=1;1)

) A== T N (= T =), N (=52, S (2 1+7),

A1+ ﬁ; oo);

D N(=ac0) 2 (0:2), 2 (232.74), N (254 o),

k) ~(0;1/e), ~(1/e;e), 7 (e c0);

) N(—o0s =1, N (1 )
m) N(-o0; —3/2), ~(=3/2,0), \(0;3/2), ~(3/2; ),

n) A{—oc;—1), 2(=1;1), »(1; cc);

0) 7 {(—m/4+kn;, 3n/d+kn), ke Z;

P) N(—oo; —1), A(=1;1), N (1; );

r} N (—oc;0), ~ (0; )

— 224 -

L

s) ~(—oo;lny/ 2"\/?), N (In+/ 2+\/§; o),
t) N (0; 1/e), ~ (/e o).
8.13. a) max: f(—1) = 2, min: f(1) = —2; b)- n}ax:.f.(O) =0,
¢} min: f(1/2) = e*/4, d) ekstremum nie istnieje,
€) max: f(— I/ﬁ) = \%I, min: (0} = 1, max:f(l/ﬁ) = yl;
f) min:f{—1) = 1, max:f(0) = 2, min:f(1) = I; g} max:f(0) = I;
b) min: f(—Y173) = — 3/(4¥/3), max: f(Y1/3) = 3/(4 /3);
i) min: f(n/2+2kn) =1, ke Z;
j) max: f(2kn) = e—1, min: f (2kn +n} = 1_+ lje, ke Z;
k) min: f{(—1) = 1/3, max:f(1) = 3; D) min:f(l) =,
m) max: f{— 1) = 1/e, min: f(0) = 0, max: f(1) = 1/e.
8.14. a) f(1) =11/6, f(0) = —3/2; b) f(—1)=4,f(-2)= —22;
O f@ =350 =—1 & (-1)=/5/0)=1
e) f(1/3/2) = J4./0) = 1.
8.15. n/3. 8.16. (i J19/2, 19/2). 8.17. 24. 8.18. 4/9.

819. x = h = Y3V/5n). 820.r=R 82l x=12,
7
Q= arctgﬁ.

822.2)2, b 12 o3 &13 &0 HY2 g o bl

D12 D12 KL DL m L
823.a) 1, byl ¢ ljna™h), d)1, ¢ 0 f) —co, g0, i
:; -1, ) iy2/3, PO k1, DI m)l, m 1, eo)e e
p) efl,‘3-
824.a) 1, b)2, ¢l d 1, e —x, Nni, g0
) — ' K)e-!, I)e2 m)oO,
h) 1, i) —1/3, j) o, ke ) e NS,
n) e o) e !, p) —¢/2, 1) —1/2, §) exp—5—-

8.25. a) 1/x, b) (x+2)e*, ¢) —2b%cos2bx, d) 2b2200s 2bx, .
) (4x2—2)e™*, f) —4cos x/sin3x,. g) 2x(2x +23)/(1 —x%)3,
h) e*[(a® —b?)sinbx +2abcosbx], i) e**[(a*—b*)cosbx—
—2absin bx].

8.26. a) Slx, 5%, 0,0; b) b*sinbx, bcosbx, — b%in bx, —b7cos bx;
) a*e™, a’e™, abe"*, a’e™.
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8.27. :) e*, b) (=) "m—1)x"m ¢) sin(x +nn/2),
) shx g]ii h parzystych, chx dla n nieparzystych;
:) (=1)e*, £ (=1)yn x~tr g) cos(x+mt/2,)
; chxx dl.'i " parzystych, shx dla n m'eparzystych;,
i >x§ +ne~, 13_11+]nx dlan =1 oraz (- (n—2)t x~t=-1 g1
nz2 k) —2"lggg (2x+nn/2), 1) 2" teos (2x+nm/2), :
m) /2" e%sin (x + nn/4), n) ./2"e*cos (x+nn/4).
8.28. a) e(x?+ 30x + 210), b) x3shx + 30 x2ch x +270xsh x +

+720chx, ¢) 27ex X — -
~24x‘4+24x)-s). (shxtchx), ) efx=t—ax=24 12573

X __ oX X, I g
829, e¥ =g ¢ (x ~ Xg) + :—ic"(x—x(,}z.

ax

8'30. x __ < — -8x
a) e 1+x+7x2, b) e % = 1— x4 © o
) sinx = x— 1 Bxxz’ d) cosx = 1_ o:osf).»:x2
2 3
sh Ox
e) shx = x + 5 x?, f)chx=1+Ch0xx2,

g) arctgx = x—
— x2,
2(1+ x)?

r funkcja wypukla ku g0rze, « ku

fx
[ (p > W 0040 = x—
831, Stosujemy oznaczenia:
dolowi

a) (—x0;2), 200 b} L(—c0: 1 1

] £l i) ] £ ;3’
3 o) € (o0 ), d) u(—oo); 3),( F\)(—4' =1)
(=1;2), ~ (2 ©) e (0 \/E) r"\(\/g; ®); '

D ﬁ(eng——l"liﬂ—n;engifm), u(cxpgjﬁk_)f-
(7+8k)n
2 ke Z,;

8 (0 o), h) —(—; —=1), v (1; o),
) ~(-2,/2;0), ~(0;2./2). T

832 a) 2/3
b o Y £V12, 0 51, )1, 90 ps go

exp
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8.33.

8.34.

8.35.

8.36.

8.37.

Wskazowka. Skorzystaé¢ z wypuklosci funkcji y = xIn x.

2 3 ax 2
a) e"=1+x+ % +% + %;x‘, b) cosx = 1—% +c—0:'0xx‘,
. x* sinfx ,
c) smx—x—§+-Tx _
xt X3 "= ebx
Fe=1 et —
a) e txt oyt +(n—1)!+n! x",
—1 .
R cos(M 2)1: cos(9x+ng)
by cosx=1—"+——._+ 1y o
2" (1) n!
-1
FESN sin(n 3 ) sin(6x+n;)
i = -_—— _— ——— a—1
c) sinx =x yts -t - X"y - X"

a) min: f(—1) = —1, max: f(0) = 0, min: f(1) = — 1, punkty {ar-
gumenty) przegiecia: — 1/\/5, 1 /ﬁ ;0 by max:f(—1) =2,
min: f(1) = —2, punkty przegiecia: — 1/'\/5, O,I/ﬁ;

¢) min: f(—1) = —1,max: f(0} = 0, min: /(1) = — 1, punkty prze-
gigcia: —/3/5, \/3/5.

Dla funkgji a), b), ¢), d) podajemy peine rozwiazania i wykresy, dla
pozostalych podajemy szkice wykresow.

a) f(x) =x3—ax?+4x+1;, 1°D=(—o0, ), 2° lim f(x)=

= —o0, lim f(x)= oo, 3° asymptot nie ma, 4° f'(x) = 3x?—

—8x+4 dla xeD, 5° fix})=0 dla x=2/3 i dla x=2,
6° f: 7 2{—00;2/3), ~(2/3;2), 7~(2; ) max:f(2/3) = 59/27,
min: f(2) = 1;7° f"(x}) = 6x—8 dla xe D, 8° f"(x) = O dla x = 4/3,
9° 1 (—o0;4/3), o (4/3; o), argument przegiecia x = 4/3;
10° f(4/3) = 43/27, f'(4/3) = —4/3.

b) f(x) = x*/(x*+ 1) 1°D =(—o0; —1)u(—1; 0),2° lim f(x)=

= —c0, lim f{xX)=-0, Hm f(x)=c0, lim f(x)= oo;
x=—1-0 x= =140 X =
3° prosta x = —1 jest asymptota pionowa obustronna, prosta

y=x jest asymptota ukosna dla x—+ oo i dla x— —oc,
4° f'(x) = x}x¥+4)/(x*+1)* dla xeD, 5° f'(x)=0 dla x=0

idax=Y-4=159, 6 f:7(~c0; Y—4), v (J—-4; 1),
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N{=1;0), 2 (0; o), max: f() —4) = -4 Y43 = —2.1,
min: f(0) = 0; 7° f"(x) = —6x2(x>—2)/(x3+1)? dla xeD,

8 /x)=0dla x=0idla x=JY2=126 9 f: (-

=), (=5 Y2), (Y2 oc); argument przegigcia x = Y2,

10° £(J2) = Y163 = 0,84, 7 (32) = 4/3.

©) f(x) = x?¢¥% 1° D = (—a0;0) L (0; x), 2° lim f(x)= oo,

X = —

lim f(x)=0, lim f(x)= 0, lim J(x) = o0, 3° asymptota
0-0 x+0+0

pionowa prawostronna x = 0, 4° f'(x) = (2x—1)e'™ dla xeD,
5 f10)=0 dla x = 1/2, 6° (- co; 0), ~(0;1/2), ~(1/2; w),
min: f(1/2) = €*/4 = 1,85 7° f"(x) = 2x® -2x+ el®/x2 dla
xeD, 8° f"(x) # 0, 9° f: U (—oc;0), (0 oc), punktu przegie-
cia nie ma; 11° lign . J'(x) = 0; graniczny lewostronny kierunek

stycznej w punkcie (0, 0) ma wspolezynnik kierunkowy tga = 0,
czyli jest rownolegly do osi Ox.

d) f(x) = Jx*—6x%1° D = (—c; o), funkcja f jest ciagla; 2°
im f{x) = —co, lim f(x) = 00; 3° asymptota ukosna dla

x— o i dla x—-» —ow ma rownanie Yy=x-2 4 f{x)=
=(x—4)/Yx(x—6)* dla xeD z wyjatkiem punktow x =0
I x=6, w ktorych /' nie istnieje; 5° S(x)=0 dla x=4
6° fi 7 {=00;0) N(0:4), ~(%6), (6 o), max: f(0) =0,
min: f(4) = ¥ —32 = —3,175; T2 (x) = —8x%/Yx'%x—6)° dla
x€ Dz wyjatkiem punktéw x = Oix = 6, w ktorych £ nie istnieje;
8 [ x)# 0, 9° £ (—u0;0), L(0;6),  (6; «©); argument
przegigeia x = 6; 10° f(6) = 0; f'(6) = oo, styczna w punkcie

przegiecia jest rownolegla do osi Oy; 11° lim f'(x) = o0,
x—+0-0

lim f'(x)= —o0: wykres ma w punkcie (0, 0} ostrze ze styczng
xX=0+0

rownolegla do osi Oy.
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Rys. 8.37a,b
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Rys. 837w,z
838. W danej nierownosci dla x = 0 lewa strona jest rowna prawej.
Wiystarczy wykazac, ze dla x > 0 lewa strona ro$nie szybciej niz
7 prawa. To za$ zachodzi, jesli pochodna lewej strony jest wigksza
v od pochodnej prawej strony.

o o ' 8.39. Prosta y=x—1 jest w ;;unkcie (1,0) wspolna styczna krzy-
wej y = Inx i krzywej y = Exz —1, ktore sg wypukle: pierwsza ku
gorze, druga ku dolowi, i leza po réznych stronach stycznej.

x2 x* x*
. A . A
840. a) e *=1—x+ 273 + T xeR
4 6 B8
2 _ 2 X X X
Rys. 8-37",0 b) [ - 1+x + 2,! + 3! + 4! + s xEQ
-232 - —-233 -




©) e""=l—x2+;—:—;—:+:—:—m xeR

d) xc‘=x+x2+;—?+3—:+:—:+... xeR

€) chx=exge_x=l+fz-;+%+f6—:+... xeR

f)shx=ex-2e‘x—x+3?+%;+7—:+ xeR

g In(l—x% = — -i;-—-f;—fi:-... Ixf < 1

k) ln-}{—z= In(1+x)—In{1—x) = 2(x+ x; +£;+ ) x| <1

i)ln(l+x2)=x2—§+§—§+... x| < 1

) 1+x)2 = 1+%x-%x’+ Ilgﬁ— - xl<1

k) (1—-x)1V2=1- %x—- éx’— %f‘- x| <1

I) (1+x)"""=l—%x+%x2—%x3+%5§x‘-... x| <1
m) (1-x)" 2 = 1+%x+§-x’+%x’+%x‘+." Ix] <1
n) (1+x2)'”2=1—%x2+§x‘——-l%x°+-§2—5§x°—... x| <1
0) (1-—x2)'“2=1+%x2+§x‘+1—56x5+-1§;§x5+... Ixl <1
P U+ =g ix—txry S 10w i<t

3579 TR1* T a3
-234 -

Odpowiedzi do rozdziatu 9

9.1. a) x, ydowolne (cala plaszczyzna), b) xy > O(¢wiartka Iicwiart-
ka JII wraz z osiami ukiadu), ¢) —1 < —:—y < 1 (obszary katdw
x

rozwartych migdzy prosta y = 0 i prosta y = —2x), d) xy #0
(cztery ¢wiartki plaszczyzny z wylaczeniem osi ukladu), €) x*+
+y* < 0 (cztery éwiartki plaszczyzny z wylaczeniem osi ukiadu),
e) x2+y? < | (wnetrzekota), f) —1 < x < 1(pas migdzy prosta
x=11prosta x= —1), g) y#0 (polplaszczyzna y >0 i pol-
plaszczyzna y < 0), h) y # 0 (polptaszczyzna y > 0 1 polplasz-
czyzna y < 0), i} x?+y* > 1 zewngtrze kola.

9.2. a) Proste rownolegle, b) proste przechodzace przez poczatek
uktadu, z wylaczeniem poczatku ukladu; ¢) osie ukiadu i hiper-
bole, ktérych asymptotami sa osie ukiadu.

93.a) A V ANO<PQ<ié=|f(P)—gl <g)

s>04>0 Pel

AV AQ<PQ<s=f(P)>A)

A 4>0PeD

dAV AO<P@<é=f(P)<A)

A 3>0 PeD

9.4. a) Granica jest 0, poniewaz podstawiajac x = rcos @, y = rsing,
otrzymujemy z = r*cos3@sin*e, a to wyrazenie dazy do 0, gdy
r-+0. b) Granica nie istnieje, poniewaz wzdtuz prostej y = x jest
z = 2, a wzdhuz prostej y = —x jest z= —2. ¢) Granicg jest oo,
poniewaz upraszczajac przez x—y, dla y # x, otrzymujemy
z=1/(x*+xy+y?) = 1/[(x+y/2)* +3y*/4] » o dla x> 0, y 0.
d) Granica jest 2, poniewaz mnozac licznik i mianownik
przez ./xy+1+1 dla xy # 0, otrzymujemy z = \/xy+1 +1-2
dla x=0, y—0. e 1, ) o, g 0, h) granica nie istnie-
je. 1) Granica nie istnieje, poniewaz wzdtuz prostej x+y = kx,
k # 0, mamy z = kx/(1 + k) — 0 dla x — 0, natomiast wzdtuz krzy-
wej x+y = x* mamy z = x—1 = —1dla x — 0, a wzdhuz krzywej
x+y=—x*mamyz=x+1/x* >0 dlax—0 j 0 k) Gra-
nicg nie istnieje, 1} oo.

.1
95. z,(x,y} = lim Z{z2(x +h y)=z(x))]
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9.6.

o1
z(x, y) = '}111(1) E[Z(x,y+h)—2(x, i

1

zxx(xv }’) = :1_1:% ;l [zx (x + h! y)ﬁzx (x, y)]
o1

z,(x,y) = Pg}) 5 ey + R =z, (x, )]
1

z,{x, y) = :gr; i (z,(x+h,y)—z,(x,y)]

.1
z,,(x,y) = lim 2z, (x, y+h) =z, (x, )]

a) 3x%y—y°, x> —3xy% b) 2x/y—-y/x2, ~x¥y? 4 1/x;
) ¥~ y/(3x Yx), x/(2 I+ 1Y
O 12432 y[VX 4y (x /24 0)] €yt Xinxg

f y (1 +xyy 1, (1+xyy [ln(l +xy)+ _i_:l,
+xy

g) ycos(x+ y})—xysin (x+y), xcos(x+ y)—xysin (x+y)

b) (=1/yye ™", (x/y*)e=

i) xIyl/2/w, —x2y \/2/(lyl w), gdzie w = (x? +y2) /X7~ y2;
) 4x>—8xy?, 4y - 8x2y;
k) x (74 3xp% = 2062 + y2P, y (v +3x 2y — 2x3)/(x? 4 2)%;
D 20+ 300, 20+ p)(xy®): m) 1(x +y2), 2y/(x+ y2);

) /yP L /PN (/)= 1T 0) —y/x2+y2), x/(x? + y2);

x? x? 2 x3 1
gt e, -
y y cosi(x*/y) ¥? cos?(x?/y)

-2y X+y 2x x+y

Q) ex , )

(x—y)? px—y (x—y)? expx_y,

0 1(1+x3), 141 + y?);
S) ¥In(x+y)+xy/(x +y), x In(x+y) + xy/(x + y),
) —y/(x*+y?), x/(x? + y2),

— 236 —

9.14. a) Af.=0,df(Py) =0, b) Af =2,df(P,) =1;

w) 2x(1=r2=rf(1+12, 2y (1 =2 =L+ 1% r = /24y
¥) yw, xw, gdzie w = [1+nxy cos(nxy)] e** =,

w) sin?(x + y?)+ xsin [2(x + y*)], 2xysin {2 (x + y*)];

x) |yl/rt, —(sgny)x/r?, gdzie r* = x> +y%, y # Q;

Y) 2z[1+In(2x+ )], z[1 +In(2x + )], gdzie z = (2x + y)***7;
z) yx“?37¥*In3, —x~'37¥*In3.

9.8. a) (2x2+ y)r, xy/r, (x4 2y2)/r, gdzie r = /x> +y?%;

b) 2a’w, 2abw, 2b%w, gdzie w = cos [2(ax +by)];

¢} —(x2—yA)rt, —2xy/rt, (x* —y?)/r*, gdzie r* = x* +y%;
d) —4y/(x+y), 2(x— y)Ax+y)°, 4x/(x + y)%;

e) —2x/(1+x2)2,0, —2y/(1+y?)>

9.9. 2x/y*.
2.2
9.10. a) %g—ﬂ%%—’, b) 6xcosy—3yZsinx, ¢€) e**¥(x*+9x?+
+ 18x +6).
y 1 —ydx+xdy i
9.13. a) df (x, y) = —Fdx-i- ;dy =——,x#
—2xdx—2ydy —4xy?dx +4x%ydy
> 2 Ix] # vl
Y Ty (x?—y?y? bl #
xdx+ydy , i ydx+xdy
d) Wax +.V 9605 e) 1+X2y2 [
—~ydx+xdy
W,x # 0.

= —2,df(P)) = —4.

9.15. a) Af= —2/3,df(Py) =0, b) Af= —2/9,df(P;) = —4/9;

¢) Af = 18/81,df(P,} = 8/81.
xdx+ydy

9.16. a) f(x,y) = In/x2+)%, df(x,y) = T 5T 140,020,

¥ = 240,036,

s 5 100200002 +(2 +0,036)0,03
(%, 9) = (140,020 + (2 +0,030)
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9.17.

Szukamy liczb g, b takich, zeby a < df(P) < b. Jesli w liczniku po-
wyzszego ulamka przyjmiemy 0 = 1, a jednocze$nie w mianow-
niku przyjmiemy 6 =0, to otrzymamy b = 0,01626. Jesli za$
w liczniku przyjmiemy @ = 0 a w mianowniku 6 = 1, to otrzyma-
my a =0,01549. Liczb¢ a mozna zaokraglic w dél, a liczbe

b -— w gbr¢. Mamy oszacowanie 0,0154 < 4f < 0,0163

0,16

b) 0012 < df (%, ) = ’ ,0125,
) Y& D) = 5 50a07+ 5 o0z < 00125
0,02(7-0,139)
[1+(1-0,030)*+(2—0,026)*]2

¢) 0,0038 < df (%, §) = < 0,0041.

a) f(x,y) = x?, df (x, y) = xy(ifdxﬂnxdy), P, =(1,1),

Py =(1,01, 1,01), dx = dy = 0,01, f(Py) = 1, f(P,) =?

Przyblizenie: wzér (10), df (Po) = 0,01, f(P,) = 1,01.
Oszacowanie: P = (140,016, 1+0018), df(F)=001(1+
+0,010)' * 21811 £1n(140,016)].

Poniewaz x” jest funkcja rosnacy ze wzgledu na xina ydla x > 0

i y>11i poniewaz In(l+x) < x (zob. zad. 8.38), wigc 0,01 <
< df(P) < 0,01-1,01%(1+0,01) = 0,01030301. Stad mamy oszaco-

wanie 1,01 <f(P,) < 1,01030301.

b) Przyblizenie 1,02'°% ~ 1,02, oszacowanie 1,02 < 1,02105 <
< 1,023,

¢) f(x, y) = sinxcos y, df (x,y) = cos x cos y dx — sin x sin ydy,

Py =(30°,45%, P, = (31°,46%), dx = dy = 1° = /180, f(Py) =
= /2/4 = 0,353553, f(P,) = 7

Przyblizenie:  df (P,) = (cos 30° cos 45° —sin 30° sin 45°)
= = Y2 5 1y_ 0004516,

= 0,353553+0,004516 = 0,358069.

Oszacowanie: P = (%, §) = (30° 4+ 01°, 45° + 01°),
n n

180 180

1: —
8=
(P = f(Po)+df(Po) =

df(P) =
= df(%, §) =(cos X cos j —sin % sin ) cos(£+j) =
= Ig_o cos (75° + 02°). Poniewaz w przedziale (0°; 90°) cosinus jest

funkcja malejaca, wiec
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9.18.

9.19,

9.20.

9.21.

9.22. a) gz =-=2x+

R . k3 o _
185°°° 17° < df (P) < 180cos'fs 0,004516

Poniewaz cos77° = sin 13°, a dla funkcji sin x, gdzie x — miara

e 2
lukowa, mamy w przedziale (0; n/2) nieréwnosé sin x > =X {tuk

. 2
sinusoidy jest nad cigciwg tego luku), wiec sin13° > 513 %,
n n 2 n
— e — =13 —=0 . Stad ikaj
zatem 180cos’77 > 180 7 > 180 002521 ad wynikaja

oszacowania
0,002521 < df (P) < 0,004516
0353553 =f(P,) = 0,353553
0,356074 < f(P,) < 0,358069

d) Przyblizenie ./1,02*+197® ~ 2,95; oszacowanie 285 <

V1,022 +197% < 297.

5 (¥ —xHdx?—dxydxdy +(x*— y*)dy?
a) d f(x’ ,V) - (xz +y2)2
b) d*f(x, y) = —cosxsh ydx?—2sin xch ydxdy +cos x sh ydy?,
¢) d¥f(x, y) = e* ¥ (dx? +2dxdy +dy?).
a) d°z = 6dx>—18dx?dy+ 18dx dy? + 6 dy?,
b} d’z = e2** 38 dx3 + 36dx? dy + S4dx dy* + 27 dy>),
¢) &’z = f"gdx®+3f"g dx*dy+3f'g" dxdy*+fg" dy’.

dz___ sin¢— 213 _ f£ie2 E_ x 2 (%Y X (x3)
a) I—c (cost—6t%), b) i [e*+3x%e™ M /[e* +e* ],
0z 0z 2 o2 dz _ ,, 2
— = — = - — = X1 -1 ,
c) Ew 4uv, p" 2u*—6v*, d) 0, e) ax x5 (1 - In x)/x
éz 0z
1] i cosZu,a = ¢ cos 2cv.
0 _0:0: d2dv 0z _dztu dude
0x Oudx dvax’dy dudy dvdy

.

O S P

ou oY’ dy T w®
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¥ oz oo, L
va’ay—aux+év("x’y)’

oz of
T u

0z
S g ) +f(w)g'(v), 3y =f(u)g(v)—f(u)g').

L e
o’ dy “ou M
_gvz+u &z Oz

023 a) L&

7}

dx du

oz dz vl -u Oz
by — = = =

dx ofu v dv dy éu v dr
z=z[{x@), y()), z, = 2, x, + 2, ¥, 2, = (z), =
= (Zx x1+zyyx)l = (zx)r x:+zxxu+(zy)r yr+zyyn =
= (Zxxxz:+zxyyt)xl+zxxn+(zyx xx+zyyy:)y1+zyyn =
= zxxxl +22xyx1yt+zyyyt2+zxxu+zyyu'

9.24.

925. a) z=z[x(uwv)y(uv)lz, =2, X, + 2, ¥ 2, = 2, X, + 2, ¥,»

Zie = (B =2 X+ 2, Yy = (Zdu Xu+ 2 X+ (2 Vu

+Zy yuu = (zxx xu+zxy yu) xn+zx xuu +(zyx xu+ zyyyu) yu+

+Zyyuu = zxxxf+22xy xuyu+zyyy3 + zx xma +sz|¢w

zlll/‘ = (ZH)L' = (zx xll + zy yu v = e = z:x xl‘ xl} +zxy(xu yl1+

FX VI F 2 Vu Vot 2 Xy 2, Vi

Zpv = Zxx Xy +2zxy Xy yv+2yyyt2' +zxxvv+zyyw‘

b) Korzystajac z wynikow zad. 9.25a i przestawiajac litery u,

v z literami x, y, otrzymujemy wzory |
Zex = Zp Ui +2z u vtz vitzou 4z v, I
Zoy = Zu Uty + 2, (U 0 tu v}tz 0,0, 42,0, +20,, '
Z,, = Zyly +22,,u,0,+2,, 0F +2,u,,+2,0

8%z ,
b 455 i

¥ vy
62
9.26.2) —4 -
v

9.27. Roézniczkujgc rownosci (15) wzgledem x, otrzymujemy dwa row-
nania

or . @ or . ¢

acosgo—rsmcpgi—: =1, asmtp+rcescp% =0
Mnozac pierwsze rownanie przez cos g, drugie przez sin ¢ i doda-
jac, otrzymujemy pierwsza z rownosci (17). Podobnie otrzymuje-
my pozostale.

9.28. Rozniczkujemy funkcje ufr(x, ), ¢ (x, ¥)] i korzystamy z (16).
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9.29.

9.31.

9.32.

9.33.

9.34,

121

Do pochodnych danych wzorami (18) stosujemy postgpowanie,
jakie w zad. 9.28 stosowalismy do funkcp u.

a) (1+AP+(1+k? =2+43(h+k +3(1 +0 A +3(1 +6k) k2,
b) (1+R*+(1+k)* = 2+4(h+k)}+6(1 +0h)2h + 6 (1 + 0k)2k2,
&) (1+hP+2(1+kP —(1+h)(1+k) = 2+ (2h+5k) +
+3(1+0m) h?— hk+6(1 +0k) k2,

) &7 = L+ 30 Dk £ 2hk+ k),

ko hk 1+ 0h

L4 h)n(e+k) =1+ht _ K2

@ (+hn(e+k) =1+h+ ot ™ Ter i <
hk I —Oh

2

TIvek T 20+ ek
g) AQ+A* 4+ 2B+ (—14+k)+C(—-1+k)? =
=(A—2B+C)+2(A—B)h+2(B—C)k+ Ah* + 2Bhk + Ck*.

a) min: f(0,0 =0, b) max:f(0,0)=1, ¢) niec maekstremum,
d) Jeden punkt stacjonarny P, =(0,0); W(P,) =0. Poniewaz:
1° f(P)=0, 2°dlax=0,y>0,jestf(x,y) >0, 3° dlax=0,
y < 0 jest f{x, y) <0, wigc nie ma ekstremum.

¢) Jeden punkt stacjonarny P, =(0,0); W(P,) = 0. Poniewaz
17 f(Py) =0, 2° dla P # P, jest f(P} > 0, wigc w punkcie P, jest
minimum.

a) max: f(4,4) = 12, b) max: f(0,3) =9,

¢) min: f{1,1) = — 1, w punkcie (0, 0) nic ma ekstremum;

d) min: f(0,0) = 0, max: f(—5/3,0}) = 125/27, w punktach (— 1, 2)
i (—1,—2) nie ma ckstremum; ) max:f(n/3, n/6)=3 \/5/2,
f) min:f(—4,1)= —1, g) min:f(2,2) =0, h) min:f(5,2) =
=30, i} maxf(-1,1)=3, min:f(1,1)= —1, w punktach
(0,011 (0, 2) nie ma ekstremum;

j) min: f(2n/3,2n/3) = —3 \/5/8, max: f(n/3, n/3) = 3\/3/8;

k) min; f(1, 1/2) = 0, w punkcie (0,0) nie ma ekstremum,
I) min: f(—1/6,0) = —13/108, w punktach (—3/2, 0), (1,
(1, —/35/2) nie ma ekstremum;

m) min: [(1,2) = 7—101In 2.

a) Jeden punkt stacjonarny P, =(0,0); W(P,) = 0. Poniewaz:
1° f(Pe)=0, 2° f(P)=f(x, ) =(x+yP+y* >0 dla P+#P,,
wige w punkcie P, jest minimum.

f (—1+h)In(l+k) = —k

35/2),
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9.35.

9.36.

9.37.

b) Trzy punkty stacjonarne: P, = (0,0), P, = (\/— —\/5) P, =
= (—/2, /2). W(P,) = 0. Poniewaz: 1° f(Py) = 0,2° dla y = x,
x#0 jest fx,y)=2x*>0, 37 dla y= —x, 0 <x <2 jest
f(x,¥) = 2x%(x* —4) < 0, wigc w punkcie P, nie ma ekstremum.
W(P,)) > 0,£,(P,) > 0, min: f(P,) = —8. W(P,) >0, f,,(P,) > O,
min: f(P,) = —8.

¢) Trzy punkty stacjonarne: P, =(0,0), P, ={1,0), P,=
={(—1, —1). W(P,) = 0. Poniewaz: 1° f(P}) =0, 2° dla y = x,
O<x <1, jest fix,y) > 0,3 dla y = —x, x <0, jest f{x,y) <0,
wigc w punkcie P, nie ma ekstremum. W(P,) = 0. Poniewaz: 1°
fIPH)=0,2"dlay=x—1,x> 1, jestf{x,y) > 0,3°dla y = x—1,
0 < x < 1, jest f(x,y) < 0, wigc w punkcie P, nic ma ekstremum.
W(P,) < 0, wigc w punkcic P, nie ma ekstremum. Funkcja nie ma
ckstremum.

d) Punktami stacjonarnymi sa: punkt P, = (0,0} i kazdy punkt
Q okregu x?+y? = 1. W(Py) >0, f, (P;) <0, max: f(P,} = 1.
W(Q@) = 0. Poniewaz f((}) =0, f(P)> 0 dla 0 # PP, # 1, wigc
w kazdym punkcie Q@ jest minimum niewlasciwe.

Funkcja f ma wartoé¢ 0 na osiach Ox, Oy i na prostej x+y = 4,
ktora dzieli trojkat T na trojkat T, i trapez T,. Wewnatrz T, jest
f(x, y) < 0, wewnatrz T, jest f(x, v) > 0. Zatem funkcja [ przyj-
muje swa najwicksza warto$¢ w pewnym punkcie wewnatrz T,
1 jest to maksimum. Wewnagirz T, jest jeden punkt stacjonarny
P, ={2,1), zatem m]'c"txf:f(Po) = 4,

-1 1
Trzy punkty stacjonarne: P, =(1/2, 0), P, = (——j%r&-, 0),

—-1-./13
P, = (_-T—m,O). W punkcie P, jest maksimum f(P,) =
= 21/16. W punkcie P, nie ma ekstremum. Punkt P, lezy zewnatrz
3
kola K. Funkcja f zawgzona do okregu kola K jest rowna ix dla

Ix| < lidla x = 1 manajwigksza na tym okregu wartosé, réwna 3/2.
Wartosc ta jest wigksza od f(P,), wiec max f = f(1,0} = 3/2.
K

a) 1—./3, b) /272, o —J2/2. &) (S3-1)2, e 42,

- 242 -

9.38.

9.39
9.40
941

10.1.

10.2

H

10.3.

N o, g 4//a*+b* h) (cosa+sinx)/2;
3) 135° lub 45,

a) [—2, 1], b) {10xy—3y>, 5x* —9xy?+4y°],
¢} [a//4+a*+b% b/ /4+a>+b].

a) —12/5./145), b) 7./2/10.

W punktach okregu x? + y2 = 2/3.

(—1/3, 3/4) Tub (7/3, —3/4).

1y 45°,  2) 225°

Odpowiedzi do rozdzialu 10

a) Przestrzen, b) x> +yp*+z* <1 (kula), ¢) x2+3y2 <1 (cy-
linder), d) —1 < x <! (warstwa), e€) przestrzen,

f) —1 < x+y+z<1(warstwa), g) przestrzen. Sciany ukladu
Oxyz rozcinaja przestrzen na 8 obszarow zwanych oktartami.
Oktanty polprzestrzeni z > 0 oznaczamy numerami I, 2, 3, 4
zgodnie 7 numeracja ¢wiartek plaszezyzny Oxy. Oktanty polprze-
strzeni z <0 oznaczamy numerami 5, 6, 7, 8 w tej same]
kolejnosci. h) xyz > 0 (oktanty I, 3, 6, 8), i} x>0, y >0,
z > 0 {(oktant 1).

a) Plaszczyzny prostopadle do wektora [1, 1, 1], b) plasz-
czyzny prostopadle do wektora [1, 1,0], ¢) plaszczyzny prosto-
padle do wektora [1, 0, 0], d) sfery, ktorych srodkiem jest
poczatek ukladu, e) powierzchnie cylindryczne, ktérych osig
jest 08 Oz, f) plaszczyzna x = 0 i pary plaszczyzn x = i—ﬂ,
c >0

a) Forma okreslona dodatnio,

b) ®(P)=(x+yP+{(x+2P+(y+2° 20, jedli €(P)=0, to
X+y=x+z=v+z=01istad x = y =z = 0; forma okreslona
dodatnio.

€) (P)=(x+y+(x+2+(y—27 20 jedli @&P)=0, to
x+y=x+z=y—z=0istadx = —y= —z;P(l, =1, - 1} =0
forma polokreslona dodatnio.

d) P(P)=(x+y7?+(x+2) = Qjeslio(P)=0tox = —y = —z;
¢ (1, —1, — 1) =0; forma poélokreslona dodatnio.
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10.4.

10.5.

€) ¢(P) =Tx+y)(x+5y)+2% €0, 0, 1)>0, (2, —1, 0) <0,
forma nieokreslona.

f), g) forma polokreslona dodatnio, h) forma okreslona ujem-
nie; i), j) forma polokreslona ujemnie,

k), ), m), n) forma nicokreslona; o) rownanie charakterystycz-
ne ma pierwiastki ujemne; forma okreslona ujemnie.

a), b}, ¢) Warunek ma postac taka, jak w rozwiazaniu zad. 9.3.

d AV APP,<d=1f(P)—f(Po)l <),

e>046>0 PeD

o\ AIf(P)<A

A PeG

Rys. 10.5

Oznaczenia: O = (0, 0, 0} {0} — zbiér zlozony z punktu O; {0z} — zbiér zlozony
z punktow osi Oz R = /x?+yt 427 = OP;r = \/x? +y? — odlegloéé punktu P od osi
Oz jesli OP £ 0, to 8 = ¥ {0z, 0P 1. Skroty: cg. — ciagla, ogr. — ograniczona, nicogr.
— nieograniczona,

4

,
5 = r?sin?0, f cg. nieogr., lim f(P) = 0;
P-o0

a) D = AN{0}, f(P) =

R?
rz
b) D= 2°\[0}, f(P) = o sin? 0, f cg. ogr. lim f(P)nieistnieje;
P—-0
1
¢) D=2{0}, f(P)= R’ fcg. nieogr., lim f(P) = «;
Poo

&) D= #\{0}, f(P) = = =B [ co nicogr. lim f(P) nie
R R P-0

istnieje;
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7

10.6.

10.7.

10.8.

10.9.

2

R 1 . _
€) D=#"{0z}, f(P) =" = g/ ce nicogr: jedli Q =

r

=(0,0,h), h # 0, to lim f(P) = cc; lim f(P) nie istnieje;
P-Q P=0

f) D =2"{0:z}, f(P)= ; =ctgf, f cg. nieogr; niech @ =
={0,0, h); jesli h > 0, to lim f(P) = oc;jeslih < 0, to lim f(P) =
P—Q P+
= —oc; lim f(P) nie istnigje.
P-0

Pochodne rzedu 1| — zob. Zarys, s. 345. Pochodne rzedu 2 sa
granicami ilorazow réznicowych pochodnych rzedu 1, np.

1
fxx(x’ ¥, Z) = '}Lr% E [f.x(x+h’ Vs z)—fx(x, ¥ Z)]

|
fyz(xv W Z) = }1_133) B [fy(x7 ¥, z+h)—fy(x, ¥ Z)]

a) u, = ycos2z, u, = xcos 2z, u, = —2xysin 2z

b) U, =Y uy = X, uz = 0; . c) ux = 3x2y2, uy = x32, uz = x3y;
d) u, = 3x2+2,u, = 2922+ 32+ 3, u, = 2y%z + 3y;

e) u, = x/u,u, = y/u, u, = z/u

f) u, = a/g,u, = bjg, u, = c/y, gdzie g = ax+by+cz;

gl u, =ye” Lu =xe" " u = -V

h) u, =y u, = xzy* "l u, = xy*ln ;

i) u, = yz(xyf ™ u, = xz(xy)"" L u, = (xyFIn(xy)

. z{x\*71 zx [x\=7! x\. x
Du=2(%) L u=-3(F) . w=(Z)m
¥\Jy LN y y

du(x,y,z) = ufx,y,2)dx +ufx, p.z)dy +ux, y,2)dz
lub krocej du = u dx +u,dy+u, dz.

a) du = S9XHbdyredz o, (x) (de—fdyﬂnfdz),
ax+by+cz ¥/ \x y ¥

1
¢) du =;(xdx+ydy+zdz),
vz
d) du = x** ;dx+(lnx}(zdy+ydz) ,
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10.10.
10.11.

10.12.

10.13.

10.14.

10.15.

10.16.

10.17.

; In:
e) du = nyz|:£dx+g(zdyydz):l,

f) du = _28—(x2+y2+22)(x dx+vydy+zdz).

a) 7V b} (1+x}H1 4 )1 +z)e"trre,
©) e7*(1+ 3xyz +x*y?z?).

d*u = u dx®+u, dy* +u,, dz* + 2u  dxdy+2u_ dx dz +
+2u, dydz.

a) d*u = e* 7 {(dx + dy + dz)?,
b) d?u = e*** ¥ (qdx 4+ bdy +cdz),

1 1 1
©) du=~dx*+ —~dy*+ —dz>,
x ¥ z
d) d*u = 2(zdxdy+ ydxdz +xdydz).

— 2 2 2 ' - y o
U, = U, Xt +uyyyf +uzzzf +2ux_v xt)t+2uxz xt":+2uyz .}'1“r+
+uxxrt+u)'yrt+uz Zy

a) ut=615—352, u":30£4—6l b) U, "'34{7]4 urt_34

c) u, = f(—sint)+f cost+f,c, = frosin?t+f, cos’r+
+f,,¢? 2fx,costsmt—2fxzcsmt+2fyzccosr—f cos t ~
—f,sint;

d) v, =af, +bf +cf,, u, = a*f, +b¥, +c¥,, + 2abf, ,+
+2acf, + 2bcf,..

Uyy = Usrx x§’+uyy ylzf+uzz Z% +2uxy Xx yX+2uxzxX ZX+

+ 2uyz YxZytu, Xy tu, yex+u, 25y,

Uyy = Woy Xy Xy F Uy Yy Yyt U Zx 2y 1 (X Yy + Xy Yy +
+u(xyzy+xy ZX)+uv~(}’X Iy tiy ~x) T Xyy U, Yyt U, Zyy,
Podobnie wyrazaja si¢ pozostale pochodne druglego rze;du

Wzory te otrzymuje si¢ ze wzoréw (8) i wzordw z poprzed-
niego zadania w wyniku przestawienia liter x, y, z z literami
X, ¥ Z

Uy = CiilUy+C o Uy +C o liy,

Uy = Cyy Uyt Uy +Caaty,

Uy =03 Uy + 0y Uy + 033U,

Mye = Clitigx Hciattyytotatg, +20 ¢y Myy+200, ¢ 3lyxz+
+ 20,5 €15y
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e

10.18.

10.19.

124

Uyy = Cp1 € Uyy T Cy 5 Coalyy +C13Co52,, +

+(Cry o Crpbuyy +(C) Ch3 FCyy €y gy +

{012 Ca3FCa2€13) Uyy

podobnie wyrazajy si¢ pozosta}e pochodne drugiego rzedu,

h+k+1

a) ¢ l+(h+k+1)+ e g k4 )2,

by In[(1L+h) "1+ k)41 +I)“‘] =h+k+I1+

+1 h? + k2 + 2
2\1+0R 140k

¢) (x+m(y+k)(z+1D) = xyz+(yzh+ xzk + xyh +
+(zhk + yhl + xki)+ 30hkl.

a) min: f(—1, =2,3) = —14, b) min: f(1/2,1,1) =

c) min: f (24, — 144, - 1) = —6913,

d) min: f(y2. /2, ¥8) = 4.2

e) Punktami stacjonarnymisa: punkt P, = (1, 1, 1) oraz wszyst-
kie punkty osi uktadui trzech prostych {x =0,y 4z =4},{y =0
x+z =4}, {z=0.x+y =4} Funkcja f zeruje si¢ na plaszczyz-
nach ukladu 1 na plaszczyznie x + v+ z = 4. Te cztery plaszczyz-
ny ograniczajg czworoscian, wewnatrz ktérego znajduje sig Py,
Mamy f(P,) = 1: jest to maksimum wlasciwe. Rozwazajac znak
J po réznych stronach wymienionych plaszczyzn, wnioskujemy,
7e w pozostatych punktach nie ma ekstremum.

f} Punktami stacjonarnymi sy: osiem punktow (+1 +1,+1)
oraz wszystkle punkty osi uklddu i okrggow {x=0,y*+z7 =5},
y=0,x*+22=5, {z=0,x2+y? = 5} Rozumujgc jak w e},
wnioskujemy, ze w wymienionych o$miu punktach sg ekstrema
wiasciwe, w innych punktach nie ma ekstremum.

g) Punktami stacjonarnymi sg: punkt P, = (1,1, 1) oraz wszyst-
kie punkty plaszczyzn Oxy i Oxz i prostejix = 0, 2y +3z = 7}.
Rozumujac jak w e), wnioskujemy, ze w punkcie P, jest
maksimum wlajciwe, a w kazdym punkcie plaszczyzny y = 0
spelniajacym warunek xz(l—x—3z) # 0 jest ekstremum nie-
wlasciwe. W innych punktach nie ma ekstremum.

1o 1 T\ 15
6,—15"‘
6. 4v1 2\/:) 4 \/16
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10.20.

10.21.
10.22.

10.27.

10.28.

10.29.

10.30.

10.31.

a) 1-1//2, b) 5 ¢) 20/./19, d) —4//3, e 2+./2,
f) 6/ /a*+b*+c2.

a) 0, b) 1//3, ¢ 1/2

a) [3x2y?z, 2x3yz, x3y*1, b) [A4, B, C],

o) [x, v.zl//x2+y*+22, A}y —[x,vzl/J/(x2+y*+2%)3,
e; [—[;)xz?/_’.yz, x? iyl —222]/). /(x[2 +)}’)2 1z2)5,

) [x..01/(x*+y?).

2 a 3 2
a) gradu= —2t" 3%~ % f’[x,y,z],a—? = t'7’2(—§t+R2)e‘R f’;

, du
b) gradu = ~e~*[sin x, sin y, sin z], e —(cosxtcosy+

+coszye "

W ponizszych odpowiedziach wskazniki k, ! przyjmuja wartosci
1,...,n. Symbol Kroneckera &,, oznacza liczb¢ 1 dla k =1,
wzglednie hiczbg O dla k # L

a) u, =2x,u, . =28,

b) u, = 2ux, u, ., = 2u(2x, X+ );

€) Uy, = X /1, Uy, = /T — X, X/1;

d) u, =ex/ru, . =exx/r+d,/r—x x,/ry;

e) u, = —xfr’u, = —8,/r" +3x,x,/r%;

) u,, = x/r% Uy ., = 0/r* —2x, x,/r.

Wskazniki &, [ przyjmuja wartosci 1,...n.

) U, = COSX,—X; SIN Xy, Uy, = —2sin x, — X, COS X,

v, =0dlaks#]

Xk X[
n

n
b) u, =a,cos Y a,x,u,, =—aasin ) ax;
i=1 i=1

¢) u, =a, kU, . =aaqu

1
a) gradr? = 2[x,,..,x,], b) gradr = ;[xl,...,x,,].

dc—2d 4d—2c
3 7 3

a) Punkt stacjonarny x'¥ = (a, b, ) Drugie po-
chodne sg stale i tworza macierz

— 248 —

10 0 0
01 0 O
00 1 12
00 1/2 1

Druga rozniczka ma postac d*u = dx} +dx3 +dx3+dxi+
+dx,dx, 1 na podstawic twierdzenia Sylvestra jest forma
okres$long dodatnio. Funkcja ma w punkcie x'© minimum

wiasciwe.

b) Punkt stacjonarny x© ={(a, b,d,c). Druga rodzniczka
d*u = dx}+dx3+2dx, dx, jest forma nieokreslona. Ekstremum
nie ma,

¢) W przypadku ¢ # d nie ma punktow stacjonarnych, wiec nie
ma ekstremum. W przypadku ¢ = 4 punktami stacjonarnymi sa
wszystkie punkty prostej p = {x, = a,x, = b, x; = ¢c—x,}. Dru-
ga rozniczka d?u = dx? +dx3 +(dx; +dx,)? jest forma potokres-
lona dodatnio. Badanie dodatkowe: sprowadzajac funkcje do
postaci

1 1
u = 5[(x1—a)2+(x2—b)2+(x3+x4—c)2]—E(az+b2+c2)

stwierdzamy, ze w kazdym punkcie prostej p wystepuje minimum
niewlasciwe.

Odpowiedzi do rozdzialu 11

11.2. a) y = +./1—x? dla |x| £ 1, b) rozwiazanie nie istnieje,
¢) y=x(l—-x}(x+1)dlax=#1,
d) y=x+1+/2x+1)(x+ ) dlax< —1lubxz —1/2,
€) y = 0 (zob. zad. 8.13b) dla dowolnego x;
f) oznaczajac x—y=1t, mamy t+1=¢', stad t =0, wigc
x—y =0, zatem y = x dla dowolnego x.
g) Rozumujgc jak w f), otrzymujemy x%+ y* = 0. Rownanie to
jest spetnione tylko w punkcie (0, 0). Rozwiazanie y = f (x) w prze-
dziale nie istnigje.
h) Oznaczajyc y/x = u, otrzymujemy nu/4 = arctgu,stadu = +1
lubu=0,zatem y=xluby= —xlub y=0dla x #0.
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11.3.

11.4.

11.5.

a) Nie mozna, bo F (Py) # 0.

b) Nie mozna, bo F (P,) = 0. Jednak poniewaz F,(P,) # 0, wigc
zamieniajac role x,y mozna poszukiwac funkcji uwikianej
x = g(y). Rozwiagzujac efektywnie wzgledem x, otrzymujemy
x = {3y =2y --3)/(4y -6} dla y 3 3/2.

¢) Nie mozna, bo F{P,) = F,(P,} = 0. Natomiast, rozwiazujac
efektywnie, otrzymujemy {x — y){x? +xy+ y?) = Oistad y = x dla
dowolnego x.

d) Nie mozna, bo F (Py) = F_(P,) = F {P,) = 0. P, jest punktem
osobliwym (Zarys, s. 363). Oznaczajac x>+ y? = t, otrzymujemy
t = In{t+1),stad t = 0,zatem x* + y* = 0. Obrazem rownania jest
punkt (0, 0).

a) F(0,1/2)=0, F, =2x—y+1, F,= —x+4y—1, F (0,1/2) #
#0, fx)=—QRx—y+D/(—x+4y—1), [f'(x)= =2(Tx*+
+14y? —Txy+Tx—Ty+ 2/ —x+4y—1)3%
b) Fi2/e,e)=0, F//e,e)#0, fix)=
= y2xy—3)xy—1);

=y (xy—1), f(x)=

c) F (ca 1) = O! Fy(ea 1) #* 09 f'(x) = 72xyfi{x272e2y)a f”('x) =
= [2y(x? —2e?) (3x? + 2e?) + 16x2y?e?7]/(x? — 2e2%)3;
d) f'(x) = —ye*/(e*+¢*); korzystajac z roéwnania ye*+e’ =0,

otrzymujemy f'(x) = e’e* +¢e*), f"(x) = —e?* " {(e* +e*)’.
a) Z ukladu rownan F = F_ =0 otrzymujemy dwa punkty
P, =(1,2)i P, =(—1, —2). W obu tych punktach jest F, #0,
przy czym —F_/F, jest dodatnie w P, i ujemne w P,. Funkcja
y = f1(x) okreslona rownaniem F = 0 w otoczeniu punkiu P,, ma
dia x =1 minimum y = 2. Funkcja y = f,{x) okreslona row-
naniem F = 0 w otoczeniu punktu P, ma dla x = — I maksimum
y = —2. Otrzymany rezultat zapisujemy

Dx=1y,u,=2 2 x=—-1 y.=—2
Krzywe y = fi(x) i y = f,(x) nie sa przedluzalne jedna w druga-
Sa to dwie galezie hiperboli.
b) 1) x= -1 y...=0; ) x= =3 Yoin = —2;
c) X = 1’ Ymax = 1;
) 1) x =33, yon= 3243, ) x= Y3, y=3243;
e ) x=0y.. =35 Dx=lLy.=2, 3Nx=-1

ymiﬂ:\/i; 4} x=0’ F¥min = _\461 5) x=1, Ymax = —ﬁ!

— 250 —

11.6.

11.7.

6) X = — 1, ¥max = —ﬁ. Te same wyniki otrzymujemy, rozwigzu-
jac rownanie efektywnie wzglgdem y.

f) Oznaczajac a =
2} X=—a, Ypar = @

1/2e ™ mamy: 1) x =4, ygin = — &

2) X = '_39 ymin = *2;

242, @ y=-1-172,

b) ) y=1x4=0 2y=Lxu=3%

)N x=0y,, =0 2) x =0, y,;. = —1. Ten sam wynik
otrzymujemy, rozwiazujac rownanie efektywnie wzgledem y.
Mamy (x2 —y?)? —(xz—y) = 0,stad (x2— Y (x? —y—1) = 0, zatem
y=x}luby=x*+1 (dwie parabole).

1), 2 x=1 2/27 Yenax = 20x/27; 3) 4), x= +./2/27,
Yoo = —2/4/27; 5, y=1./2/27, =2//27; 7, 8)
Y= +/227, X = Z/f Obrazem rownania jest linia
czterolistna symetryczna wzgledem obu osi i obu dwusiecznych
ukladu.

a) A=(l,)m =1my=~-1LB=(—1~-1)m =1m=—-1L

Z réwnania F = (x—y)(xy—1) = 0 wynika, Ze obraz rownania
sktada si¢ z prostej y = x i hiperboli xy = 1.

b) A=(1,1),m, =1, my,=2B=(0,0,m, =0,m, =17 row-
nania F = (y—x}(y—x*) =0 wymka 2e obraz rownania sktada
sie z prostej ¥ = x i paraboli y = x?

¢) A =(0,0). Z rownania y* = *cz(x— 1) wynika, ze dla x = 0 jest
y=0,dlax > ljesty = +x\/ﬁ a dla pozostatych x rownanie
nie jest spelnione. A jest punktem izolowanym.

d) 4 =(0,0). Z réwnania F = y(x—y}{x+y) = 0 wynika y =0
luby = x lub y = —x dla dowolnego x. 4 jest punktem przecigcia
sie trzech prostych.

&) A=1/2,1/2,m, =1 my = —1

a) ) x=—-1y..=0

3)}’:—1"'\/{1/_2’ Xmax =
X . = —2-—ﬁ;

min

119. a) z = +./x?+y? dla dowolnych x, y,

b) z = iﬂrxz—yz dla x2+y2 < 1,
c) z= —xyf{x+y)dlax+y#0,
d) z = —Ii\/Zy —x%+d4x+6 dla 2y? >

= x?—4x—6;
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11.10.

11.11.

11.12,

€) podstawiajac ¢ = x+y+z, otrzymujemy roéwnanie ¢ = ¢,
ktore ma pierwiastek t, =~ 0,57; zatem z = t,—x —y;

f) podstawiajact = z/,/x*—y?, otrzymujemy réwnanie t = tgy,
ktore ma nieskonczenie wiele pierwiastkow ...,
przy czym t, =0, t;, =449, ¢1_, =
n=0,+1, +£2,..dla x| > |y

a) Nie, gdyZz punkt (0, 0, 0) jest punktem osobliwym.

b) Nie, gdyz F (P,) = 0. Poniewaz F (P,) # 0, wigc w otoczeniu
punktu P, mozna rozwaza¢ funkcj¢ uwikiana x = g(y, z).

¢} Mozna.

E_ys los bys By oy
—t,; zatem z = 1,./x?- y?,

a) [, = yz/(e* —xy), [, = xz/(e* — xy);
b) fi=Lf, = (z—x)/[z—x)* +y*+];
) fi = yzf(2® —xy), f, = xz/(z*> — xy);

d [ = 1/(1+1n5), fy-z/(y+ylnz);
y ¥y
&) fi= —(xX* =222 —x3), f,= —(y* —x2)i(z>—xp);

ZCOSXx+siny XxXcosy+sinz
0 fm Do  ZIORVARRE

ycosz+sinx ycosz+sinx’

a) Zukladuréwnai F = F,_ = F, = 0 otrzymujemy dwa punkty
P, =(0,0,001P, =(0,0,5). Wkazdym znichjest F, # 0i W> 0,
wiec jest ekstremum. Poniewaz wartos¢ — F_/F, jest dodatnia
w punkcie P, a ujemna w punkcie P,, wigc dla x = y = 0 jest na
jednym elemencie funkcji uwiklanej z_, =0, a na drugim
zma; = 5'

b) Z uktadu rownan F = F, = F, = 0 otrzymujemy dwa punk-
ty, w ktorych jest F, # 0i W< 0, wiec ekstremum nie ma.

¢) Zukladuréwnan F = F = F , = Ootrzymujemy trzy punkty:
(0,0,0),(0,0,,/3),{0,0, —/3), w ktorych jest F, # 0i W> 0. Ze
znaku wartosci —F,,/F, w tych punktach wynika, ze dla
x =y = 0 jest na jednym elemencie funkcji uwiklanej z_. =0,
na drugim z_, = ﬂ i na trzecim z_,, = —\/g.

d) Ekstremum nie istnieje, poniewaz F_+# 0.

e} Z ukladu réwnan F=F, =F =0 otrzymujemy punkt
0, 0, \3/5), w ktorym jest F_#0 i W< 0. Ekstremum nie
istnieje.

min

- 252 -

11.14.

a) y= —x2+./1-3x%4, z=-—x2F/1-3x%4 dla
Ix| < 2//3:
b) y= —(x— 22+ /x—1,z= —(x-2)2F /x—1dlax>1;
) y=x2+/1-3x%4, z=1+x2F/1-3x%4 dla
x| < 2/,/3.

dy —y(x+2)—3z dz z(x—y)+3y?

11.15. a) dx x(y+2)+3(*+2Y) dx  x(y+2)+307+z)
b dy X+y/z—:z iif= —z—1/y=Inz
) dx  x+1ly+yz+lnz dx  x+1l/y+y/z+InZ
dy _yx—z) dz _Z(y—x)
© dx  x¥z—y) dx x}z—y)
11.16. a) u = y/(x>+y?), v = x/(x*+y*) dla (x,p) # (0, O);

11.17.

11.18.

11.19.

11.20. P=(3, -1, 1).

b} u= \/x"+y2, v=/x2+y?arccos{x/\/x*+y*}dla(x,y) #
# (0’ 0)‘

a) u, = (ycosv—sinu)/J,u, = (ycos u?}-sin v)/J,

v, = (xcosu-+sinv)/J, v, = (xcosu—sinv)/J,

gdzie J = xcosu+yCcosy;

b) u, = (usinv)/J, u, = (—ucos o}/, v, = —(e*—cosv)/J,

v, = (e"+ sin v)/J, gdzie J = u [e*(sinv—cosv)+ 1].

a) Uy, =C= m, dla x = afc, y = bjc, Uy, = —¢
dla x = —aje, y = —b/c; '

b) u,,, = a’ dla x = acosa, y = asmna;

€) iy, = 1+1//2 dla x = n/8+kn, y = —n/8+km;
—1-1//2 dla x = Sn/8+kn, y = In/8+kn, ke Z

ﬂ) Umin = -3dlax = _1/3: y= 2/3’ zZ= _2/3v Umay = 3dla
x=1/3, y=—-2/3,z=2/3

b) u,,, = (@/6)° dla x =y =z =a/6,

©) u,,, =533 dlax=y=z=5/3

dyu_, =18dlax =y=z=m/6,

e) Hmin=CZ dla x=y=0; zZ= _.L_c; urnax=az dla X = iao
y=z=0

u,=9%dlax=y=z=3

11.21. P =(21/13, 2, 63/26).

Unin
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12.2,

Odpowiedzi do rozdzialu 12

Y= x VE=7 , 121
oraz punkt (0, 0}

a) y = —x(x+2)dla xe %, parabola.

b) y=x—1dlax =2 gdyz x = t>+2 > 2; polprosta.

©) y=x+5dlax > —9/4,gdyzx = > —t—2 > —9/4; potprosta.
d} x/a+y/b=1dla 0 < x £ a; odcinek.

) Podnoszac oba rownania do kwadratu i dodajac, otrzymujemy
x?+y? = a% okrag.

f) Podnoszac rownania do kwadratu i odejmujac, otrzymujemy
x?—y? = a*(ch?t—sh?) = a*, stad y= +./x*—a? dla x> g,
gdyz x = acht > a; prawa galaz hiperboli.
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12.3.

12.4.

12.5.
12.6.

12.7.

12.8.

b ,
g) y=-./a*+x*, xe#, y=>bcht > b; gorna galaz hiperboli.
a

i)y=x\/;dlax>0.

(=3, 8),(0, 1), (1, 0), (0, 5), (=3, 16). Krzywa jest nicograniczona,
przecina 0$ Oxdlat =0Qidlar= —2/3w punktach (1, 0)1(5/9, 0)
oraz przecina 06 Oy dlat = 1idlat = —1 w punktach (0, 5)i{0, 1).
Punktami skrajnymi krzywej sa (8/9, —1/3)i(1, 0). Po wyrugowa-
niu parametru otrzymujemy 9x*—6xy+y’—14x—6y+5=0.
Jest to linia drugiego stopnia. Badanie tej linii (Zarys, s. 403}
wykazuje, ze jest to parabola.

h) y = 1/x dla x > 0, galaz hiperbolj;

a) Styczna Y= X, pormalna Y= —X; b) styczna Y=X-1,
normalnaY= —(X —1)
¢) styczna  Y+In2 = —ﬂ (X —n/3), normalna

1

= o (X —7/3).
\/5( /3)

(12, 36), (28/9, 28/27).

Przyrownujac pochodng do —1/2, otrzymujemy rownanie
x*+2x2—4x+1 =0, ktorego jeden pierwiastek odgadujemy:
x, =1 — odpowiada mu na krzywej punkt (1, 1/2). Drugi
pierwiastek x, lezy w przedziale (1/4; 1/3) i mozna go wyZnaczy¢
w przyblizeniu (z dowolna doktadnoscia).

a) X—/3Y+5+./3=0, X /3+Y-1+/3=0;

b) SX+6Y—13 =0, 6X 5Y+21 =0

) X—-Y=0, X+Y=0; d) X—5Y-8=0, 5X+Y—-14=0;
) X—Y-3=0X+Y+1=0; f) X+Y-2a=0,X-Y=0.

X - Y+3
a) #(t) = 2[1, —41], _1_{ = __+_4;

Y+In2 =

b) #(t) = [—2sint, cost],
X+2Y=22;

c) #(t) = t[3t,2] i jest to wektor styczny dla t # O dlat=0
wektorem stycznym jest wektor {0, 2]; dla t = ﬁ styczna ma
xX-2/2 Y

N

d) F(t) = e?[2, 3e']; 3(X —1) = 2(Y—1);

rownanie
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e} F(t) = [1—cost,sint] = 2sint/2 [sin /2, cos /2] i jest to wek-
tor styczny dla t # 2kn, ke 2; dla 1 = 2kn wektorem stycz-
nym jest wektor [0,1]; dla = n/2 styczna ma réwnanie
X —(n/2—1) = Y~ 1. Rozwazana krzywa jest cykloidg (Zarys,
s. 411).

a) Ze wzoru (3) otrzymujemy r* = 2, zatem krzywa jest okregiem
lub jego czescia. Przeksztalcajac, otrzymujemy

X = ﬁcos(n/-‘-t— t), vy = ﬁsin (m/4-—1)

(dy ¢ rosnie od 0 do 2, to punkt M wyrusza z pozycji (1, 1)
1 obiega jednokrotnie okrag w kierunku ujemnym. Krzywa jest
okregiem,

b) r* = 4+ 5cos’. Promien wodzacy przyjmuje wartosé naj-
mniejsza 2 i warto$¢ najwieksza 3. Niech ¢ = (Ox, r). Wowczas

2 . S
tgp = y/x = gtgt. Jesli ¢ rosnie od 0 do n/2, to ¢ tez rosnie

od 0 do n/2 i wektor r obraca si¢, przy czym jego modut maleje
od 3 do 2. Krzywa jest symetryczna: 1° wzgledem osi Ox
{punkty symetryczne odpowiadaja wartosciom ¢, 2n—t),
2° wzgledem osi Oy (punkty symetryczne odpowiadajg wartos-
ciom t, n—t, gdy 0 <t < n oraz wartoiciom ¢, 3n—t, gdy
n <t < 2r), 3° wzgledem punktu O (jest to wniosek z poprednich
dwoch symetrii). Rugujac parametr ¢, otrzymujemy rownanie
4x* +9y? = 36. Jest to elipsa.

3
o)rl=1- ZsinZZt. Mamy r =1 dla t = kn/2 oraz r = 1/2 dla

t =mn/4+kn/2, k=0,1,2 3. Wobec zwiazku tg¢ = y/x = tg’t,
wymienionym wartosciom t odpowiadaja takie same wartosci g.
Osie ukladu i dwusieczne ukladu sa osiami symetrii krzywej. Ze
3. . I .
zwigzku r = — Esm 2t [cos(—1), sin{—1)] wynika, Ze w kazdym

punkcie krzywej lezacym na osi ukladu jest ostrze o stycznej
lezacej na tej samej osi ukladu. Rugujac otrzymujemy
x*3 4 y23 = 1. Jest to astroida:
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12.11,

12.13.

12.15.
12.16.
12.17.

Rys. 12.9¢

Mnozac odcigte przez c?/a i rzedne przez c¢?/b, ¢* = a®>—b?,
otrzymujemy ewolute elipsy (Zarys, s. 410).
a) x = scost, y = ssint, te {0; n/2);

b) y= ssinfdlaxr_:(O; sny, gdys > Oidlaxe {sm; 0),gdys < 0;
S5

¢) y=sx?dlaxe(0; »),gdys > Qidlaxe(—x;0),gdys <0
d) x?+y? =sta’

Rys. 12.11

a) x2+y*+8x—6y =0, b) (x+ 1)V’ +(y-4 = 120,

¢) x2 42 +6x+10y+9=0, d} (x—1)2+(y—1)*=11ub

(x 52 +(y—35)* = 25.

a) x2/64+y*/28 =1, by x¥/4+y* =1, ¢ x*/Bl+y*/36=1

a) x2—y2 =12, b) x2—)* =1, ¢) x}/16—)*/9=1. '

a) y> =4x, b) y? =2x—3. c¢) Rozwazana parabola ma ro-
wnanie x? = 2p(y—yo), ¥o — rzedna wierzchotka; odleglos¢
wierzchotka od ogniska |p/2| jest rowna 1, zatem p =2 lub
p = —2, stad wynikaja dwie mozliwosci: x* = 4(y—y0)' lub
x2 = —4(y—y,) Podstawiajac x =4, y =10, otrzymujemy
Yo = 6 lub y, = 14. Odpowiedz: x* = 4(y—6) lub

x2 = —4(y—14).
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12.18. 16x% +7)? = 403.

12.19. a) xX +yY=12a? b) (X—p)(x—p)+(Y—q)(y—¢q) = a’,
c) %(}'XerY): a, d) xX/a®+yYb? =1,
e) xX/a*—yYb* =1, ) y¥=a(X +x).

1220. a) X+2./3-Y=8 b) 2X+Y¥=1, ¢) Y=2(X+1),

4
1221. a) Y= +2X+6, b) Y= X lub ¥ =0,
Q) Y=2(1+/3)X+1

1222, a) 3X+4Y+29+25=0, b) Y=2X14./2, ¢ Y=X+p/2.

1223, a) y* = 12x, b) 3(x=35)2+4y* =48, ¢} 3(x+5}—y? =48,
d) 24(x—13/4)2 +25y2 = 75/2, e) 24(x+13/4> —y? = 75/2.

Rys. 12.23

12.24. Dowolna elipsa o danych ogniskach ma réwnanie
x*fa*+y*fla®—c*) =1, a>c i wektor normalny E = [x/a?,
y/ta*—c?)]. Dowolna hiperbola o danych ogniskach ma row-
nanie x*/A*—p?/(c*—~A%) =1, 0 < A < ¢ i wektor normalny
H = [x/A%, —y/(c*— A%)]. Nalezy wykazac, ze jesli (x, y) jest
punktem wspolnym tych dwoch krzywych, to EH = 0.

12.25. a) 9x2+25y% =225, b) Tx?-9y? = 63, x <0,
c) 7x2—9y% =63,

12.26. a) r=a, b) r? =a*/cos2p, ¢) r=acosey.
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1227. a) xy =a®, b) x=a, ¢) x*+y*2ay =0,
d} x+y==a\/5, e) y=mx, ) xcosa+ysinx=a

e A CL VL) Y

12.28. a) 25 +§—- 4
3 -J3
) }2=6(\c+7), d)(x V3) +yf =1,
2 4
(x+5* 2 _ 1
12.29.

\_/?ﬂ Ox

Rys. 12.29a,b,e.d e
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12.30.

12.31.
12.32.

12.33.

f/' Oy
// \\
4 N
‘ Y
! i
; }
\ )
N\ /
N /
~ pd
\_\_"/
h) Uy* :) 4

Rys. 12.29,g,h,i

a) Oznaczmy r = 0P = /x’+y?, R=00=/X*+Y?. In-

wersja wyraza sie rownosciami - OP = %OQ, rR = a*. Pierw-
r

sza z tych rownosci orzeka, ze wektory OP i O_Q’ $4 rowno-

legte 1 zgodnie skierowane, druga zas wyraza zwiazek miedzy
diugosciami tych wektoréw. Stad otrzymujemy zwiazek

N

—

OP - O_Q’z%og

1

Przechodzac do wspotrzgdnych, otrzymujemy zwigzki (10).
Podstawiajac (10) do (11), otrzymujemy (12).

Rownanie lemniskaty sprowadzamy do postaci r* = a*r¥(cos’p—
—sin’@), a nastgpnie do postaci (x2 + y*)? = a?(x2 —y?). Pod-
stawiajac (10), otrzymujemy X% —¥? = g2,

a) elipsa, b) zbior pusty, c¢) punkt, d) hiperbola,
€) dwie proste przecinajace sig, f) parabola, g) zbidr pusty,
h) dwie proste rownolegle, i) prosta.

— 260 -

12.34. Podajemy rysunki do zadan a) b) c). Wykonanie pozostatych

rysunkow pozostawiamy Czytelnikowi. Przy kresleniu krzywej
mozna skorzystaé z tych punktéw krzywe), ktore lat\fvo‘wy-_
znaczy¢ w ukladzie Oxy, np. z punktow przecigcia krzywej osiami
uktadu.

a) tga =2, X224+ Y4 = 1;

b) tga=lLu=X+/2,v=1Y ut/8—v*a =1,

e)tga=2,u=X,v= Y—\/g, u? = f2\/§v;

a O o D o By o

6;)(
AN 4
gr AN ] . 7
~ /
\‘[ /’/ o
n B /S,a . Ox 0 Ox
,// \\
/ \\
/ h
i
Rys. 12.34

d) tga=1/2, Y= —4/./5 lub Y= —2//5, x—2y=4 lub
x—2y =12

e) tga = 1/2, X2/4—-Y?/6 = |;

f) tga=1u= X—ﬂ, v=Y u/8+vi/a =1
g)tga=1,u= X—-S/ﬁ, b= Y+l/ﬁ, 2 =4\/5u;

h) tga =1, X =3//2 lub X = 1//2, x+y =3 lub x+y=1.

12.35. a) S, = (—1, 1), X2 +2(X + Y)? = —3, zbiér pusty:

b) 2x,—y, = 3, obieramy §, = (0, - 3), 2X - Y? = —1, zbior

pusty;
¢) S, =1{2, —1), XY= —2 hiperbola (x—2){y +1) = —2(rys.c);

¢) oy K f) 1@ Jox

| 4 /
/
‘ \\\ /7
2 . O ~ é\ Ox

: Six_... 7N

- T 75{)1____ ,” \\
f ' \
| .
! .

Rys. 12.35
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12.36.

12.37.

d) x,—2y, = 3, obieramy §, = (3,0}, X —2Y = +1, dwie proste
rownolegle x—2y = 4 lub x—2y = 2:

e) Xo+ ¥, = l,obieramy S, =(1,00, X + Y=0Q,prostax+y = I,
f) srodka nie ma, parabola, obrot tgax =4/3, 3V = — X (X +4)
(rys. f);

g) S, ={1,1), X?+ XY+ Y? =3 obrot tgx = |, wprowadzamy
uktad S,uv obrocony o 45° wzgledem ukiadu S, XY, wzory
przejscia X = (u—v)//2. Y={(u+ v)/ﬁ, otrzymujemy u?/2 +
+0%/6 = 1, elipsa (rys. g);

h) S, =(3,3), X’—XY+Y2=9, obrét tgx=1 u¥/18+4
+12/6 = 1, elipsa.

a) tlga =2, u=X—2//5 v=Y+d/ /5, —u’+4? =8
bytgoa=1,u= X—2_/\/E, v= Y u12+0v¥4 =1;

€) So=1(2.—1), (X+YP¥+3Y>=0, stad X = Y=0, punkt
d) §;,=(2, - 1), {X - Y)(X—-3Y) = 0, dwie proste przecinajace
sig (x—y+3)(x—3y-5)=0.

5./3 5./15 3
[0, -11, L; uﬁm[ml ~2], ~ 16 5[-1.-2],

12 : 12
3./3 7 ' 7.7
_\2_ X 26 Z[—\/5,, -2} —;_ ~ 4.6; MS nie istnieje, R = .

5
Rys. 12.37. Promienie krzywizny cosinusoidy
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12.38.

12.39.

i2.40.

132

a) X = —4, Y=8/3, R = 5./10/3; b) nie istnieje;

O X=3Y=-2R=2,2, ) X=-2Y=3,R=22;
e) X=0,Y=2q,R=q;, ) X=2q,Y=0,R=a

g X = 372, Y=16/3, R=5.52 W X=n/4-502,
Y=9/4, R =5./5/4.

a) 27X*+8Y> =0, b) 8X*—-27Y2=0.

c) Dana krzywa jest astroida. Jej ewoluta ma rownanie
(X + Y)¥3 +(X — Y)?3 = 2a% i jest astroida, ktora powstaje z da-
nej atroidy przez jednokladnosé w skali s = 2 i obrét o 45°

d) 2X)P Y3 =32 &) X1+Y2=4a%

f) Dana krzywa jest kardioida. Jej rownanie typu (22) ma postac

x =a({l +cosg)cosep, y = a(l +cos@)sing {0
Ewoluta ma rownanie
2 a a .
X - ga = §{1 —-cos@)cose, Y= 3(1 —COoS ¢) sin ¢
ktore przy podstawieniu ¢ = m+a przyjmuje postac
2 a a .
X— 5“ = — 5(1 +cosajcosa, Y= — §(1 +cosaysinx (II)

7 poréwnania (11) i (I} widaé, ze ewoluta jest kardioida, ktora
powstaje z danej kardioidy przez jednokitadnos¢ w skali

s = — 1/3 i translacj¢ o wektor I:i a, 0}.

a) F jest rodzing parabol, ktére w swych wierzchotkach sa
styczne do osi Ox. Figura W jest prosta y = 0 i jest obwiednia.
b) F jest rodzing parabol szesciennych, ktore w swych punktach
przegiecia sa styczne do osi Ox. Figura W jest prosta y = 01 jest
obwiednia.

¢} F jest rodzing prostych réwnoleglych do osi Ox. Figura W jest
zbiorem pustym. Obwiedni nie ma.

d) F jest rodzina prostych réwnoleglych do osi Ox. Figura
W jest prosta y = 0, a wigc jedna z prostych rodziny F. Obwiedni
nie ma.

€) F jest rodzina prostych odleglych od poczatku uktadu o 1.
Figura W jest okregiem x*+y? = 1 i jest obwiednia.
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f) Fjestrodzing prostych przechodzacych przez poczatek uktadu,
Figura W jest punktem (0, 0). Jest to obwiednia zdegenerowana.
g8) F jest rodzing okregow dla ¢ # 0 z dotaczeniem punkitu 0,0
odpowiadajacego wartosci ¢ = 0. Figura W jest para prostych
y =X,y = —x Punkt (0, 0) jest punktem osobliwym rodziny dla
¢ = 0. Pozostala czgi¢ figury W jest obwiednia.

h) Fjestdla ¢ # O rodzing okregow stycznych w poczatku uktadu
do osi Oy. Wartosci ¢ = 0 odpowiada punkt (0, 0). Figura Wjest
punktem (0, 0). Jest to obwiednia zdegenerowana.

i) F jest rodzing parabol, ktéra nalezy rozdzielié na dwie
podrodziny: F, dla ¢ > 01 F, dla ¢ < 0. Dla F, figura W ma
rownanie y = 2|x|, x # 0 1 jest obwiednia rodziny F,. Analo-
gicznie — obwiednig dla F, jest para pélprostych y=—2]|x|,
x #0.

J) Fjestrodzina paraboldlac # 0z dolaczeniem prostej y = Odla
¢=0. Dla figury W mamy uklad réwnan x? = 2¢, y = ¢2. Dla
¢ < Oukiad ten jest sprzeczny, zatem dla calej rodziny F obwiednia

L . L, ..
nie istnieje. Dla ¢ > 0 figura W jest krzywa yzzx" i jest

obwiednig tej czgéci rodziny F, ktéra odpowiada wartoéciom
cz0.

k) Rodzing F rozdzielamy na dwie podrodziny: F, i F,. F, jest
rodzing elips dla ¢ > 0 (w tym okrag dla ¢ = 1), F, jest rodzing
hiperbol dla ¢ < 0 z dotaczeniem prostej x =0 dla ¢ = 0, Dla
figury W mamy uklad réwnan y* = 3¢2, x2 = —2¢3. Dla ¢ > 0
uklad ten jest sprzeczny; podrodzina F, obwiedni nie ma. Dia
c <0 figura W jest krzywa y = i\/g Jx*/2 i jest obwiednia
rodziny F,.

I) Fjest rodzing elips, ktéra nalezy rozdzieli¢ na trzy podrodziny:
Fidlac<0, F,dla0<c<1, F,dlac> 1. Figura W jest dla
c<0idlac> ! zbiorem pustym, natomiast dla 0 < ¢ < 1 jest
astroidg x**+4 y*'3 = 1, ktéra po odrzuceniu wierzchotkow jest
obwiednig rodziny F,. Podrodziny F, i F 5 nie maja obwiedni.

1241. Mamy o = ¢ = [x, y, z]. Jeshi wspolrzegdne wektora w = i x ¥
oznaczymy literami a, b, ¢, a wspélrzedne wektora (FxF)xF
literami A4, B, C, to réwnania rozwazanych prostych i plaszczyzn
beda nastepujace:
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12.43.

12.44.

12.45.

12.46.

13.1.

13.2.

13.3,
134.

13.5.
13.6.

13.7.

133

X-x Y-y Z-z X—x Y-y Z-:z
x vy z ' a b <
X—x Y-y Z-:z
A B C’
a(X—x)+b(Y-y)+c(Z-2)=0, AX—-x)+B(Y-y)+C(Z—-2)=0
przy czyma = i —zy, b = tX—x%,c = xy—jyXoraz A = bz—cy,
B=c¢x—az C=ay—bx.
a)(2, 4, 1], [—12, 2, 16], [—62, 44, - 52];
b)) [-1,0,2},[-2,0,—1],[0,5 0]dlat =0,
1,003,001, —1], [0, -1, 1]dlat=m
¢ [1,00],[002],[0,2,0]dlat =0,
[1,2, 3], [6, —6,2], {—22, —16, 18] dlat = 1.
a) k=/2/4,t=/2/4 b k=21=3
¢) k = 1 = 2abtf{a® +2b*t?)*.
a) 2X+Y+2Z =6, ~Y+2Z=11; b X-Z=1 Y=-1
) X=1,Y+Z=35
a) X =Z, b) X =Y cala krzywa lezy w tfzj ngszczyinie, ‘
¢) Fx ¥ =0, plaszczyzna §cisle styczna nie istnieje, krzywa jest
prostag 1—x = y/5 = 3z

(X —x)+5(Y—p)+2(Z—2) =0

Odpowiedzi do rozdzialu 13

a) [3,4,12], b) [2, -3, 1], ¢ [1,1,3]
d)[-2, —4,1], e [-3.45] DIl -1,2]
a) 2x42y—3z+1=0, b) 2x+2y—-z—-1=0,
¢) x+y—2z=0

x+4y+6z+21 =01ub x+4y+6z—-21=0.

z=—124 /12 b z= —1/2— /172
x+y+z=/a*+b>+c%.

Czeécia wspolna plaszczyzny T i powierzchni § jest: a) punkt M,
b) prosta 6x = 3y =2z, «¢) okrgg x’+y’ =1,z=1 |
a) Podstawiajac wspoirzedne punktu M do rownan powierzcl’lm
S, otrzymujemy ukiad réownan: u+v =2, u—v=0,uv =1, ktf)ry
ma dokladnie jedno rozwiazanie u = v = 1, zatem punkt M jest
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punktem jednokrotnym powierzchni §. Ze wzoru (6) otrzymujemy
n=[ut+v,v—u —2] Staddlau=rv =1 mamy n=[2,0, —2].
Aby pozna¢ ksztalt powierzchni §, rugujemy parametry g,
viotrzymujemy dla § réwnanie x* — y? = 4z (jest to paraboloida
hiperboliczna, Zarys, s. 432, rys. 95.1).

b) Postepujac jak w a). stwierdzamy, ze M jest punktem jedno-
krotnym, odpowiadajycym wartosciom u =2, v = I; n = [3. 1,
—1]. Rugujac parametry, otrzymujemy dla § réwnanie
x?+y? = 2z (jest to paraboloida obrotowa, Zarys. s. 426).

¢} M jest punktem jednokrotnym. odpowiadajacym wartosciom:;
u=2rv=1n=[36 ~15 2] Rugujgc parametry, otrzymujemy
dla S rownanie

1 -
z = ii\/f.zny—.rz (y+x%) dla yz= -x?

by —

z ktdrego wynika. 7e powierzchnia S jest symetryczna wzgledem
plaszezyzn Oxy 1 Oyz. Jedli w otrzymanym rownaniu przyjmiemy,
ze y = const > ((oznacza to przecigcie powierzchni S plaszczyzna
¥ = const}, to otrzymamy fgnkcj@ zmiennej X, ktoradlax = + \,/_1_'
ma maksimum rowne y./v oraz dla x = 0 ma minimum roéwne
¥ \/%. Rysunek 13.7c przedstawia wykres tej funkcji oraz czesé
powierzchni S,

Rys. 13.7¢,d
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d) Punkt M odpowiada pa plaszczyznie parametrow dwom
punktom: P, = (—1, 1)i P, = (1, —1). Punkt M jest wielokrotny
i nie mozna w tym punkcie stosowa¢ wzoru {6) w odniesieniu do
calej powierzchni S. Mozna jednak obrac¢ otoczenia punktow P,
i P,, ktérym na S odpowiadaja platy S, 1 S,, takie ze do kazdego
z nich oddzielnie mozna stosowaé wzor (6). M jest punktem
wspolnym tych platow. Otrzymujemy w punkcie M wektor
normalny [4, 0, 4] dla S, i wektor normalny [4, 0, —4] dla 3.
Hoczyn wektora normalnego i liczby roznej od 0 jest tez wektorem
normalnym. Dzielac otrzymane wektory normalne przez 4 1 przez
—4, otrzymujemy wektory n, =[1, 0, 11 i n,=[—-1, 0, 1]
przedstawione na rys. 13.7d.

Aby zbadac¢ ksztalt powierzchni S, rugujemy parametry i otrzymu-
jemy dla S rownanie

1 — 1
z:izx..f‘?y—xz dia y,>-,§)c2

z ktorego wynika, ze powierzchnia S jest symetryczna wzgledem
ptaszczyzn Oxy i Oypz. Podstawiajgc w tym rownaniu
y = const = 2, otrzymujemy

l ———
=4 x AV da <2

Jest to krzywa K (rys. 13.7d), bedaca przekrojem powierzchni
S plaszczyzna y = 2. Z rownan parametrycznych powierzchni
wynika, ze wartosci y = 2 odpowiada na plaszczyznie parametrow
okrag u®+v* = 2 przechodzacy przez punkty P, i P,. Obiegowi
punktu (i, v) po tym okregu
u= /2 cosp, vzw/isin(p, 0<p<2n
odpowiada obieg punktu (x, y,z) po krzywej K
x = 2cost, y =2, z = sin 24, t=¢—n/4
przy czym punkt (x, y, z} przechodzi dwukrotnie przez punkt M.

138. [a//2. —a /2,11 139, [-2.2,2./2,1].

13.10. Powierzchnia jest sfera o srodku w poczatku ukladu it pro-

mieniu rownym 1, rozcigta wzdhuz poludnika ¢ = . Wektor
normalny w punkcic M jest rownolegly do promienia sfery
w punkcic M.
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1318 a) z = +a./x*+y?, stad 2% = a¥(x? + y2);
b) z = +a./x*+y*+b, stad (z—b)® = a¥(x? + y?),
¢} z=In./x?+y?, stad In(x? + y?) = 2z;
d) z = exp(+./x*+)?), stad x2+y? = In?z;
e) z= i(\/;cTyl)J, stad 2% = (x? +y?)3;
f) z=+1//x*+y?, stad 23 (x2+yH) = 1;
g) i\/m = q; stad x?+y? = 4%
1312 a) z* = a’(x?>+y?), b) (e~ b)? —az(x +y°),
c) x?+y* = In?z, d) x? +y =cos?z,0<z<
e) z=x"+y1—1, f) 22 = (x*+ 2>
13.13. a) y2 422 =azx2 b) y*+z? = (ax+b)?,
c) ¥ +zi=e¥ &) x—cos\/y +z2 \/y +z22 < m

e) y2+2 (x 1% ) yP+z?=x®
y +z 2 2 2 2
13.14. - 7 = 2 2 _ .- 2x2 X yo+z
a) b2 I, b) y’+22=e"2 o) i
d) yi+zi =2x, e) (x—a)+y*+z2 = a2,

D [x*+(y* + 2717 = @’ [x* — (y? + 2%)].
13.15. a) Oznaczmy: P
Q — rzut punktu P na o0$ I, a wigc na o§ Oz; Q

=(x,y,2) — dowolny punkt tworzacej T;

=1,

L]

=1{0, 0, zj,

M = (X, Y, Z) — dowolny punkt przestrzeni. Okrag o érodku Q,
przechodzacy przez punkt P i lezacy w plaszczyznie prostopadlej
do osi [ (w rozwazanym przypadku: do osi Oz), ma réwnanie

X247Y%=x24y?,
i rugujac x, y, z, otrzymujemy réwnanie p0w1crzchn1 hY
X4V -m?Z2? =42

Wyprowadzajac to rownanie, uzylismy duzych liter X, Y, Z,

Z = z. Uwzglgdniajac rownanie tworzacej

aby

odrozni¢ punkt M powierzchni § od punktu P tWOI‘ZQCCj T.
Teraz, majac juz réwnanie powierzchni S, mozemy je zapisac za

pomocg matych liter. Odpowiedz: x? + y? — m?2? = g2,
b) x> +z2—ylm=a? ) x2+y? =(1—z)?+22
13.16. Niech O bedzie poczatkiem ukladu, a M

= (X, Y, Z) dowolnym

punktem powierzchni S. Wyprowadzimy réwnanie powierzchni
§ w postaci wektorowej, przedstawiajac wektor oM jako funkcje

dwoch parametrow ¢, . Oznaczmy H =
=V,k=1VP
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(a.b,c), V=[A4 B,
= (x (1), (1), z (1)) — dowolny punkt tworza-

Cl,

13.17.

13.18.

13.19.

cej; O — rzut punktu P na [; L — okrag o srodku Q przechodzacy
przez P i zawarty w plaszczyznie prostopadlej do 1. Powierzchnia
S jest suma takich okregdw odpowiadajacych wszystkim punk-
tom P, tzn wszystkim wartoscmm t nalezacym do E. Rozwazmy
wektor QP oraz wektor QR prostopadly do QP i do 14 oraz row-
ny co do modulu wektorowi QP Mamy QR — kHPx V,
QP = —kQR xV= —kZ(H_P}x V}x V. Tworzymy  wektor
QM QP cos ¢ +QR sin ¢. Gdy ¢ roénie od 0 do 2n, to komec
M _tego wektora zakresla okrag L. Mamy OM =
= OH+ HP+PQ+QM Stad, _po wykonaniu rachunkow
otrzymujemy OM = OH +k (HP V){(1-cosg) V+ HPcosp+
H? x V)sin @. Jest to wektorowe réwnanie powierzchni S. Po
przcjéciu do wspotrzednych, otrzymamy rownania analityczne.
a) Oznaczmy: (x, y, z) — punkt kierownicy, (X, Y, Z) — punkt
tworzacej. Mamy 3 rownania tworzacej: X = x+t, Y =y+1¢,
Z = z+t, te R i2 rownania kierownicy. Rugujac z tych rownan
x, v, z, !, otrzymujemy rownanie powierzchni walcowej
(X +Z)* +(Y+Z) = a?. Duze litery X, Y, Z wprowadzilismy,
aby odrozni¢ punkt tworzacej od punktu kierownicy. Teraz,
uzyskane rownanie powierzchni mozemy zapisa za pomoca
matych liter. Odpowied#: (x +z)* +(y +z)* = a*.
b) x+y—=z+1=0, ¢) (x—y+1)(x+y—2z)=
a) Oznaczmy: (x, y, z) — punkt kierownicy; (X, Y, Z) — punkt
tworzacej. Mamy 3 rownania tworzacej: X = xt, Y = yt, Z = zt,
te i 2 rownania kierownicy. Rugujac z tych rownan x, y, z, ¢,
otrzymujemy rownanie powierzchni stozkowej c¢3(X?*+Z?) =
= a?Y2 Podajac odpowied?, mozemy uzy¢ malych liter:
cA(x? +z22) = a®y>

b) x2+y*—zy—z =0, ¢} 9(x?+z%) = 16y?,
d) x2+z% =(a+))z, €) cAx?+y?)* =a*(x* -y’ ) z+c)
Jesli w rownaniach powierzchni okreslonej w zad. 13.8 przyj-

miemy ¢ = const = @,, to otrzymamy rownania
y=rsin@, 2= da@

ktére sa parametrycznymi rOwnaniami pewnej prostej (r jest
parametrem), Oznacza to, ze wszystkie punkty powierzchni
odpowiadajace wartoéci ¢ = @, tworza prosta. Poniewaz jest tak

X = rcos @y, red
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13.20.

13.21.

dla dowolnej wartosci @, wigc przez kazdy punkt powierzchni
przechodzi prosta zawarta w tej powierzchni, zatem powierzch-
nia jest prostokreslna. Analogicznie jest w przypadku powierz-
chni okreslonej w zad, 13.9.

Dowolna prosta ! przechodzaca przez punkt P ma réwnania

x=14At y=—14+Bt, z=3+Ct, teR
gdzie V = [ A, B, C] jest dowolnym niezerowym wektorem. Pros-
ta [ zawiera sig w S, gdy kazdy punkt prostej [ spetnia rownanie
powierzchni 8, tzn. gdy dla kazdego t zachodz roéwnoéé
4(1 + Ar)> —(— 1 + Bt)* = 3+ Ct, czyli réwnosé

(442—-B*)t+(84+2B) =

ROwnosé ta jest spetniona dla kazdego t, gdy 44% —B? = 0 oraz
84 +2B = C. Rozwigzujac vklad tych dwoch rownan, otrzymu-
jemy

B=24,C=124 lub B= -24,C=44
Przyjmujac A = 1, otrzymujemy dwa wektory

V,=[1,212] V,=[I, -2, 4]

Sa to wektory kierunkowe dwoch prostych 1, i I, przechodzacych
przez punkt P i zawartych w §

lix =14t yo= 1428
Lix=1+1 y==1=2t,

z=3+121, te R
z =344, te#
Metoda geometryczna. Dowolna prosta [ przechodzyca
przez punkt P = (x, y, z) powierzchni § ma rownania
X = x4+ At, Y = y+Bt, Z=z+0Ct, teX
gdzie V =[A, B, C] jest dowolnym niezerowym wektorem,
a punkt P spelnia réwnanie powierzchni S. Prosta [ zawiera sie
w S, gdy kazdy jej punkt M =(X, Y, Z) spetnia rdéwnanie
powierzchni S, tzn. gdy dla kazdego ¢ zachodzi rownosé
(x+ A1) (y+B1)?
a2 P

Rownosc ta po uporzadkowaniu ma postac

t(A%/a*— B2/b*)+2(Ax/a* - By /b*) = 2C

= 2(z+Ct)
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1 zachodzi dla kazdego ¢, gdy A%*a*—B*b* =0 oraz
Ax/a® - By/h* = C. Rozwiazujac uklad tych dwoch rownan,
otrzymujemy

A N .
B-b? C=£(£_z) b B —b2 C=_"1(X+})
a al\a b a ata b

Przyjmujac A = a, otrzymujemy dwa wektory
V, = [a,b, x/a--y/b], V,=1{a, —b, x/a+y/b]

Sa to wektory kierunkowe prostvch /, i{,, przechodzacych przez
punkt P i zawartych w powierzchni S

Metoda algebraiczna. Rownanie powierzchni § piszemy

w postaci
x yWfx vy
AR I O .

Réwnanie to mozemy zapisaé w poslaci proporcji na dwa
sposoby:

xfa+y/b z )
2 " xfa—v/b
x/a— y/b z
= (2)
2 xfa+y/b
Oznaczmy lewe strony tych proporcji literami u i v
xja+y/b xja--yib
—y T R (*)

Wowczas proporcje (1) i (2) mozemy zapisa¢ w postaci par
rownosci

x/a+y/b = 2u, z = ul{x/a—y/b) {1*)
x/a—y/b = 2u, z = v(x/a+ y/b) (2*)

Jesli ustalimy warto$¢ u, to para réwnosci (1*) przedstawia
pewng prosta zawarta w S. Jesli ustalimy wartos¢ v, to para
rownosci (2*) przedstawia pewng prosta zawarta w 5. Niech
Py = (x4, ¥g 2p) bedzie dowolnie obranym punktem powierz-
chni S. Aby wyznaczy¢ dwie proste przechodzgce przez P,
i zawarte w S, nalezy ze wzordéw (*) obliczyé wartosci ug, v,
odpowiadajace punktowi P, i wstawic¢ je do (1*) 1 do (2*).
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13.22,

13.23,

13.24.

Metoda geometryczna — jak w poprzednim zadaniu.
Metoda algebraiczna. Réwnanie powierzchni S piszemy

W postaci
Yy z\N/[y =z X h's
T+ ISV ={1+Z){1==
GG 0-(+)0-3)

Rownanie to mozemy zapisa¢c w postaci proporcji na dwa
sposoby
yib+zie 1-xju yib—zjc 1—x/a
I+x/a  yb-z/c l+x/a  y/b+zjc

Dalsze postgpowanie — jak w poprzednim zadaniu.

a) Sfera o promieniu 3, b) punkt (poczatek uktadu),

¢) zbior pusty, d) walec obrotowy o osi Ox i promieniu 2,
e) dwic plaszczyzny rownolegle: z =21z = —2,

f) prosta (0§ Ox), g) plaszczyzna Oxy, i) elipsoida obro-
towa o potosiach 4,4, 2;  j) elipsoida trojosiowa o potosiach 2,
6, 3; k) stozek obrotowy, ktorego osia jest 0§ Ox, a wierzchol-
kiem poczatek uktadu; 1) hiperboloida jednopowlokowa ob-
rotowa o osi 0z, m) hiperboloida dwupowlokowa obrotowa
00si Ox, n) paraboloida obrotowa o osi Oz i tworzycej z = x2,
¥y =0; o) paraboloida hiperboliczna, p) hiperboloida jedno-
powlokowa o polosiach 5, 5, 6.

a) Elipsoida, b) hiperboloida  jednopowlokowa, e¢) zbidr
pusty, d) stozek, e) punkt, f) paraboloida eliptyczna,
g) hiperboloida dwupowlokowa, h) paraboloida hiperbo-
liczna, i) walec eliptyczny, j) zbior pusty, k) walec para-
boliczny, I) walec hiperboliczny, m) zbiér pusty, n) plasz-
czyzny nierownolegle, o) prosta, p) plaszczyzny réwnolegle,
q) plaszezyzna.
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