Algebra Boola i podstawy systemow liczbowych.
Cwiczenia z Teorii Uktadéw Logicznych, dr inz. Ernest Jamro

1. System dwdjkowy — reprezentacja binarna

Uktady logiczne operuja tylko na dwoch stanach oznaczanymi jako zero (stan napigcia
bliski zeru) i jedynka (stan napigcia bliski napigciu zasilania zwykle 5V lub w nowszych
uktadach 3.3B lub nawet 1.5V). System operujacy na dwoch stanach nazywamy dwojkowym
lub tez binarnym.

W systemie dziesigtnym kolejne cyfry od prawej strony maja warto$¢ kolejnych poteg

10, podobnie w dwojkowym — sa to kolejne potegi dwojki: 1(2°), 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128,
256(2%) itp. Czyli np. liczba 100110104;,=2+8+16+128=154 .
W celu zamiany z systemu dziesigtnego na dwdjkowy, wykonujemy na liczbie dzielenie
catkowite przez 2, zapisujac przy tym reszt¢ z dzielenia 1 powtarzamy to az dojdziemy do 1.
Kolejne reszty to cyfry reprezentacji binarnej utozone od najmiodszej (najmniej znaczacej) do
najstarszej (tacznie z koncowa jedynka). Tak wigc na przyktad:

Liczba |Reszta Liczba|Reszta
5001|0 260 (0
25010 1300
12511 651
6210 3210
3111 16 (0

15]1 80
711 410
311 210
1|1 11

5004ec=111110100y;, (=4+16+32+64+128+256=500)
2604.,=1000001004,.

Uwaga: wynik binarny wpisujemy odczytujac reszty z dzielenia patrzac od dotu do gory.

Zapiszemy tabelg dla liczb dziesigtnych, dwodjkowych i szesnastkowych:

dec| bin |hex

ol 0o000| o Widzimy, Zze jedna cyfra szesnastkowa odpowiada dokladnie czterem
11 0001| 1| cyfrom dwojkowym. Szesnastkowy zapis liczb binarnych jest powszechnie
21 0010| 2| stosowany, gdyz zamiana jest o wiele fatwiejsza niz dla liczb dziesigtnych,
31 0011| 3| azapis jest krotszy. Na przyktad jeden bajt, ktory sktada sig z oSmiu bitow,
4| 0100| 4| mozna przedstawi¢ przy pomocy dwoch znakéw od 00 do FF.
2 8}(1)(1) 2 W celu zamiany bin - hex grupujemy cyfry po 4 (od najmtodszego bitu), a
71 0111| 7| nastepnic kazdej grupie przypisujemy 1 cyfr¢ szesnastkowa (np.
8| 1000| gl korzystajac z tabeli).
9| 1001| 9| Tak wigc: 101 1000 1011 1011 00104;;=58BB2jy.

10| 1010| A | Zamiana w druga strong wyglada analogicznie:

11} 1011| B| AF8C2E;=1010 1111 1000 1100 0010 1110y,

12| 1100f C

13| 1101} D

14| 1110 E

15| 1111| F

16]10000| 10




2. Bramki logiczne

Podstawa uktadoéw logicznych sa bramki, realizujace pewne funkcje logiczne.
Odpowiednim stanom napig¢ na wejsciu odpowiada napigcie na wyjsciu, przy czym napigcie
interpretujemy jako 1, a jego brak — jako 0. (jest to tzw. logika dodatnia).

Podstawowe bramki wraz z ich symbolami:

AND NAND OR NOR XOR NOT
AB| AB A[B A+B A+B AOB A A
010 0 1 0 1 0 0 1
01 0 1 1 0 1 1 0
1|0 0 1 1 0 1
11 1 0 1 0 0
Przyktad:

Jaka funkcje realizuje ponizszy uktad (wejscie A,B, wyjscie Y)?
Aby rozwiaza¢ ponizsze zadanie nalezy doda¢ zmienne pomocnicze C,D,E oraz sprawdzi¢ ich
stan w zaleznoS$ci od wszystkich mozliwych kombinacji wej$¢.
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Wigc po poréwnaniu X z A i B otrzymujemy, ze X=XOR(A,B), X =A0B.

Jednym z zastosowan bramki XOR jest kontrola bitu parzystosci, np. jezeli mamy 4 bity

(a3 a‘2 al

aO )bin ’

to a,Ja, Ja, Ua, =1 wtedy, kiedy na bitach jest nieparzysta liczba

jedynek, natomiast funkcja ta jest rowna 0, jezeli liczba jedynek (czyli bitdow zapetionych)
jest parzysta. Mozna to tatwo sprawdzi¢ rozpisujac tabelg dla np. 4 zmiennych wejsciowych.

a3aa)a | Bit parzystosci a3aa;a | Bit parzystosci
XOR(ag,az,al ,ao) XOR(ag,az,al ,ao)
0000 0 1000 1
0001 1 1001 0
0010 1 1010 0
0011 0 1011 1
0100 1 1100 0
0101 0 1101 1
0110 0 1110 1
0111 1 1111 0




Przy pomocy bramek XOR mozna opisa¢ kod Gray’a:

bsb,biby | 23228180
0000 |0000 .b m ®

0

1 {0001 |0001 o 9o
2 10010 |0011 1—

3 10011 |0010 ° °
4 (0100 |0110 b1 m g,
5 (o101 |o0111

6 (0110 |0101 |

7 0111|0100 o 'ﬁ) -
8 1000 |1100 2
9 (1001 |1101

101010 [1111 - l -
11]1011 |1110 ba g

g } }8(1) }8}(1) Uktad ten zamienia kod binarny na kod Gray'

14|1110 | 1001 Ilja_ lfriyféag floakl)iiny 1001 mamy:
151111 | 1000 | 03~ 1:02=0:6:=0.b0=1.

g,=b, =1, g,=b,0b,=100=1, g, =b,0b,=000=0,
g, =b, Ub, =001=1, wigc w kodzie Gray’a jest ona przedstawiana jako 1101.

Jak latwo zauwazy¢, nastgpujace po sobie liczby przedstawione w kodzie Gray’a rdznig sig
tylko jednym bitem (na przyktad dla liczb 11 i 12 jest to 1110 i 1010). Znajdzie to pdzniej
zastosowanie migdzy innymi przy minimalizacji. Zazwycza] kolejne stany bitow
przedstawiamy w sposob pokazany w pierwszej kolumnie (b), bo odpowiada to numeracji w
systemie dwojkowym, jednak przedstawianie ich w sposob pokazany w drugiej kolumnie (g) -
czyli w kodzie Gray’a - powoduje, Ze zmiana stanu bitow na kolejny pociaga za soba zmiang
tylko jednego bitu, co — jak si¢ pdzniej okaze — pozwala tworzy¢ uktady logiczne w bardziej
ekonomiczny sposob.

A to jest uktad konwertujacy kod Gray’a na kod binarny:

o
S0 bo




3. Algebra Boole’a

Podstawowe twierdzenia algebry Boole’a:

at0=a al0=0

at+l=1 all=a

ata=a ald=a

a+ta=1 ala=0
atalb=al(l+b)=all=a alfa+b)=a+ab=a
atalb=(a+a)a+b)=a+b alla+b)=alb
(a+b)=alb (alb)=a+b
(a+b+c)=alble (albd)=a+b+c

Mozna je tatwo udowodni¢ korzystajac z tablic prawdy dla poszczegélnych funkcji. Jak
widaé, operacje dodawania (OR) 1 mnozenia (AND) logicznego podlegaja takim samym
prawom rozdzielno$ci jak zwykle dodawanie i mnozenie, ale maja tez kilka nietypowych
wlasnosci. Mozna np. udowodni¢ wzoérna a+alb=a+b:

albja|alb|a+alb
ojofr} o 0
Oj1(1] 1 1
1{0{0] O 1
1{1{0] O 1

Przyktad wykorzystania twierdzen: zminimalizowa¢ funkcje a(a +ab +bc).
aa+ab+bc)=al@+al@b+abE=0+alb+alb@=alblc+1)=alb

Albo tez nastgpujaca funkcje:
albléd+bléd+alb+al¢=alblec+blé+a+b+ale=abc+a(c+1)+b(c+l)=b+a+abc=
=b+a+bc=a+b+c=alble

Ten przyktad moze na pierwszy rzut oka wydac si¢ nieco zamieszany — skorzystaliSmy w nim

dwukrotnie z twierdzenia, ze A +AB=A +B, a+abc =a+(a)(bc) =a +bc

Mozna tez zaja¢ si¢ pierwszym przyktadem, gdzie: C=NAND(A,B), D=NAND(A,C),
E=NAND(B,C), X=NAND(D,E).

X =DE = (AC)(BC) = AC + BC = A(AB) + B(AB) = (A + B)(AB) = (A + B)(A + B) =
=AA+AB+BA+BB=0+AB+BA+0=AB+AB

Jak widzieli$my wcze$niej funkcja ta odpowiada funkcji XOR, mozna wigc zauwazy¢, zZe:
AOB=A[B+BIA

Uproszczenia dla funkcji XOR:



all0=a

all=a

alla=0

ala=1
alb=alb+alb
aOb=aOb=alOb

Przyktad: zminimalizowaé¢ (a Jb)+a [b
(alb)+alb=ab+ab+ab=a(b+b)+ab=a+ab=a+b

Mozna tez zminimalizowa¢ uktad zadany w formie schematu:

. D

E

Y =D O E =(ab) O (b +c¢) = (ab)(b +¢) + (ab)(b + ) = (a + b)bc +ab +abc =
=abc+bc+ab(l+c)=(a+1)bc+ab=alb+bd

Mozna tez rozpisac tablice prawdy dla funkcji Y(a,b,c) zadanych na oba sposoby:

albjc/c|D|E|Y]||a|b|c|ab|bc|Y =ab+bc
0[0(0|1|1|1]0]{0[0|O|O] O 0
0[0(1]O|1|0O]|1]{OfO|1/0] 1 1
0/1{0{1|1(1]01({0]|1|0|0O]| O 0
O[1(1{0|1|1]0]{OfL|1{0O] O 0
110{0{1|1(1]0][1]0(0]0O]| O 0
1{0(1{O01(O|1(|1]{0O|1]O0 |1 1
111{0{1 |01 |1][1]1({0]1]0O 1
1{1({1{0|Of1|1|{1|L|1|1]O 1

SprawdziliSmy wigc réwnowaznos¢ tych wyrazen.
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